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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теория сбаëансированноãо роста — кëасси÷ес-
кий разäеë ìатеìати÷еской эконоìики, с ее основ-
ныìи резуëüтатаìи ìожно ознакоìитüся в работе
[1]. Моäеëи эконоìики, изу÷аеìые этой теорией,
неявно преäпоëаãаþт существование еäиноãо уп-
равëяþщеãо öентра, обëаäаþщеãо всей инфорìа-
öией об эконоìи÷еской систеìе. Этот öентр поë-
ностüþ контроëирует произвоäство и распреäеëе-
ние проäукöии, а все еãо реøения выпоëняþтся
абсоëþтно то÷но. Ясно, ÷то поäобные ìоäеëи не
соответствуþт принöипаì рыно÷ной эконоìики,
в которой хозяйствуþщие субъекты саìостоятеëü-
но пëанируþт и орãанизуþт своþ работу. Оäин из
возìожных поäхоäов к построениþ общей схеìы
ëинейной теории эконоìи÷ескоãо роста äëя äе-
öентраëизованной эконоìики преäëожен в статüе
[2]. Он базируется на станäартной ãейëовской те-
ории в совокупности с ìоäеëüþ равновесия Ваëü-
раса. Оäнако анаëиз äанноãо поäхоäа показывает
необхоäиìостü öентраëизованноãо распреäеëения
избыто÷ных проäуктов. Аëüтернативный поäхоä,
не испоëüзуþщий равновесие по Ваëüрасу, преä-
ëожен в работе [3]. В настоящей статüе развива-
ется это направëение и иссëеäуþтся возìожные
схеìы выхоäа на нейìановскуþ траекториþ äе-
öентраëизованной эконоìики с у÷етоì фактора
инвестиöий.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ

Рассìотриì заìкнутуþ äинаìи÷ескуþ ìоäеëü
произвоäства и товарообìена, в которой фиãури-
рует n ìонопроäуктовых отрасëей, при÷еì кажäый
из виäов проäукöии произвоäится тоëüко оäной
отрасëüþ. Состояние äанной эконоìи÷еской сис-
теìы отсëеживается в äискретные ìоìенты вреìе-
ни, которые обозна÷аþтся инäексоì t, t = 0, 1, 2, ...
Шаãи ìоäеëи, т. е. проìежутки вреìени ìежäу со-
сеäниìи ìоìентаìи, буäеì поìе÷атü теì же ин-
äексоì t, при÷еì ноìер øаãа соответствует правой
ãраниöе. Дëитеëüности всех øаãов преäпоëаãаþт-
ся оäинаковыìи и равныìи оäноìу произвоäс-
твенноìу öикëу во всех отрасëях. Проäукöия, про-
извеäенная на некотороì øаãе, äоëжна бытü ис-
поëüзована äо окон÷ания сëеäуþщеãо øаãа.

Ввеäеì обозна÷ения:
i = 1, ..., n — инäекс отрасëи;

 — поäìножество отрасëей, проäукöия ко-

торых необхоäиìа отрасëи i в ка÷естве сырüя иëи
коìпëектуþщих äëя выпуска проäукöии;

 — поäìножество отрасëей, проäукöия ко-

торых необхоäиìа отрасëи i äëя наращивания про-
извоäственных ìощностей;

 — поäìножество отрасëей, потребëяþщих

проäукöиþ отрасëи i в ка÷естве сырüя иëи коìп-
ëектуþщих;

 — поäìножество отрасëей, потребëяþ-

щих проäукöиþ отрасëи i в ка÷естве фонäообра-
зуþщей;

Рассìотрены äве схеìы выхоäа на нейìановскуþ траекториþ в ìоäеëи äеöентраëизо-

ванной эконоìики с у÷етоì инвестиöий. Первая из них базируется на натураëüных по-

казатеëях, вторая — на äенежных рас÷етах хозяйствуþщих субъектов. Привеäены усëо-

вия, при которых эти схеìы обеспе÷иваþт асиìптоти÷еское реøение указанной заäа÷и.

Ключевые слова: äеöентраëизованная эконоìика, сбаëансированный рост, инвестиöии.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект 10-07-00286).
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ξ
i
(t) — произвоäственные ìощности отрасëи i

на øаãе t, равные ìаксиìаëüно возìожноìу объ-
еìу произвоäства на äанноì øаãе;

x
i
(t) — объеì выпуска проäукöии отрасëüþ i на

øаãе t;
y
ji
(t) — объеì произвоäственноãо ресурса виäа j,

j ∈ , которыì распоëаãает отрасëü i в на÷аëе

øаãа t;
z
ji
(t) — объеì капитаëüноãо ресурса виäа j,

j ∈ , которыì распоëаãает отрасëü i в на÷аëе

øаãа t.
Вообще ãоворя, ноìенкëатуры произвоäствен-

ных и капитаëüных ресурсов не совпаäаþт. Оäна-
ко ÷тобы не усëожнятü описание ìоäеëи, явно
этот факт не буäет у÷итыватüся. Преäпоëаãается,

÷то ìножества , , , , i = 1, ..., n

не пусты, а произвоäственная функöия отрасëи i
иìеет виä

x
i
(t) = min ,  i = 1, ..., n, (1)

ãäе  > 0 — ìиниìаëüно необхоäиìое коëи÷ество

проäукта виäа j, которое требуется äëя произвоäс-
тва оäной еäиниöы проäукöии виäа i. Эту функ-
öиþ называþт произвоäственной функöией Леон-
тüева, а также произвоäственной функöией с фик-
сированныìи пропорöияìи факторов [4, 5].

Выпиøеì баëансовое уравнение äëя проäук-
öии, произвеäенной отрасëüþ i на øаãе t:

x
i
(t) = y

ij
(t + 1) + z

ij
(t + 1) + v

i
(t), (2)

ãäе переìенная v
i
(t), равна объеìу нераспреäеëен-

ной проäукöии.
Динаìику произвоäственных ìощностей от-

расëи i буäеì описыватü уравнениеì виäа

ξ
i
(t) = (1 – μ)ξ

i
(t – 1) + ,

i = 1, ..., n, (3)

ãäе μ — коэффиöиент аìортизаöии, который с÷и-

тается оäинаковыì äëя всех отрасëей;  — ìини-

ìаëüно необхоäиìый объеì проäукöии виäа j; не-
обхоäиìый äëя увеëи÷ения на еäиниöу произвоäс-
твенных ìощностей отрасëи i, τ — вреìенной ëаã,
характеризуþщий запазäывание в созäании новых
ìощностей. Этот параìетр преäпоëаãается оäина-
ковыì äëя всех отрасëей и всех виäов фонäообра-
зуþщей проäукöии и равныì ÷исëу øаãов, за ко-
торое происхоäит освоение этой проäукöии. Сëу-
÷ай τ = 0 озна÷ает возìожностü ее испоëüзования

в ка÷естве основных произвоäственных фонäов
уже на сëеäуþщеì произвоäственноì öикëе. Преä-
поëожиì, ÷то систеìа функöионирует так, ÷то на
всех øаãах вся проäукöия поëностüþ распреäеëя-
ется, и в проöессах (1) и (3) нет избыто÷ных ре-
сурсов (в тоì ÷исëе ìощностей в проöессе (1)).
Это озна÷ает, ÷то x

i
(t) = ξ

i
(t) при всех i и t. В этоì

сëу÷ае из выражений (1)—(3) иìееì ìатри÷ное
уравнение виäа

x(t) = Yx(t + 1) +
+ Z(x(t + τ + 1) – (1 – μ)x(t + τ)), (4)

ãäе x(•) — вектор-стоëбöы, а эëеìенты  и 

кваäратных ìатриö Y и Z поряäка n опреäеëены
соответственно так:

 =   = 

Леãко виäетü, ÷то указанный режиì ìожет бытü
обеспе÷ен при постоянноì теìпе роста γ объеìов
выпуска всех виäов проäукöии: x

i
(t + 1)/x

i
(t) = γ

äëя всех i и t. В этоì сëу÷ае уравнение (4) прини-
ìает виä

(1/γ)x(t) = (Y + (γτ – (1 – μ)γτ – 1)Z )x(t).

Оно показывает, ÷то äостато÷ное усëовие тако-
ãо режиìа состоит в наëи÷ии у ìатриöы

M(γ) = Y + (γτ – (1 – μ)γτ – 1) (5)

поëожитеëüноãо собственноãо ÷исëа 1/γ и соот-
ветствуþщеãо строãо поëожитеëüноãо собственно-
ãо вектора x, а на÷аëüный вектор x(0) äоëжен бытü
коëëинеарен вектору x. Поскоëüку интерес преä-
ставëяþт тоëüко эконоìи÷еские систеìы с воз-
ìожностüþ расøиренноãо воспроизвоäства, сфор-
ìуëируеì усëовия, при которых существует такое
γ > 1, ÷то ìатриöа M(γ) иìеет собственное ÷исëо
1/γ. Дëя уäобства заìениì в ìатриöе (5) параìетр
γ на параìетр λ = 1/γ и рассìотриì ìатриöу

(λ) ≡ M(1/λ).
Теорема 1. Пусть матрица (Y + Z ) неразложима,

и все ее столбцевые суммы строго меньше единицы,
т. е.

(  + ) < 1,  j = 1, ..., n.

Тогда существует скаляр λ* ∈ (0, 1), являющийся

собственным числом матрицы (λ*), которому от-
вечает единственный (с точностью до скалярного
множителя) собственный вектор x*, все координа-
ты которого ненулевые и одного знака. Если найдет-

ся такой скаляр  ∈ (0, λ*), что он также является

собственным числом матрицы ( ), то любой со-
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ответствующий ему собственный вектор имеет
компоненты разных знаков. ♦

Доказатеëüство этой теореìы анаëоãи÷но äока-
затеëüству теореìы 2.6 в книãе [6, гл. 2]. Такиì об-
разоì, есëи x(0) — фробениусов вектор ìатриöы

(λ*), то эконоìи÷еская систеìа ìожет функöи-
онироватü в режиìе неймановского процесса, т. е.
иìетü сбалансированный рост с максимальным тем-
пом γ [6]. При этоì траектория выпусков буäет
принаäëежатü неймановскому лучу, называеìоìу
также магистралью [1]. Дëя краткости, указанный
режиì функöионирования буäеì иìеноватü ма-
гистральным.

Всþäу äаëее преäпоëаãается, ÷то параìетры
эконоìи÷еской систеìы уäовëетворяþт усëовияì
теореìы 1 и, зна÷ит, γ ≡ 1/λ* > 1.

2. ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈÈ ÏÐÈÁÛËÈ

До сих пор в ìоäеëи неявно преäпоëаãаëосü
наëи÷ие öентраëизованной систеìы управëения,
которая поëностüþ контроëирует произвоäство и
распреäеëение проäукöии. Даëее буäеì с÷итатü,
÷то отрасëи работаþт в усëовиях хозяйственной
автоноìии. При этоì кажäая отрасëü i стреìится
ìаксиìизироватü своþ прибыëü Π

i
(t) на текущеì

øаãе t, опреäеëяеìуþ как разностü ìежäу выру÷-
кой и соответствуþщиìи затратаìи:

Π
i
(t) = p

i
(t)x

i
(t) – p

j
(t – 1)y

ji
(t) –

– p
j
(t – 1)z

ji
(t), (6)

ãäе öена p
i
(t) связана с объеìоì проäаж, равныì на

ìаãистраëи объеìу произвоäства, x
i
(t) ëинейныì

уравнениеì виäа

p
i
(t) = a

i
(t) + b

i
(t)x

i
(t),

i = 1, ..., n,  t = 0, 1, ..., (7)

в котороì параìетры a
i
(t) > 0, b

i
(t) < 0 иìеþт фик-

сированные зна÷ения при äанных i и t. Такиì об-
разоì, отриöатеëüное зна÷ение b

i
(t) в уравнении

(7) снижает öену с ростоì объеìа проäаж.
Ясно, ÷то параìетр a

i
(t) равен преäеëüноìу зна-

÷ениþ öены, коãäа объеì реаëизаöии (произвоäс-
тва) äанноãо виäа проäукöии стреìится к нуëþ.
Параìетр b

i
(t) указывает, наскоëüко снижается öе-

на при увеëи÷ении объеìа реаëизаöии (произвоäс-
тва) на еäиниöу. Буäеì называтü их соответствен-
но базовой ценой и параметром скидки. При этоì
öена äоëжна бытü поëожитеëüной:

a
i
(t) + b

i
(t)x

i
(t) > 0,  i = 1, ..., n;  t = 0, 1...

В ìаãистраëüноì режиìе выражение (6) прини-
ìает виä

Π
i
(t) = (a

i
(t) + b

i
(t)x

i
(t))x

i
(t) – (a

j
(t – 1) +

+ b
j
(t – 1)x

j
(t – 1)) x

i
(t) – γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ (a
j
(t – 1) + b

j
(t – 1)x

j
(t – 1) x

i
(t).

Так как выбор переìенной x
i
(t) происхоäит при

фиксированных öенах преäыäущеãо øаãа, и b
i
(t) < 0,

то ìаксиìуì прибыëи отрасëи i на øаãе t äостиãа-
ется при

x
i
(t) = – a

i
(t) – (a

j
(t – 1) +

+ b
j
(t – 1)x

j
(t – 1))  – γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ (a
j
(t – 1) + b

j
(t – 1)x

j
(t – 1)) . (8)

Отсþäа сëеäует, ÷то в ìаãистраëüноì режиìе
коэффиöиенты a

i
(t) и b

i
(t) äоëжны уäовëетворятü

при всех i и t систеìе уравнений виäа

a
i
(t) + 2γtb

i
(t)x

i
(0) – (a

j
(t – 1) +

+ γt – 1b
j
(t – 1)x

j
(0))  – γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ (a
j
(t – 1) + γt – 1b

j
(t – 1)x

j
(0)) ) = 0.

Дëя этоãо äостато÷но, ÷тобы переìенные a
i
(t)

уäовëетворяëи систеìе уравнений

a
i
(t) = a

j
(t – 1) + γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ a
j
(t – 1), (9)

а переìенные b
i
(t) — систеìе уравнений

b
i
(t) = x

j
(0)b

j
(t – 1) +

+ γτ – 1(γ – (1 – μ)) x
j
(0)b

j
(t – 1) . (10)

Обозна÷иì ÷ерез a(0) и b(0) вектор-строки, об-
разованные из на÷аëüных зна÷ений öеновых ко-
эффиöиентов. Пустü a(0) = p*, ãäе p* — ëевый фро-

бениусов вектор ìатриöы (λ*), а – b(0) — ëевый

фробениусов вектор ìатриöы (λ*), эëеìенты
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которой связаны с эëеìентаìи ìатриöы (λ*) ра-

венстваìи виäа  = x
i
(0)/x

j
(0) . При t l 1 по-

ëожиì

a
i
(t) = γ–1a

i
(t – 1), b

i
(t) = 0,5γ–2b

i
(t – 1),

i = 1, ..., n. (11)

Эëеìентарные вы÷исëения показываþт, ÷то при
такой äинаìике öеновых коэффиöиентов в ìаãис-
траëüноì режиìе справеäëивы сëеäуþщие утверж-
äения:

— выпоëняþтся äинаìи÷еские уравнения (9) и
(10); 

— есëи a
i
(0) и b

i
(0) таковы, ÷то p

i
(0) > 0, то

p
i
(t) > 0 при всех t l 1; 

— все отрасëи иìеþт поëожитеëüнуþ прибыëü

на всех øаãах Π
i
(t) = –b

i
(t) (t) > 0;

— все отрасëи иìеþт нуëевые пëатежные ба-
ëансы B

i
(t) на всех øаãах

B
i
(t) ≡ (a

i
(t) + b

i
(t)x

i
(t))x

i
(t) –

– (a
j
(t) + b

j
(t)x

j
(t))y

ji
(t + 1) –

– (a
j
(t) + b

j
(t)x

j
(t))z

ji
(t + 1) = 0.

Отìетиì, ÷то поëожитеëüная прибыëü всех от-
расëей на кажäоì øаãе не противоре÷ит посëеä-
неìу равенству, так как закупка ресурсов и проäа-
жа произвеäенной проäукöии происхоäят со сäви-
ãоì в оäин вреìенной øаã.

Леãко виäетü, ÷то пëанирование выпуска со-
ãëасно выражениþ (8) в совокупности с соотноøе-
нияìи (11) обеспе÷ивает систеìе ìаãистраëüный
режиì при соответствуþщих на÷аëüных усëовиях.

3. ÏÅÐÂÀß ÑÕÅÌÀ ÂÛÕÎÄÀ
ÍÀ ÍÅÉÌÀÍÎÂÑÊÓÞ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÞ

Рассìотренный в § 2 поäхоä реøает заäа÷у
уäержания эконоìи÷еской систеìы на ëу÷е Ней-
ìана. Ясно, ÷то äëя еãо приìенения векторы x(0),
ξ(1), ..., ξ(τ – 2) äоëжны иìетü соãëасованные зна-
÷ения, а всеì отрасëяì äоëжен бытü известен ìак-
сиìаëüный теìп сбаëансированноãо роста γ. Есëи
требуется, ÷тобы все отрасëи иìеëи нуëевые пëа-
тежные баëансы на всех øаãах, то вектор-строки
a(0) и –b(0), образованные из соответствуþщих
öеновых коэффиöиентов, äоëжны бытü фробени-

усовыìи вектораìи äëя ìатриö (λ*)и (λ*)со-
ответственно. В этоì сëу÷ае отрасëи, опреäеëяя
öены на своþ проäукöиþ на основе äинаìи÷еских
уравнений (11), и пëанируя произвоäство исхоäя
из ìаксиìуìа прибыëи, обеспе÷иваþт систеìе ìа-
ãистраëüный режиì.

Выпоëнение на практике всех этих усëовий
преäставëяется ìаëовероятныì. Кроìе тоãо, ëþ-
бые сбои в работе систеìы сразу увоäят систеìу с
ìаãистраëи, при этоì äëя некоторых виäов про-
äукöии возникает превыøение спроса наä преäëо-
жениеì. В этих обстоятеëüствах äанный ìеханизì
пëанирования перестает работатü ввиäу отсутствия
проöеäур принятия управëен÷еских реøений в та-
ких ситуаöиях. Поэтоìу засëуживаþт изу÷ения
схеìы пëанирования со сëеäуþщиìи свойстваìи:

— не требуþт öентраëизованноãо управëения;
— ìоãут вырабатыватü реøения вне ìаãист-

раëüноãо режиìа и при этоì (асиìптоти÷ески) вы-
воäят систеìу на ìаãистраëü;

— не увоäят систеìу с ìаãистраëи, есëи она ра-
ботает в этоì режиìе;

— иìеþт ясное эконоìи÷еское обоснование.
Описание работы ìноãосекторной эконоìики

вне ìаãистраëüноãо режиìа требует ввеäения äо-
поëнитеëüных переìенных äëя отрасëи i, i = 1, ...,
n, в которых явно проявëяется ее эконоìи÷еская
саìостоятеëüностü, и которые äоëжны бытü опре-
äеëены к ìоìенту перехоäа от øаãа t – 1 к øаãу t:

(t) — пëанируеìый объеì выпуска на øаãе t;

Δ (t + τ) — пëан ввоäа произвоäственных

ìощностей к на÷аëу øаãа t + τ;

(t – 2) — объеì реаëизованной (отãруженной

потребитеëяì) проäукöии, которая быëа произве-
äена на øаãе t – 2.

Совокупностü указанных пëанов позвоëяет оп-

реäеëитü äëя отрасëи i показатеëü (t – 1) — суì-

ìарный спрос потребитеëей на проäукöиþ øаãа
t – 1, вы÷исëяеìый по форìуëе

(t – 1) = (t) + Δ (t + τ),

i = 1, ..., n,

которая преäпоëаãает, ÷то все потребитеëи стре-
ìятся äости÷ü пëанируеìых показатеëей наибоëее
эконоìныì способоì.

Опиøеì схеìу функöионирования äанной эко-
ноìи÷еской систеìы, которая при некоторых ус-
ëовиях вывоäит систеìу на ìаãистраëü, а также
обеспе÷ивает сохранение ìаãистраëüноãо режиìа.

Базовая схема функционирования системы. Пер-
вона÷аëüный пëан выпуска отрасëи i на øаãе t, а
также пëан ввоäа ìощностей этой отрасëи к на-
÷аëу øаãа t + τ оäнозна÷но опреäеëяþтся объ-
еìоì реаëизаöии проäукöии, произвеäенной на
øаãе t – 2:

(t) = α (t – 2), Δ (t + τ) = β (t – 2),

t l 2,  i = 1, ..., n, (12)

M˜

mˆ ij m̃ij

xi
2

j Ni
r+

∈

∑

j Ni
k+

∈

∑

M˜ Mˆ

xi
p

ki
p

xi
s

xi
d

xi
d

j Ni
r–

∈

∑ yij
0

xj
p

j Ni
k–

∈

∑ zij
0

kj
p

xi
p

xi
s

ki
p

xi
s

pb0410.fm  Page 23  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

24 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

ãäе коэффиöиенты α и β оäни и те же äëя всех от-
расëей на всех øаãах. Наряäу с показатеëяìи (12)
отрасëü i вы÷исëяет коэффиöиент

χ
i
(t) = (t)/ξ

i
(t),  i = 1, ..., n,

который соизìеряет первона÷аëüный пëан выпус-
ка с иìеþщиìися ìощностяìи. Даëее, суììируя
заявки от потребитеëей, отрасëü i опреäеëяет по-

казатеëü (t – 1) первона÷аëüноãо спроса на своþ

проäукöиþ. Поскоëüку в ìоìент перехоäа к øаãу t
уже известен реаëüный объеì выпуска x

i
(t – 1), то

отрасëü t вы÷исëяет коэффиöиент

η
i
(t) = (t – 1)/x

i
(t – 1),  i = 1, ..., n,

характеризуþщий обеспе÷енностü пëанов ресур-
соì, который она произвеëа. Даëее все отрасëи об-
ìениваþтся коэффиöиентаìи χ

i
(t), η

i
(t) и кажäая

из отрасëей (иëи некий инфорìаöионный öентр)
вы÷исëяет ìаксиìаëüное зна÷ение этих показа-
теëей:

σ(t) = {χ
i
(t), η

i
(t)}.

Есëи окажется, ÷то σ(t) m 1, то произвоäствен-
ные ìощности позвоëяþт выпоëнитü наìе÷енные
пëаны, спрос кажäой из отрасëей на ресурсы уäов-
ëетворяется поëностüþ, объеìы поставок опреäе-
ëяþтся так:

y
ij
(t) = (t),  j ∈ ,

z
ij
(t) = Δ (t + τ),  j ∈ ,  i = 1, ..., n,

и выпуск проäукöии равен первона÷аëüноìу пëа-

ну: x
i
(t) = (t), i = 1, ..., n.

Ясно, ÷то при σ(t) > 1 поëное выпоëнение ис-
хоäных пëанов становится невозìожныì. В этоì
сëу÷ае все отрасëи, испоëüзуя äанный параìетр,
уìенüøаþт пëаны выпусков и пëаны развития:

(t) := (t)/σ(t), Δ (t + τ) := Δ (t + τ)/σ(t),

i = 1, ..., n. (13)

Соответственно, потребностü в ìощностях и
спрос на все ресурсы также уìенüøаþтся в σ(t)
раз, все скорректированные пëаны поëностüþ вы-
поëниìы, а вновü вы÷исëенный показатеëü σ(t)
равен еäиниöе.

Есëи при÷ина корректировки состоит в нехват-
ке ресурсов, то выражение (13) озна÷ает, ÷то пëа-
ны перес÷итываþтся по наибоëее äефиöитноìу
ресурсу, и этот ресурс распреäеëяется пропорöио-
наëüно разìераì спроса. Теì саìыì в ìоäеëи ни
у оäной из отрасëей нет привиëеãий по ресурсноìу
обеспе÷ениþ.

Пëан, äопустиìый по ресурсаì, оäнозна÷но

опреäеëяет äëя отрасëи i показатеëü (t – 1) —

объеì реаëизаöии проäукöии, произвеäенной на
øаãе t – 1:

(t – 1) = (t) + Δ (t + τ),

i = 1, ..., n.

Даëее на÷инается произвоäственный öикë на
øаãе t, посëе заверøения котороãо по показатеëяì
(12) опреäеëяþтся на÷аëüные зна÷ения векторов

xp(t + 1), Δ (t + τ + 1) и т. ä. Что касается на÷аëа

работы схеìы при t = 2, то вìесто (0) в выраже-

нии (12) ìожно выбратü параìетр ξ
i
(0). Кроìе тоãо,

äоëжны бытü заäаны векторы x(1), ξ(2), ..., ξ(τ + 1).
Леãко виäетü, ÷то базовая схеìа функöионирова-
ния систеìы позвоëяет вырабатыватü все необхо-
äиìые управëен÷еские реøения вне ìаãистраëи.
С äруãой стороны, эëеìентарная инäукöия пока-
зывает, ÷то эконоìи÷еская систеìа буäет функöи-
онироватü в ìаãистраëüноì режиìе, есëи выпоë-
нены сëеäуþщие усëовия:

β/α = γτ – 1(γ – (1 – μ)),  α l γ2, (14)

a) векторы x(1) ≡ ξ(1) ≡ γξ(0) сутü фробениусовы
ìатриöы M(γ),

b) произвоäственные ìощности растут с теì-
поì γ на øаãах 2, ..., τ + 1.

В общеì сëу÷ае иìеет ìесто сëеäуþщий ре-
зуëüтат.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 матрица
Y + Z примитивна, векторы x(1), ξ(1), ..., ξ(τ + 1)
строго положительны и выполняются ограничения
(14). Тогда базовая схема функционирования либо
асимптотически выводит систему на магистраль,
либо оставляет систему на магистрали при выпол-
нении условий a) и b). ♦

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Ввеäеì параìетр ρ(t), по-
казываþщий степенü выпоëнения первона÷аëü-
ных пëанов на øаãе t:

ρ(t) = 

Приìеняя инäукöиþ, выпиøеì зависиìостü

ìежäу вектораìи x(t) и xp(2):

x(t) = ρ(t)ρ(t – 1)...ρ(2)αt – 2 (λ*)t – 2xp(2).

Испоëüзуя фробениусово ÷исëо λ* ìатриöы

(λ*), запиøеì посëеäнее равенство так:

x(t) = ρ(t)ρ(t – 1)...ρ(2)(λ*α)t – 2 xp(2).

Так как ìатриöа (λ*) неразëожиìа и при-
ìитивна, то (сì. книãу [6]) посëеäоватеëüностü
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( (λ*)/λ*)txp(2) схоäится к преäеëу vx* при t → ∞,

ãäе v = ||xp(2)||/||x*||, а x* — фробениусов вектор ìат-
риöы M(λ*). Это озна÷ает, ÷то посëеäоватеëüностü
норìированных векторов виäа x(t)/||x(t)|| при t → ∞
схоäится к преäеëу x*/||x*||, т. е. к норìированноìу

фробениусову вектору ìатриöы (λ*). Отсþäа
сëеäует, ÷то равенство x(t + 1) = γx(t) буäет выпоë-
нятüся скоëü уãоäно то÷но при äостато÷но боëü-
øих t. ♦

4. ÂÒÎÐÀß ÑÕÅÌÀ ÂÛÕÎÄÀ
ÍÀ ÍÅÉÌÀÍÎÂÑÊÓÞ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÞ

В базовой схеìе функöионирования эконоìи-
÷еской систеìы приìеняëисü тоëüко натураëüные
показатеëи. Рассìотриì схеìу выхоäа на ìаãист-
раëü, основаннуþ на финансовых показатеëях.
Преäпоëожиì, ÷то в кажäой отрасëи естü собст-
венник, котороìу принаäëежат произвоäственные
ìощности, а также (наеìный) управëяþщий, ко-
торый заниìается текущей работой äанной отрас-
ëи. Посëеäний берет в аренäу произвоäственные
ìощности у собственника, выпëа÷ивая еìу опре-
äеëенные пëатежи. В своþ о÷ереäü, вëаäеëеö ка-
питаëа контроëирует äинаìику ìощностей пос-
реäствоì закупок фонäообразуþщей проäукöии.

Конкретно, буäеì преäпоëаãатü, ÷то в ìоìент
перехоäа от øаãа t – 1 к øаãу t управëяþщий äоë-

жен опреäеëитü показатеëü (t) — пëанируеìуþ

веëи÷ину произвоäственной прибыëи отрасëи i на

øаãе t. Оöенивая показатеëü (t), он поëаãает,

÷то буäет проäан весü объеì проäукöии, пëаниру-
еìой к выпуску. Кроìе тоãо, еìу известна функ-
öия π

i
(t) — разìер пëатежа, которуþ установиë

вëаäеëеö капитаëа за испоëüзование еäиниöы про-
извоäственных ìощностей отрасëи i на øаãе t.
Поскоëüку испоëüзование капитаëüных и произ-
воäственных ресурсов сверх необхоäиìоãо ìини-
ìуìа привоäит к äенежныì потеряì, то äанный
показатеëü вы÷исëяется так:

(t) = p
i
(t) (t) – p

j
(t – 1) (t) –

– π
i
(t) (t). (15)

Преäпоëожиì, ÷то öены p
i
(t), π

i
(t) отве÷аþт

принöипу «базовая ставка — скиäка» и явëяþтся
ëинейныìи функöияìи виäа

p
i
(t) = (t) + (t)x

i
(t),

π
i
(t) = (t) + (t)ξ

i
(t), (16)

ãäе (t) > 0, (t) > 0, (t) < 0, (t) < 0, а ξ
i
(t) —

объеì произвоäственных ìощностей, сäанных в
аренäу. Как и ранее, функöии p

i
(t), π

i
(t) ìоãут

приниìатü тоëüко поëожитеëüные зна÷ения. Ес-

ëи (t) < (t), то показатеëü (15) äостиãает ìак-

сиìуìа при

(t) =  Ѕ

Ѕ (t) – p
j
(t – 1)  – (t) . (17)

Преäпоëожиì, ÷то параìетр (t) заäан. Опре-

äеëиì параìетр (t) так:

(t) = p
j
(t – 1)  + (t) –

– 2( (t) – (t))α (t – 2), (18)

ãäе коэффиöиент α тот же саìый, ÷то и в показа-
теëях (12). Поäставëяя это зна÷ение в форìуëу

(17), поëу÷аеì зна÷ение (t) из выражения (12).

При этоì показатеëü (15) приниìает виä

(t) = –( (t) – (t))( (t))2, (19)

и пëанируеìая прибыëü буäет поëожитеëüной, ес-

ëи | (t)| > | (t)|.

Что касается вëаäеëüöа капитаëа отрасëи i, то в
на÷аëе øаãа t он пëанирует финансовые траты в объ-

еìе p
j
(t – 1) (t) = p

j
(t – 1) Δ (t + τ)

на закупку фонäообразуþщей проäукöии. Эти тра-
ты äоëжны принести äохоä на øаãе t + τ, а также
на всех посëеäуþщих øаãах. С äруãой стороны, äо-
хоä от сäа÷и в аренäу ìощностей на øаãе t + τ за-
висит и от объеìа ìощностей ξ

i
(t + τ – 1), которые

образоваëисü в резуëüтате преäыäущих капитаëов-
ëожений. Поэтоìу, äëя простоты, буäеì оöени-
ватü ожиäаеìый эффект от рассìатриваеìых за-
трат тоëüко на øаãе t + τ. При этоì ввеäеì фактор
äисконтирования ε = ε(τ) < 1, который привоäит
öенностü äенеã øаãа t + τ к øаãу t.

Преäставиì пëанируеìый объеì ìощностей

(t + τ) отрасëи i к на÷аëу øаãа t + τ в виäе

(t + τ) = (1 – μ) (t + τ – 1) + Δ (t + τ). (20)

Собственник поëаãает, ÷то этот объеì буäет
равен соответствуþщеìу спросу на ìощности.

M˜

M˜

Πi
rp

Πi
rp

Πi
rp

xi
p

j Ni
r+

∈

∑ yji
0

xi
p

xi
p

ai
r

bi
r

ai
k

bi
k

ai
r

ai
k

bi
r

bi
k

bi
r

bi
k

xi
p 1

2 bi
r

t( ) bi
k

t( )–( )
--------------------------------------

⎝
⎜
⎛
ai
r

j Ni
r+

∈

∑ yji
0

ai
k

⎠
⎟
⎞

bi
r

ai
r

ai
r

j Ni
r+

∈

∑ yji
0

ai
k

bi
r

bi
k

xi
s

xi
p

Πi
rp

bi
r

bi
k

xi
p

bi
r

bi
k

j Ni
k+

∈

∑ zji
p

j Ni
k+

∈

∑ zji
0

ki
p

ξi
p

ξi
p ξi

p
ki
p

pb0410.fm  Page 25  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

26 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

Тоãäа пëанируеìый разìер прибыëи (t) оöе-

нивается так:

(t) = επ
i
(t + τ) (t + τ) –

– p
j
(t – 1) (t). (21)

Из выражений (16), (20) и (21) сëеäует, ÷то ìак-

сиìуì прибыëи, как функöии Δ (t + τ), äостиãа-

ется при

Δ (t + τ) =

= – .

(22)

Преäпоëожиì, ÷то параìетр (t + τ) заäан.

Опреäеëиì параìетр (t + τ) так:

(t + τ) = ε–1 p
j
(t – 1)  – 2 (t + τ) Ѕ

Ѕ ((1 – μ) (t + τ – 1) + β (t – 2)), (23)

ãäе коэффиöиент β тот же саìый, ÷то и в выраже-

нии (12). Поäстановка этоãо зна÷ения в форìуëу

(22) äает Δ (t + τ) из выражения (12). При этоì

форìуëа (21) приниìает виä

(t) = –ε (t + τ)(Δ (t + τ))2 + ε( (t + τ) +

+ (t + τ)(1 – μ) (t + τ – 1))(1 – μ) (t + τ – 1).

Такиì образоì, в натураëüных показатеëях äан-

ная схеìа иäенти÷на базовой схеìе и, зна÷ит, так-

же обеспе÷ивает асиìптоти÷еский выхоä на ìа-

ãистраëü ëибо сохранение ìаãистраëüноãо режи-

ìа. Рассìотриì эконоìи÷ескуþ интерпретаöиþ

соотноøений (18) и (23), сфорìуëировав их в ви-

äе правиë.

Правило назначения базовой цены. В базовую це-

ну закладываются издержки на производство едини-

цы продукции плюс базовая ставка арендной платы

плюс компенсация в двойном размере ожидаемых

удельных потерь из-за скидок при планируемом объ-

еме продаж.

Правило назначения базовой ставки арендной

платы. Базовая ставка арендной платы должна

быть равна издержкам (с учетом дисконта) на ввод

в строй единицы мощностей плюс компенсация в
двойном размере ожидаемых удельных потерь из-за
скидок при сдаче мощностей в аренду.

Рассìотренный финансовый ìеханизì äопус-
кает опреäеëенный произвоë в выборе параìет-

ров (t) и (t). Наприìер, есëи их äинаìика

описывается ãеоìетри÷еской проãрессией виäа

(t) = γ–t (0), m = r, k; (0) < (0) < 0, i = 1,

..., n, то из соотноøения (19) виäно, ÷то произ-
воäственная прибыëü кажäой из отрасëей асиìп-
тоти÷ески выхоäит на теìп роста γ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренная ìоäеëü показывает теорети÷ес-
куþ возìожностü асиìптоти÷ескоãо выхоäа ìно-
ãосекторной эконоìики на нейìановскуþ траек-
ториþ, коãäа отсутствует öентраëизованное пëа-
нирование и управëение, а эконоìи÷еские аãенты
ориентируþтся на ìаксиìизаöиþ своей прибыëи.
Теì не ìенее, некоторая коорäинаöия пëанов ра-
бот отрасëей необхоäиìа в раìках преäëоженной
схеìы. Заäа÷а коорäинируþщеãо орãана состоит в
опреäеëении «правиëüных» зна÷ений параìетров
α и β (сì. усëовия (14)) и переäа÷е этих äанных
всеì отрасëяì. Кроìе тоãо, коорäинируþщий ор-
ãан äоëжен установитü такой поряäок в сфере эко-
ноìики, при котороì ни оäна из отрасëей не иìе-
ет привиëеãий по ресурсноìу обеспе÷ениþ.
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