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О СИСТЕМЕ ОБРАЗУЮЩИХ 
В ГРУППЕ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ n-МЕРНОГО ТОРА 

А. М. Лукацкий 

Рассмотрим тг-мерный тор Тп. Обозначим через D (Тп) 
группу всех С°°-диффеоморфизмов Тп с равномерной С°°-
топологией и через D0 (Tn) — связную компоненту еди­
ницы в D (Тп). 

В заметке строится базис из двух элементов в топологи­
ческой группе D0 (Тп). (Конечный набор элементов в топо­
логической группе называется базисом, если эти элементы 
порождают свободную всюду плотную подгруппу. См. 
Ш.) 

Введем на Тп стандартные координаты Фь . . ., <рп 
(cpj берутся по модулю 2я). Пусть V (Тп) — алгебра Ли 
С°°-векторных полей на Тп с С^-топологией. 

Положим at = d/dcpi. Элементы аъ . . ., ап натягивают 
подалгебру tn, соответствующую действию Тп на себе 
сдвигами. 

Обозначим через Snd V (Tn) подалгебру, состоящую 
из векторных полей вида ^jPj (фх, . . ., фп) а/, где Pj -
тригонометрические полиномы от ф1?. . ., фп. Положим 
Sn = Sn+ iSn = (2ijQjCLj}, где Qj — линейные комбина­
ции функций вида е1^' ^ (здесь ф = (фх, . . ., фп), к ЕЕ Zn). 

Для дальнейшего полезно построить конечные системы 
образующих в алгебрах Ли Sn и Sn-

ЛЕММА 1. Алгебра Ли S% порождается элементами 
e ± i g 4 , е±2|ф%ь ах (1 < к, I < п). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Jjn алгебру 
Ли, порожденную полями, указанными в условии леммы. 
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Будем вести индукцию по п. Пусть п = 1. Заметим, 
что 

[ е ± ^ а ь e i ^ ^ a x ] = + i (h — 1) е ^ ' + ^ Д х . 

Отсюда легко следует, что \)г = 5Х . 
Пусть наше утверждение верно для Т* (1 <; к < д). 

Рассмотрим Тп. Возьмем поле w = ешРа7- и покажем, что 
w e fjn- Пусть для определенности / = п. Введем w — 
= eik'van, где /с' = ( 0 , /с2, . . ., &п). Так как и;' зависит 
только от (ф2, . . ., фп), то w ЕЕ *Sn-i С »$£ и по индукции 

Разберем далее два случая. 1. кп Ф 0. Тогда w; = 
= (l/(i/cn)) [eifcl(PlOn, и/] . Так как 

ei7fi(Pian = (l/i) [e^-D^ax, е ^ а п ] , 

то e 1 ^ 1 ^ ЕЕ f)n, а значит, и ш Е fyn. 
2. fcn = 0. Рассмотрим поле w" = el(Pnw. Из предыду 

щего и;" е 1)п. Так как u; = (l/(2t)) [e"ic*Vian, и?"], то 
и; е Ьп- Лемма доказана. 

Введем векторные поля 

и = sin (фх + . . . + фп) (01 + • • • + an), 

v = sin ф ^ ! + . . . + sin фпап 

и диффеоморфизмы а = ехр и, (3 = ехр у, / = ехр (2ji=12*/nai) 
(здесь ехр: У (Тп) -+ D0 (Tn) — лиев экспоненциал). 

Заметим, что 

/ (Я>1, • • м Фп) = (Ф1 + 21/*, . . ., фг + 2 ^ , . . ., фп + 2). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть п > 2. Векторные поля аъ . . . 
. . ., an, u, z; порождают алгебру Ли Sn и топологическую 
алгебру Ли V (Тп). Диффеоморфизмы / , а, р порождают 
топологическую группу D0 (Tn). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через $п ал­
гебру Ли, порожденную векторными полями al7 . . ., an, 
и, у, и положим gn = 9п + £$п- Легко проверить, что 

e £ = 3 e ± i 4 4 (Л = 1 , . . . , и ) . 

« c a e » + " ^ ( a 1 + .„ + an). 
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Далее, 

вп Э 4 - [в<ЧЧ [е"1фЧ, e ^ - t ' n ) (fll + . . . + an)]J = 

= е*(ф1+-+фп)а,-. 

Индукцией по ?г покажем, что з с = Sn. Пусть п = 2. 
Тогда 

аналогично, $ 3 е ^ 2 ^ . Кроме того, 
[[е-У(Ф1+Ф2)̂ 2? ei^^x] e+^ai] = — ^±2i^% — 2e±2i(P*a2, 

поэтому ^ 3 е*2^^! и, аналогично, $ э e±2if^2a2. Из 
леммы 1 ^ = iSf. Пусть ?г > 2. Фиксируем А:: 1 <^ к < п. 
Имеем 
^ Е Э [ + * е + ^ а , , e ± i ( ^ + - + ^ ] = 

Отсюда по индукции 

Зп Z) *SS-i = J 2 J <?iai I # i (Фь • • • , фь • • • , Фп)} • 

В силу произвольности/с, 9п содержит поля из условия 
леммы 1, поэтому ^г = Sn, а, значит, $n = Sn. Утвержде-
ние о V (Т)п вытекает из того, что V (Тп) = (£п)с°°-

Используя [2] и [3], получаем, что потоки векторных по­
лей а1? . . . ,an , и, v порождают топологическую группу 
Do (П. 

Далее заметим, что элементы /, (3 порождают в D0 (Tn) 
подгруппу G с алгеброй Ли g ^ si (2)n, натянутой полями 
at, cos фг a b sin ф̂  at (i = 1, . . ., тг); легко проверить, 
что G ̂  PSL (2)n = (SL (2)/{± 1})п, а замкнутая подгруп­
па, порожденная элементами /, а, содержит подгруппу Н 
с алгеброй Ли ^ ^ si (2), натянутой полями 

аг + . . . + ап, cos (фх + . . . + фп) (а± + . . . + ап), 
sin (ф! + • • • + Фп) К + • • • + ап), 

причем Н ^Ё SL (2)/Г, где SL (2) — односвязная накры­
вающая группы SL (2), а Г — дискретный нормальный де­
литель. В частности, замкнутая подгруппа, порожденная 
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элементами /, а, (3, содержит потоки ректорных полей 
а ь . . ., ап, и, и, что завершает доказательство теоремы. 

Для дальнейшего полезно пояснить, как действуют 
группы С и Я н а Тп. Выберем базис с алгебре Ли si (2): 

-ff-i). *-G J). ' - О -
Обозначим через Gt ^ G подгруппу с алгеброй Ли 

$t = L {ah cos (pi au sin cpf a j . 

Действие группы Gt на Тп определяется изоморфизмом 
алгебр Ли pt: si (2) —>- g ,̂ заданным 

Pi (a) = 2ab pf (X) = 2 sin ф, af, p^ (Y) = 2 cos cpf аи 

продолжаемым до гомоморфизма Pt: SL(2)-*D0 (Tn), при­
чем имеем Ker Pt = {±1}, откуда 

Gt ^ S L ( 2 ) / { ± 1 } = PSL(2). 
Пусть f) — алгебра Ли подгруппы Я; введем изомор­

физм: 
q (a) = {21 п) (аг + . . . + an), 

g (X) = (21 п) sin (ф3 + . . . + cpj ( « ! + . . . + an), 
9 ( Л = (2/л) cos (фх + . . . + фп) («! + . . - + an). 

Обозначим через Z алгебру Ли группы SL (2), а через г|): 
Z ->- si (2) — изоморфизм алгебр Ли, определяемый на­
крытием W: SL (2) -> SL (2). Действие группы Я на Тп 

определяется изоморфизмом р: I -> ty, р = gi|), продол­
жаемым до гомоморфизма Р: SL (2) ->- Я, причем Я ^ 
^ SL (2)/Г, где Г = Кег Р с Z (SL (2)). 

С л е д с т в и е . Топологическая группа D0 (Tn) тго-
рождается двумя подгруппами G = PSL (2)п и Н ^ 
^ SL (2)/Г. 

Для дальнейшего нам понадобится построить базис из 
двух элементов в группе SL (2). Пусть Са — матрица по­
ворота на угол а, несоизмеримый с 2я, a A (t) = (Q J . 

ЛЕММА 2. Существует не более чем счетное подмно­
жество X CZ R такое, что для любого t ЕЕ R \ X элемен­
ты Саи A (t) образуют базис в группе SL (2). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через F свобод­
ную группу ранга 2 над алфавитом {g, h}; пусть ф*: 
G -»• SL (2) — гомоморфизм, заданный условием (pt (g) = 
= Са, ф; (К) = A (t). Возьмем / е F \ {1}; пусть / = 
= g^K1. . . g^^h1™, и рассмотрим кривую / (t) = ф* (/). 
Несложно проверить, что &nfl&tn=^0. Так как / (t) полино­
миальна по t, то множество X (/) = {t E=R | / (t) = 1} ко­
нечно. Тогда можно взять X = [j X (/). 

/EEF\{1} 
Пусть / то же, что и в теореме 1, а 

г - 2Г= 1 (1 + cos cpi) аи s = (l + cos ( 3 ^ ! Фг)) S i U а** 

Введем диффеоморфизмы: g (Я, |и) = ехр Яг*ехр \is. 
Если положить 

Г 2arctg(tg(9/2) + 0» Ф ^ л , 
•ф (ф, 0 = j 

то имеем 
ехр Яг (ф1? . . ., фп) = (ф (ф1? Я), . . ., -ф (фп, Я)), 

ехр \is (ф1? . , ., фп) = 
= (фх + (1/л) (г|) (фх + . . . + фп, п\к) — 

— (Ф1 + . . . + Фп)),. • -, 
фп + (1//г) (г|?(ф! + . . . + фп, /гр.) — (Фх + . . . + фп)))-

ТЕОРЕМА 2. Существует такое подмножество Y CZ 
CZ R2, нигде не плотное в R2, что для (Я, u.) ЕЕ R2 \ Y 
два элемента /, g (Я, jn) образуют базис в топологической 
группе DQ (Tn) гг/ж тг > 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Н(Я, |х) 
замкнутую подгруппу в D0(Tn), порожденную элементами 
/, g (Я, (i). Пусть £ (Я, и.) — алгебра Ли этой группы, т. е. 
множество векторных полей, потоки которых лежат в 
Н (Я, \к). Очевидно, f) (Я, и.) является топологическим 
Тп-модулем, и из [4] имеем £(Я, и,) = $ (Я, JLI) f] *Sn. Введем 
Тп-модуль h (Я, u,) = () (Я, JLI) f] Sn; h (Я, JLI) разлагается 
в прямую сумму неприводимых Тп-подмодулей, ортого­
нальных относительно скалярного произведения 

<и> v> = \ Г 1 2 . и* (Ф) *>i (Ф) <*ф. 
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Заметим, что 
h (О, 0) = tn, h (к, 0) - tn +V, h (0, IJU> - t?1 + U, 

где к, \х ф 0, 
V = L { cos cpj au sin ф,^ | i = 1, . . ., га}, 

С/ = L {cos (ф! + ... + фп) (ах + ... + ап), 
Sin (ф!+ ... +фп) («1+ •.. + Лп)}. 

Покажем, что если fe (X, \х) неортогонально U и ^ =^ 0, 
и.:^ 0, то Я (X, [х) = D0 (Tn). Действительно, для любой 
перестановки р аргументов ф ь . . ., фп имеем pg(k, (i)p"1 = 
= g (к, (i). Поэтому p#(h (к, \i)) = h (к, \л)ърх(}ь (к, ji) f| 
П U) — h (к, \i) p| U. В частности, отсюда следует, что 
если h (к, \i) неортогонально С/, то 

h (к, \х) з и = sin (ф! + . . . + Фп) (аг + . . .+ ап). 

Тогда имеем Н (к, \i) з ехр tu и Н (к, |х) 3 ехр tv. Из 
теоремы 1 тогда следует, что Н (к, \х) = D0 (Tn). Заме­
тим, что при к = 0, \i Ф 0 имеем: g (0, u)* tn неортогональ­
но С/, т. е. fe (0, \л) неортогонально U. Так как g(k, \i)^at 
аналитично по (X, \i), то подмножество 

нигде не плотно в R2. Положим 

Гг = У! U {(*, (i) I ^ = 0} 
для (X, |л) ф. Ух; имеем fe (X, и,) = «5П. 

Далее заметим, из леммы 2 следует, что существует 
такое не более чем счетное подмножество М CZ R, что при 
) i G R \ M элементы / и g (к, 0) порождают свободную под­
группу в J50 (Tn). Так как g (к, и,) аналитично по (к, |jt), 
то отсюда легко следует, что подмножество таких (к, \х), 
для которых некоторое нетривиальное соотношение между 
элементами / и g (к, \х) обращается в единицу, нигде не 
плотно в R2. Поэтому существует такое нигде не плотное 
подмножество Y2 CZ R2, что для (к, \i) (Z R2 \ Y2 элемен­
т ы / и g (к, \л) порождают свободную подгруппу. Тогда 
можно взять 

У = ^ i U Y2. 
Теорема доказана. 
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Аналогичным образом можно построить базис в группе 
D0 (Т1), если взять в качестве / (ф) = ф + 1 и 

g (к, \i) = ехр (к (1 + cos ф2) аг) exp (u, sin 2ф1а1). 
Пусть М — однородное пространство некоторой ком­

пактной группы Ли К (т. е. М = KIH). В [5] автором было 
доказано, что в случае, когда группа К полупроста, в то­
пологической группе D0 (M) и ее подгруппах вида 
Н (К, V) (т. е. порожденных подмножествами К и 
{ехр (t-W)}, где Vd V(M), t s R) существуют базисы. 
Используя теорему 2, этот результат можно обобщить на 
однородные пространства произвольных компактных 
групп Ли. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть а — характеристика однород­
ного пространства М, введенная в [5] (отметим, что 
а <^ dim M). В топологической группе D0(M) и ее под­
группах вида Н (К, V) существуют свободные всюду плот­
ные подгруппы ранга 2а + 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай М = Тп следует из 
теоремы 2. Если М Ф Т\ то К = T s-L, где L — полу­
простая компактная группа Ли. В группе L существует 
счетное свободное подмножество S = {gl4 g2, . . .} такое, 
что любые два элемента из S образуют базис в L (см. [6]). 
Пусть g E T s — элемент, степени которого плотны в Ts. 
Положим qt = ggi и S' = {q^ q2, . . . } . Очевидно, S' об­
ладает аналогичным свойством в К. По [5, теорема 1] 
можно построить а аналитических векторных полей иъ. . . 
. . ., иа, которые порождают топологический ^-модуль 
V (М) (для случая подгруппы Н (К, V") — подмодуль 
f> (К, W), являющийся алгеброй Ли подгруппы Н (К, 2^)), 
а потоки этих полей и подгруппа К порождают топологи­
ческую группу D0 (M) (Н (К, W)). В частности, 

Xt = {?i, ?21 ?з ехр Ыъ q± ехр ] / 2 Ыъ . . . 

. . ., q2a+1 ехр tua, q2a+2 ехр ] / 2tua} 

является системой образующих в D0 (M) (Н (К, V)) 
при t Ф 0. Далее, если имеется некоторое нетривиальное 
соотношение между элементами Xt, то множество £, на ко­
тором это соотношение равно единице, не более чем счетно 
(так как элементы из Xt аналитичны по t и при t = 0 
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свободны). Так как множество возможных соотношений 
счетно, то существует такое не более чем счетное подмно­
жество Р CZ R, что для t ЕЕ R \ Р элементы множества 
Xt образуют базис в D 0 (М) (Н (К, V)). Теорема доказана. 
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