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Пусть банахово пространство Ег нормально вложено 
в банахово пространство Е0, т. е. (см. [1]) Eid Е$, 
|| х \Е0 <^ || х \\Е± ДЛЯ xEzE±, линейное многообразие Ех 
плотно в Е0 и с ним не совпадает. Рассмотрим в Е1 линей­
ное подпространство N, которое, как подпространство 
Еъ может обладать в Ег теми или иными свойствами, кото­
рые, в общем случае, N уже могут быть не присущи, если 
рассматривать его как подпространство пространства Е0. 

Нас будет интересовать вопрос о характере изменения 
свойств замкнутых подпространств пространства Ег при 
переходе к пространству Е0. 

1. Следуя [2], где изучались вопросы двойственности 
для пары гильбертовых пространств, линейное замкнутое 
подпространство N банахова пространства Ег будем на­
зывать полизамкнутым, если N замкнуто в Е0. 

Всякое конечномерное подпространство из Ех полизам­
кнутое. Ответ на вопрос о существовании бесконечномер­
ных полизамкнутых подпространств известен во многих 
классических случаях задания пар Ег, Е0 банаховых 
пространств (см. [3; 4 с. 133; 5]). 

Отметим, что вопрос о том, существует ли бесконечно­
мерное полизамкнутое подпространство в паре Ег, Е0, 
эквивалентен вопросу о том, является ли оператор вло­
жения #- ($х = х, х (^ Е^) строго сингулярным. (Напом­
ним (см., например, [6]), что линейный ограниченный опе­
ратор А, действующий из банахова пространства X 
в банахово пространство У, называется строго сингуляр­
ным, если он не индуцирует изоморфизм ни на каком 
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замкнутом бесконечномерном подпространстве простран­
ства X.) 

Так как в гильбертовом случае множество строго син­
гулярных операторов совпадает с множеством компакт­
ных (см. [3, 6]), то отсюда следует, что необходимым и до­
статочным условием существования бесконечномерных 
полизамкнутых подпространств в случае, если Еи Е0 
гильбертовы, является условие не компактности вложения 
Е1 в Е0. Приведем пример пары гильбертовых пространств 
EXTEQ, обладающей весьма «богатым» запасом бесконечно­
мерных полизамкнутых подпространств. 

П р и м е р 1. Положим Ег = Ь2 [О, 1], Е0 = 

= | / (t) ]\ t2\f (t)\2 dt <^ oo\ . Очевидно, что всякое беско­
нечномерное замкнутое подпространство Л^ = {/ (t) ЕЕ 
е Ег | / (t) П= О, 0 < t < к < 1} пространства Ег по­
лизамкнутое. 

Однако Ех не может быть «насыщено» бесконечномер­
ными полизамкнутыми пространствами в том смысле, что 
всегда найдется бесконечномерное подпространство М 
пространства Ех, не содержащее бесконечномерных поли­
замкнутых подпространств. 

Действительно, так как оператор вложения $- имеет 
не замкнутый образ в Е0, то в силу теоремы Като (см. 
[7, с. 76]) существует бесконечномерное замкнутое под­
пространство М пространства Ег такое, что сужение $- на 
Мкомпактно. М н е содержит бесконечномерных полизамк­
нутых подпространств. 

Далее, нам понадобится следующее понятие (см. [8, 
с. 123], [9]): подпространство М называется квазидопол­
нением бесконечномерного замкнутого подпространства N 
банахового пространства X, если М f] N = OnN + M — 
= X. Известно [8, с. 123], что всякое бесконечномерное 
замкнутое подпространство бесконечной коразмерности 
в сепарабельном банаховом пространстве имеет квазидо­
полнение. 

Следующее утверждение, в частности, дает ответ на 
вопрос: пусть банахово пространство Ег представлено 
в виде прямой суммы бесконечномерных замкнутых под­
пространств N и М. Могут ли N и М одновременно быть 
полизамкнутыми? 

П р е д л о ж е н и е 1. Для любого сепарабелъного 
банахового пространства X существует банахово про-
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странство Y, нормально вложенное в X, такое, что Y 
представляется в виде прямой суммы двух бесконечномер­
ных замкнутых подпространств, каждое из которых поли­
замкнутое. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть N — некоторое замк­
нутое бесконечномерное подпространство пространства X 
бесконечной коразмерности. Существование такого под­
пространства в X следует, например, из существования 
в X полной минимальной последовательности х) {хп}™. 
Действительно, достаточно положить N = [хп ] — замы­
кание в X линейной оболочки бесконечной подпоследова­
тельности из {хп}™, имеющей в {#П}Г бесконечное допол­
нение (см. по этому поводу также [10]). Пусть М — квази­
дополнение подпространства N в X. 

Обозначим через Y множество элементов х вида: х = 
= у + z, где у ЕЕ N', z ЕЕ М. Введем на Y норму 
II х Ik = II У IU + II z \\x- Непосредственно проверяется, 
что Y — банахово пространство относительно введенной 
нормы. Очевидно, Y нормально вложено в X. Подпро­
странства N и М полизамкнуты и обладают требуемыми 
свойствами. 

Докажем далее следующий факт, показывающий, что 
наличие в паре Еъ Е0 бесконечномерного полизамкнутого 
подпространства N влечет также наличие других беско­
нечномерных полизамкнутых подпространств, не являю­
щихся собственными подпространствами N. 

П р е д л о ж е н и е 2. Если Ех — сепарабелъное и 
N — бесконечномерное полизамкнутое подпространство, 
то существует квазидополнение М подпространства N 
в Ех такое, что М полизамкнутое. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в N полную мини­
мальную нормированную последовательность {хп}™ с то­
тальной сопряженной (т. е. такую, что [хп] = N, где 
[хп] — замыкание линейной оболочки {#П}Г в ^ ь 
и обладающую тем свойством, что из того, что fn (xQ) = 0, 
где х0 ЕЕ N, {/П}Г — последовательность, биортогональная 
к {хп}^, следует х0 — 0). Такая последовательность су­
ществует в любом сепарабельном банаховом простран­
стве [7], [8, с. 122]. В силу полизамкнутости N, {хп}Т 

х) О понятии минимальной последовательности и других поня­
тиях теории банаховых пространств, здесь используемых, см. [7, 8]. 
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почти нормирована в Е0 (т. е. 1 > || хп. \\Ео ^ а Ф О). 
Следуя [8], расширим {х/г}Г до полной в Ех нормированной 
последовательности с тотальной на Ел сопряженной. 
Обозначим это расширение через {уп}Т, а через {#П}Г — 
последовательность, биортогональную к {уп}\ . 

Пусть, далее, {ап}Г (Пт ап = 0) — последователь­
ность вещественных чисел такая, что последовательность 
{zn}J°, где zn = хп + апуп, минимальна в Е1 и Е0 одно­
временно, а соответствие Ахп = zn продолжается до изо­
морфизма между подпространствами N = [хп], М — [zn] 
как в Еъ так и в Е0. (Указанный выбор {ап}Г всегда 
возможен в силу устойчивости минимальности при малых 
возмущениях (см. [8, с. 127])). Ясно, что М полизамкнутое. 
Покажем, что М — квазидополнение к N в Е%. 

Для этого проверим: 
а) N П М = 0. Действительно, пусть х0 Ev N П М-

Введем в рассмотрение последовательность {gn}T •> где 
Ёп = gjan- Тогда gn (zk) = бпД. (6n,fc — символ Кроне-
кера) и gn ([хп]) = 0. Кроме того, (fn — gn) (xk) = 
= Vft» (/n — f J (f*J) = 0. Таким образом, gn (x0) = 0, 
(/n — gn) (#o) = 0 . и м ы получаем, что gn (x0) = 0, 
/n (^o) = 0. Так как последовательность {/П}Г U {^п}Г 
тотальна на Еи то #0 = 0. 

б) N + М плотно в #0. Это следует из того, что хп, 
уп (=Е lin ( Ю Г U Ю Г ) , где lin ({хп}Г U Ю Г ) — ли­
нейная оболочка объединения последовательностей {#П}Г 
и ЮГ-

в) N и М квазидополнительны (но не дополнительны). 
В самом деле, так как Km || zn — хп ||^ = 0, то наклон 

&(N,M) = inf ||* + » |к 

подпространств N и М в Ех равен нулю. Это и означает, 
что N и М квазидополнительны. Предложение доказано. 

Рассмотрим далее случай, когда пространства Еи 
Е0 гильбертовы. При этом вместо обозначений Ег, Е0 
будем употреблять обозначения Н1г Н0. Через (х, у)нх, 
(х, у)Но будем обозначать скалярные произведения в Нг 
и Н0 соответственно. Напомним (см. [11]), что существует 
неограниченный, положительно определенный самосо­
пряженный оператор Л , действующий в Я 0 , область опре-
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деления которого совпадает с Я ь такой, что (ж, у)ну — 
г. ОС 

= {Ах, Ay)Hfi. При этом A = \j X dPk, где Рк — спект­
ральная функция оператора А. 

Если вложение пространства Н1 в Я 0 не компактно, 
то, как отмечалось ранее, Нх обладает бесконечномерны­
ми полизамкнутыми подпространствами. Описание неко­
торых таких подпространств можно дать, исходя из рас­
смотрения спектральной функции i \ . 

Предварительно введем следующее понятие (имеющее 
место и в случае банаховой пары Еи Е0 пространств). 

Бесконечномерное полизамкнутое подпространство 
N из Н1 будем называть максимальным полизамкнутым, 
если не существует полизамкнутого подпространства JV\, 
содержащего N, такого, что dim NJN = оо. Для иллю­
страции рассмотрим 

П р и м е р 2. Пусть Нх, Я 0 — любая пара гильбер­
товых пространств таких, что Н1 компактно вложено 
в Я 0 . Если Я бесконечномерное гильбертово пространст­
во, то мы положим Н1 = Нх ф Я , Я 0 = Я 0 ф Я . Оче­
видно, что Йх нормально вложено в Й0, Я как бесконеч­
номерное подпространство пространства Н1 является 
максимальным полизамкнутым. 

Заметим также, рассматривая пару гильбертовых 
пространств примера 1, что любое подпространство N\ 
в этом примере не является максимальным полизамкну­
тым. 

П р е д л о ж е н и е 3. а) Всякое бесконечномерное 
подпространство вида N = £ \ 0 Я 0 (Х0 > 1) полизамкну­
тое; 

б) если спектр оператора А чисто непрерывный х) , 
то подпространство N = / \ 0 Я 0 не является максималь­
ным полизамкнутым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) В силу свойств Р% под­
пространство N = / \ 0 Я 0 CI Я г . Если х ЕЕ -/V, то 

II * Ilk = || Л.* Ilk = МЛ.*, 4J\s)H . = 

= C o X 2 d ( i ) ^ X , ) < ^ l | , X i | 2 ^ 
что означает эквивалентность норм пространств Я 0 и 
ffj на JV, а следовательно, и полизамкнутость /V; 

г) В классификации точек спектра, принятой в [12, с. 385]. 
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б) так как Х0 — точка непрерывного спектра, то под­
пространство N = Р%0Н0 бесконечномерное. В силу а) N 
полизамкнутое. Из определения непрерывного спектра 
следует, что существует е0 > 0 такое, что РХо — i\0+8o ф 
Ф 0. Подпространство N± = Рк+8оНо — бесконечномер­
ное полизамкнутое. При этом dim NJN = оо. Предло­
жение доказано. 

В связи с предложением 3 возникает вопрос. Все ли 
бесконечномерные полизамкнутые подпространства по­
рождаются спектральной функцией Ph оператора А 
в следующем смысле: если N бесконечномерное полизамк­
нутое подпространство, то существует ли бесконечно­
мерное полизамкнутое подпространство JVi такое, 
что N CZ iVi и N-L = P^HQ. Легко видеть, что это не так. 
В самом деле, в силу предложения 2 существует полизамк­
нутое подпространство М квазидополнительное к N в Нг. 
Ясно, что М не порождается Ph. 

2. Произвольное бесконечномерное замкнутое подпро­
странство N банахова пространства Ег, вообще говоря, 
является не замкнутым линейным подпространством про­
странства Е0. Обозначим через N замыкание N в Е0. 
Что можно сказать о свойствах N в Е0? 

Рассмотрим случай codim N <С оо. Обозначим через 
N-1 ортогональное дополнение подпространства N в Ег-
Разложим Ег в прямую сумму подпространств: Ех = 
= N + L, где L — дополнение к N в Ег и dim L = 
= codim N = п. Положим Р — проектор, действующий 
в Ег по правилу Px = *'2}1fii{x)eli, где {екУ1 — базис L, 
{//c)i £= Ei — система, биортогональная к {екУ{. 

Доказательство следующего предложения вытекает 
непосредственно из определений (мы считаем, что Е0 С 
CZ Ег (см. по этому поводу [1, с. 16])). 

П р е д л о ж е н и е 4. Следующие утверждения эк­
вивалентны: _ 

1. codim N = codim N. 
2. N1 С £?. 
3. Проектор Р продолжается до непрерывного проек­

тора в Е0. _ 
В общем случае codim Дг ^ codim N. При этом имеет 

место 
П р е д л о ж е н и е 5. codim N = dim (N1 f] E*). 
Из предложения 5 непосредственно получаем 
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С л е д с т в и е 1. Лг = Е0 тогда и только тогда, 
когда NL (~) Е*0 = 0. 

С л е д с т в и е 2. Пусть М — конечномерное под­
пространство из Ег такое, что М (~) Е0 = 0. Обозначим 
через МТ подпространство из Ег такое, что МТ = 
= {х | / (х) = 0, / е М}. Гогда М^" = Я0. 

Поскольку при любом натуральном п в Е^ найдется 
подпространство Мтакое, что dim М = пы М (^ Е0 = 0, 
то ясно, что для любого" натурального п в Et сущест­
вует подпространство N со свойствами: codim N = п, 
N = Е0. 

Возникает вопрос: существует ли замкнутое подпро­
странство N бесконечной коразмерности со свойством 
ЛГ = Я0? 

ТЕОРЕМА. Пусть Ех — сепарабельное пространство. 
Тогда в Е1 существует замкнутое бесконечномерное под­
пространство N такое, что 

1. dim EJN - оо. 
2. N = Е0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о рассмотрим отдельно в двух 

случаях: а) Е1 вложено в Е0 компактно; б) вложение не 
компактное. Заметим, что б) доказывается с помощью 
а). Для доказательства в случае а) выберем в Ех мини-

хп)х с тотальной 
сопряженной. Пусть {хп}? = [_Jm=1 {̂ n(m)}~=i —представ­
ление {хп}™ в виде бесконечного объединения непересекаю­
щихся последовательностей, каждая из которых имеет 
бесконечное множество элементов. Обозначим через Мт, 
Мт замыкание линейной оболочки {х (m)}S=i B Ег, Е0 

соответственно. В силу выбора {хп}™, Мт П Мк = 0 
(к Ф т) и, как следует из компактности вложения Ех 
в Е0, никакое Мт не является бесконечномерным поли­
замкнутым подпространством. Используя следствие 2, 
выберем в Мт подпространство Nm такое, что 
dim Mm/Nm - 1 и Nm = Мт. 

Положим, далее, N = Hj^= 1^m] — замыкание линейной 
оболочки последовательности подпространств {Nm}m=i 
в Ег. Покажем, что ./V обладает требуемыми свойствами. 
В самом деле, пусть Мт = Nm + L (ет) — представле­
ние Мт в виде прямой суммы подпространства Nm и 
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одномерного подпространства L (ет). В силу теоремы 
Хана—Банаха существует функционал gm EF: £"* такой, 
что 

? » Ы = 1 и gm(Nm\J{\J?=iMk)=:0. 

Так как N(Z [Nm \J <jj ^Mk}] в Еъ то gm (N) = О, 

и учитывая то, что gm (ек) = 0 (иг =И= А) получаем 
dim EJN = оо. Свойство N = Е0 очевидно. 

Докажем теперь б). Как уже упоминалось [7, с. 76] 
найдется бесконечномерное замкнутое подпространство 
М CZ Ег такое, что М вложено в Е0 компактно. Обозна­
чим через М замыкание М в Е0. Используя а), выберем 
в М бесконечномерное замкнутое подпространство L 
такое, что dim MIL = 00, и L = М. Пусть {хп}? — 
полная минимальная последовательность в L, {уп}Т — 
ее расширение до полной минимальной в М, a {zn}^° — 
расширение {хп}™ \J {уп}Г до полной минимальной в Ег. 
Положим N = [{хп}™ U {2n}j°°] в Ех. Так как уп 6Е М, 
то N = Е0. Кроме того, уп ~ N, и, таким образом, 
dim EJN = 00. Подпространство N обладает всеми 
требуемыми свойствами, и теорема доказана. 

П р и м е р 3. Положим Ег = С [О, 1], Е0 = Llh [О, 1] 
(Ро > 1). Пусть ак Е:: ГО, 1] (к = 1, 2, . . ., га) — п раз­
личных точек отрезка [0, 1]. Положим N — замкнутое 
подпространство Еъ такое, что N_= {/ (х) Е-' Ех \ f (аг) = . . . 
• • • = / («п) = 0}- Ясно, что N = Е0 и dim £Х/Л^ = п. 

Примером подпространства N такого, что N = Е0 и 
dim EJN = 00, является любое подпространство из 2?1? 
состоящее из функций, обращающихся в нуль в бесконеч­
ной последовательности точек {afe}fcLi из [0, 1]и имеющей 
одну предельную точку. 

З а м е ч а н и е . Замкнутые подпространства в паре 
банаховых пространств рассматривались рядом авторов 
в связи с различными вопросами теории интерполяции 
линейных операторов. Интерполяция по фактор-простран­
ствам, построенным по полизамкнутым подпространствам, 
изучалась в [13]. Интерполяция подпространств со свой­
ствами, описанными в п. 2, доставляет различные контр­
примеры к так называемой проблеме интерполяции по 
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подпространствам и изучалась в [14] (см. по этому поводу 
также [15, с. 136] и [16, с. 131]). 

Запорожский государственный Поступило 
университет 08.10.84 
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