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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С НЕРЕГУЛЯРНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 

И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ 

Как известно, нерегулярные в смысле Биркгофа — Тамаркина краевые 
условия для дифференциального уравнения второго порядка имеют вид 

аи ' (0 ) + р и ' 0 ) + Y " ( 0 ) + 6 м ( 1 ) = 0 , (1) 

с щ ( 0 ) — Р а ( 1 ) = 0 . 

Пусть Я — сепарабельное гильбертово пространство. Через В (Я) 
обозначим пространство ограниченных операторов, действующих в Я, 
ор(Н) (р> 0) — классы Неймана — Шаттена вполне непрерывных опе­
раторов в Н. 

Пусть А — сильно позитивный оператор в Я, т. е. область определения 
®(А) плотна в Я, при некотором б е (0, л) все точки комплексной плос­
кости из угла | arg Х| > б принадлежат резольвентному множеству и ре­
зольвента удовлетворяет оценке || (A -^XI) ~ { 1 + |Х|) ~\ 1и = и. 

Оператор Л 1 / 2 порождает аналитическую полугруппу V(t) = 
= ехр{ — / Л 1 / 2 } , убывающую на бесконечности. Тогда (Я, Я ( Л ) ) е , р = 

оо 

= {и:и<=Ну \\u\\p

{HM{A)Up = \ ц л ( , / 2 ^ 2 е + , / ^ е х р { - / Л , / 2 } а | | ^ < о о } —ин-
0 

терполяционное пространство. Ради кратности (Я, Я ( Л ) ) е , Р обозначим 
через Я 0 . 

В пространстве L p ( (0 , 1 ) ,Я) исследуется оператор, порожденный-
дифференциально-операторным выражением второго порядка и более 
общими нерегулярными краевыми условиями, чем краевые условия (1). 
Как приложение доказывается теорема о полноте системы собственных 
и присоединенных функций для квазиэллиптического дифференциального 
уравнения с частными производными 

- - т - ^ - у ) + £ aa(y)D%u(x,y)+ £ a^x,y)D\u{x,y) = 
| a | < 2 m iPKm /2 

= Xu(xyy)t у е / ? „ , a = ( a i , ..., a„) , x £ (0, 1), 

с нерегулярными краевыми условиями. 
Рассмотрим нерегулярные краевые условия 

&iu = au\(0)+fiu'(l)+yu(0)+6u(l) + Tiu = 0, 

j ? 2 u = a u ( 0 ) - - p u ( l ) + Г 2 и = 0, 

где Т\ и Т2 — линейные непрерывные операторы. 
В пространстве L p ( (0 , 1 ) ,Я ) рассмотрим оператор определенный 

равенствами ЗГи=-и"(х)+Аи(х), 0(ЗГ) = Wj((0, 1); Я ( Л ) , Я, 

i5—i=0). 
Т е о р е м а 1. Пусть 
1) 9 = p Y + a 6 ^ 0 ; 
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2) А — сильно позитивный оператор в Н; 
3) Т\—линейный непрерывный оператор из L p ( (0 , 1), Н ( р - \ ) / 2 Р ) в 

Н(р-\)/2р, Т2— линейный непрырывный оператор из L p ( (0 , 1), Н(Р-\)/2р) 
3 # ( 2 р - 1 ) / 2 р , Р> 1. 

Тогда существует г > 0 такое, что при | Я | > г все точки комплексной 
плоскости из угла | a r g A , | > 6 принадлежат резольвентному множеству 
оператора & и при этих X имеет место оценка ||/?(А,, | | < с | Х | . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение &u — 'ku = f эквивалентно задаче 

— и"(х) + (А — ll)u(x)=f(x), J^,w = 0, &2и = 0. 

Решение этой задачи представляется в виде и(х) = и\(х) + и2(х), где 
U\(x) есть сужение на (0, 1) решения уравнения 

- и'{ (х) + (А-М)и{ (х) = f(x) (2) 

г / ч ( f(X) П Р И Х ^ (О» П> / ч 
на всей оси, где fix) = J \ _ : Л J a W2 ( x ) есть решение задачи 

' V \ О при I E [0, 1], 
- и О Д + ( Л - Ь / ) и 2 ( * ) = 0 , (3) 

5 \ а 2 = — &sUu v = T72. (4) 
Уравнение (2) имеет единственное решение и для и\{х) справедлива 

следующая коэрцитивная оценка (см., например, [1] ) : 

II И1 || ^ ( ( 0 , 1 ) ; Н(А), Н) ^ СII/Им (0 ,1) , Я ) * 

Общее решение уравнения (3) имеет вид (см., например, [2, с. 178]) 

u2(x) = V(x)gx + V(\-x)gb (6) 

где V(x) = ехр{ — хА[/2)у Ax=A—kI, gu g2<=H{2p-\)/2p. 
Учитывая краевые условия (4), получим систему 

[ - а Л { / 2 + 7 - И { / 2 ^ ( 1 ) + б К ( 1 ) ] ^ , + [ М 1 / 2 + б + аЛ{/ 21/(1) + 

+ yV(l)]g2+Tl(V(x)gl + V(l-x)g2) = - & i U U 

[ a - p K ( l ) ] g , + [-p + aV{l)]g2+T2(V(x)gl + V(l-x)g2) = - & 2 U i . 

Эту систему в пространстве Н(Р-\)/2рХН(Р-\)/2р можно записать в следу­
ющем виде: 

K\(b)g + K2(b)g = h(k), (7) 
где 

„ w = r : < ! ^ f ) . м х , - ( j - ) . 

/ _ p ^ I / 2 l / ( l ) g , + 6 V ( l ) g , + a A i / 2 y (П g 2 + YV(l )g2 + 

Ka(X)g= + r i [ V ( x ) ' g , + V ( l - x ) g 2 l 
V - p K ( l ) g i + aV( l ) t f2 + 7 ,

2 [V(x)gi + V ( l - x ) g 2 ] 

Очевидно, что AT'(А,) имеет следующий вид: 

Из (7) получим 

[/ + / С г Ч * ) К 2 ( Ь ) ] £ = К г Ч * ) М Ь ) . ( 8 ) 96 



где 

/-2V2Ai'2V(\)gi + 2a£Al/2V(\)g2+№V(l)g2 + <*W(Vg* + \ 
+ fiTi[V(x)gl+V{\-x)g2] + bT2[V(x)gl + V(l-x)g2] + 

+ №l/2Ta[V(x)gl + V(l-x)ga] 

-2aVAl/2V(l)gi+2a2Al/2V(\)g2 + *bV(\)gi+yfiV(l)gi + 

. +aTl[V(x)gi + V(\-x)g2]-yT2[V(x)gi + V(\-x)g2}+ . 

\ + aA[/2T2[V(x)gx+V(\-x)g2] 1 

Будем иметь 

|| КГ1 (M К2 Щ g Ik- . „„хя„ - № е с {ехр{ - (о VUT)d ig ' I k - о/», + II l k_ , „ J + 

Н- [ V ( J c ) g i H - V ( l - x ) g 2 \ l k _ l w „ + II 7"i [ V(* )g i + K( 1 -x)gt] l k_ „ / 2 , + 

+ |И1 / 27' 2[У(л:)я 1 + ^ ( 1 - х ) Ы 1 к - , № Ь w > ° - <9> 

В силу условия 3) 

II7"i [V(x)g\ + V(\ -x)gi\.lk_,V2p< II V(x)gi + V(l-x)g2\\Li(m).H^_nm) < 

<\W(x) l l M ( o . i ) . B W ) l l « i l k - . ) / * + I I ^ O - - « ) Нм (о .п . в ( * ) )11г«1к-> / *< 
< C | X r , / 2 p ( | | g I | k _ 1 ) / u + l l g 2 l k . l w ) . 

Аналогично 

IIT 2[V(x)gi + V( 1 - x ) * 2 ] I k - w < И Г ' / 2 | | f l ( W ) 1И1 / 2Г 2 [ V ( x ) g i + 

+ K( 1 - j r ) g 2 ] l k - , „ * < c \ k \ ~ l / 2 | | Г 2 [ K W g , + V( 1 - * Ы l k _ i w , < 

KcM-,/2\\V(x)gl + V(\-x) | | M ( o . l ) .H „ . o / * )< 

< СI k\~ l'2\k\ - l ^ ( \ \ g l \\„,,_n,u+ l l *2 lk_ , ) / v ) = 
= C | X | - ( P + 0 / 2 P ( | | g l | | / / ( p | ) 2 p + | | g 2 | k _ | ) / 2 J ; 

lH i / 2 7-2 [V(x)g, + V( l -X ) f i r2 ] l k . , ^ < C | X | - | ^ ( | | g , | k _ 1 ) / I , + | | g 2 l k . l w ) . 

Тогда из (9) следует, что при достаточно больших |А.| из угла | a r g X , | > б 

\\Krl(l)K2(k)g\\ 
- \)/2рХН(р-\)/2р * 

(10) 
Из (10) следует, что при достаточно больших |А,| из угла | a r g X , | > 6 
существует [1+КГ1 W К2Щ] _ 1 в пространстве Н(р-\)/2рХН(Р-\)/2р. Из 
(7) получаем g= [I + КГ1 (k) K2(k)]"'/СГ'МЛМ- В силу (10) 

ft \\Н(Р-\)/2рХ Н(р- |)/2р 

^c\\KYx(k)h(k) || Н(р-\)/2рХН(р- |)/2р * 
(11) 

Имеем 

5 ' i « i = a « i ( 0 ) + P u i ( l ) + T a i ( 0 ) + 6 « i ( l ) + r ,M 1 , 

^ 2 « i = a M i ( 0 ) - p « i ( l ) + 72«i. 
Т а к к а к ы , е Wp((0, 1); Я (Л), Я ) , то в силу теоремы в следах [3, с. 45—46] 
«ИО) е=Я(р_|)/2р, и1(1)еЯ(р_1)/2р, и(0) е # ( 2 , - 0 / 2 , , и ( 1 ) Ё Я ( 2 , - | ) / 2 , . 
Тогда в силу условия 3) 

1 1 ^ . " > 1 к _ , № < с ( | И ( 0 ) 1 к _ „ „ , + Ц«Ш) l k - „ / t e + HMO) + 
+ l l " i ( l ) l k - „ / » + l | 7 ' i « i l k - „ / J < c , [ | | « , | | + 
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+ II "l llz.,<<o,l), Hb,-,,,,,) ] < ^ l l " l l l r j ( ( 0 л у н ( А ) Н ) ^ c | | / | | M ( 0 J ) W ) ) 

11-2"2«| | | / / ( ^, ) / 2 ( ,<С| |Л1м(0.1) ,Я). 

\\Al/2<?2Ul||Я(,_|)/г,<с[\\Al/2

Ul(0) \\H^i)np + \\Al/2

Ul( 1 ) | | % + 

+ I H { / 2 r 2 « 1 | k . I V 2 J < c [ l l « . ( 0 ) | | « № . 1 , / t o + | | « i . ( l ) IU f ,_ 1 ) / v +| | r2« i | | « № . 1 ) / J< 

< ^ ( l l « l l l r ? ( ( 0 , l ) ; « M ) . W ) + 11Мм<0П).«(,-»/*,)) <С11Л1м<<М).Я)-

Таким образом, || / С Г ' (Л.) Л (Я) I K c | | / | | M ( o , i ) , f f ) . Учитывая оценки ( 1 1 ) , 
получим \\g\\H(p 

^c\\f\\LM0.\),H)- Тогда из (6) получим 
1 |И2 | | М (0 .1>.Й) < 1ИГ ' / 2 Ц Их / 2 "2 | 1м (0 , . ) ,Я , < 

<c\X\-,'2([\wAl/ae*p{-xAl/2}glndx]l",+ 
0 

+ [ j \\А[/2 ехр { - (1 -х)Al/2}g2Udx] Wp) < 

< с IXI - ^ 2 (|| я i l U c - - > / ^ + II «Г» И « с - X ^ I 1 " 1 / 2 II / l l^c (i.o). î ) - ( 1 2 ) 

Таким образом, согласно (5), (12), получим 

IN lM(o . i ) , / / ) < Н«1 |1м(о.1).Я) + 1|И2|1м<о.1).!П <£|*1~ 1 / 2 11/11м<о.1)./#)-

Теорема 1 доказана. 
Рассмотрим в пространстве L p ( (0 , 1 ) ,Я) краевую задачу 

— и"(х) +Аи(х) — ки(х) =f(x), (13) 

au'(0)+$u'(l)+yu(0)+8u(\) + £ ари(хр)+Т]и = 0, (14) 

/ 7 = 1 

< z w ( 0 ) — р и ( 1 ) + X М ( ^ ) + ^ = 0, 0 < х Р < 1 , 

со спектральным параметром к. 
Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 
4) f e L p ( ( 0 , 1 ) , Я ) . 7огда Существует г > 0 га/сое, **го яра | Х | > г 

все тонки комплексной плоскости из угла | arg Я | > б принадлежат резоль­
вентному множеству задачи (13), (14), т. е. задача (13), (14) имеет 
единственное решение, принадлежащее tt^((0, 1); Я ( Л ) , Я ) , и справед­
лива оценка 

IХ| " , / 2 1 1 ^ | | М ( о , 1 ) , я ) + 1 И , / 2 и | | М ( 0 , 1 ) ( Н ) + | |а / |1м(о.1).я ) + 

+ 1ХГ / 2||"|ир ( ( 0,1),я)<^11/11^((о,1),я)-
Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1. 
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 
5) A~l^oq(H)y # > 0 , 0 < б < л / ( 1 + 2q). Тогда система собственных 

и присоединенных функций оператора & полна в L p ( (0 , 1), Я ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорему достаточно доказать при р = 2. В те­

ореме 1 мы показали, что при | a r g A , | > 6 , | Х | > / \ R(K^) ограниченно 
действует из L 2 ( (0 , 1 ) ,Я) в Wl{(0, 1 ) ; Я ( Л ) , Я ) . 

В работе [4] установлено, что при р > (1 + 2q)/2 R(K ^ 
^ o p ( L 2 ( ( 0 , 1), Я ) . Тогда на основании [5, с. 277] получаем, что система 
собственных и присоединенных функций оператора & полна в 
L 2 ( (0 , 1), Я ) . Теорема 3 доказана. 

В пространстве L p ( (0 , 1), Я) рассмотрим спектральную задачу 
— и"(х)+Аи(х)=1и(х), 
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N 

au'(O) +$u'(l) +yu(0) +8u(l) + £ apu(xp) +Txu = 09 (15) 

N 

a a ( 0 ) — р и ( 1 ) + £ $pu(xp)+T2u = 0y 0<xp<l. 
/ 7 = 1 

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда спектр 
задачи (15) состоит из изолированных точек конечной алгебраической 
кратности и система собственных и присоединенных вектор-функций 
задачи (15) полна в L p ( (0 , 1 ) , Я ) . 

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 3. 
В пространстве Lp((0y 1 ) ,Я) рассмотрим следующую спектральную 

задачу: 
-и"{х) +Аи(х) + Л , (х)и(х) =ки(х), (16) 

N 

аи'(0)+$и'(1)+уи(0)+8и(1)+ £ ари(хр) + Тхи = 0, 

( 1 7 ) 
N 

а м ( 0 ) — р и ( 1 ) + £ p pa(jc p) + 7,2tt = 0, 0 < J C „ < 1 . 
P = I 

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия теоремы 3. Пусть далее 
6) @{A\{X))ID@{A{/2) и при любом 8 > 0 

11̂ 41 ( J C ) м IU < в ||̂ 4 | | 1 / 2 1 | м || ^ я Н- с (в) | |и| | 9 и е = ^ ( Л ' / 2 ) . 

Тогда система собственных и присоединенных функций задачи (16), 
(17) полна в L„((0, 1 ) , Я ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим в пространстве L p ( (0 , 1 ) ,Я) 
оператор А\9 определенный равенствами (Ахи) (х) =Ах(х)и(х)у @(А\) = 
= LP((0, 1 ) , Я ( Л 1 / 2 ) ) . Ясно, что 

И1И | | М ( о , 1 ) , я ) <е | |Л 1 / 2 ^| | / / (

2

( 0 , 1 ) ( я) 1И//<%л)./#) + с ( е ) | | и | | М ( 0 В 1 ) . я ) . 
Так как, согласно теореме 2, 

| | Л 1 / 2 И | | М ( 0 Л ) , Я ) < С | | Л 1 м ( 0 Л ) . Я ) = С | | ( ^ « - и ) м | | М ( 0 . 1 ) . Я ) , 
то 

\\Aiu\\Lp{i0AhH) < С 6 | | (<?-А7) 1/2и|Ц/(2(о,1).я) 1М12/2

(ол),//) + с(е) Ци1к«о.1).я>-
Таким образом, при достаточно большом \Х\ из угла | a r g X | > 6 

оператор А\ вполне подчинен оператору — Х1)1/2. Поэтому 

R(K& + Ai)6=oPl(LP((0, 1 ) , Я ) ) , p i > (1+2</ ) /2 . 

Так как при Х е р ( ^ ) 
&R(K ЗГ) = [(ЗГ-М)+К1] /?(Х, ЗГ) =I + XR(X, 

\\R(K&)\\<c\k\-l/2

y Ш-*оо , 

то \\&R(k, 2) | |<с |А, | 1~1/2 = с\Х\1/2. Согласно условию 5), при любом 
И € = М ( 0 , 1 ) » Я ) 

\\AXR(K &)u\\<tZ\\3>R(K ЗГ)и\\ l/2\\R(K &)и\\1/2 + с(г) \\R(X, &)и\\ < 

< ( с е + с ( е ) | Х Г 1 / 2 ) | | и | | М ( 0 Л ) ) я ) . 

Отсюда следует, что \\АXR(X, | | < < 7 < 1, |А,|->оо. Тогда в силу тож­
дества Неймана 

R(K&+Ai)=R(K3T) £ ( - 1 ) ' [ Л , / ? ( Х , ^ ) ] ' 
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получим 

\\R(K& + Ах) || ^c\\R(K &) II <с\К\ - , / 2 . 
На основании [5, с. 277] получаем, что система собственных и при­

соединенных функций задачи (16), (17) полна в Lp( (О, 1), Н). Теорема 5 
доказана. 

П р и м е р 1. В бесконечной полосе Q = [0, 1 ] X /?, /? = (— оо, оо), 
рассмотрим спектральную краевую задачу 

д 2 " | Л , ( M W д2ти(х,у) , , , 2 *,*/) + ( - 1) h (l + |r/| 2)f/(x,.i/) + 

+ I а / ( * . У ) - T T " (*></) = ^ ( * > У ) , (18) 

а ^ ( 0 , у ) + р ^ ( 1 , у ) + 7 " ( 0 , у ) + б ^ ( 1 , у ) + £ а р 1 / ( ^ , у ) + 
Р = \ 

(19) 
+ j П * > у)и(х, y)dx = 0, 0<хр<1у 

N 
аи(0,у)-£и(1,у)+ £ £ри(хр,у)=0. 

Р = \ 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены следующие условия: 

1) a,(x,y)eL„(Q), k<\-j^\ 

2) + / 

3) T(x,y)e=U(Q), д П Т . { х ; у ) ^U(Q). 
оу % 

Тогда система собственных и присоединенных функций задачи (18), 
(19) полна в L2(Q). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н= L2(R). Пусть А — минимальный опера­
тор в L2(R)y определенный следующим образом: (Аи) (у) = (— l ) m X 
X и{2т) (у) + (1 + IУ12) и (у). Известно [6], что А — самосопряженный 
положительно-определенный оператор (6 = 0) , Л - 1 вполне непрерывен 
и принадлежит некоторому классу ор, р> 2т/(т + 1). 

В пространстве L2(R) определим следующие операторы: £>(А\(х)) = 
= Wk

2(R), {Ах{х)и){у)= £ aj(xy у) и{'Цу). Пусть и <=Wk

2(R). Тогда имеем 

k 

< I •)llt.,i»i<*.)ll« ( ,' )IL,(*) + 
/ = 0 

+ ||a,(x, 0 ( l + l y l 2 ) - ( , - y / * ) I L . , , » , > f t , l l ( l + l y l 2 ) ' ^ / V % l ( i ? ) ) < 

O O l ^ l l z , , * , + * £ II (1 + lj,l 2) ' " " V ^ , , * , ) + c(e) | | « | | t l W < 
y-o 

<>г\\Ах'*и\\ит+с{г)\\и\\Ш). 
Согласно неравенству моментов [7, с. 142, теорема 5.2] получаем 
1И1/4"11ы«) <c\\Al'2u\\l% \\u\\l$R). Тогда 

1И1 ( * ) и \\U(R) < се|И ,/2и\\[% || ы|| м% +с(г) \\ и \\LtW. 
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Рассмотрим оператор 

(T(x)u)(y) = ^T(x,y)u(x,y)dx. 

Если u^L(Q), то Tue=L2(R), а если и ( х ) е Г ? ( « ) , то Tu^W^iR). 
Пусть и(х, ' ( е В Д . тогда 

II 3 ' II 1 

La I W I c c ( Q ) J 
/ < m О 

W G L 2 ( ( 0 , 1 ) , Г 2

Т ( / ? ) ) , - ) ^ ^ 2 m ( / ? ) , 

II WHL 2 ((0,1), ' 

Таким образом, Г является линейным непрерывным оператором из 
L 2 ( (0 , 1), L2(R)) в L 2(/?) и из L 2 ( (0 , 1 ) , в №?(/?). Тогда^в силу 
интерполяционной теоремы [3, с. 24] оператор Г непрерывно действует 
из L 2 ( (0 , 1 ) , W T / 2 ( / ? ) ) в В ^ С Л ) , т. е. из L 2 ( (0 , 1 ) , Я 1 / 4 ) в Я 1 / 4 . 

Итак, для задач (18), (19) проверены все условия теоремы 5. 
П р и м е р 2. В Q = [0, 1] X [0, /] рассмотрим эллиптическое урав­

нение второго порядка 

— Аи-{-а(х, у)и = ки(ху у) (20) 
с краевыми условиями 

&{и = аи'х(0, у)+№(1, У) +уи(0у у) +6и(1, у) + 
N 

+ £ *Ри(хр,у) + (Т\и)(у)=0, 0<хр<1, 
Р=\ 

22u = *u{0,y)-$u(Uy)+ £ fipU{xp,y) + (T2u)(y)=0, (21) 
Р=\ 

m v —1 m v —1 

Qvu=avu{

y

mv)(xy0)+^u^(xJ)+ Y av}uu)(xp, 0) + £ p v /M ( / ) (^, / ) = 0 , 
/=о /=о 

д2 д2 

v = l , 2 , / = 0, 1 m — 1 , | a v | + | p v | ^ 0 , Л = — ^ + — т , 
Зх Зу 

где 0 < m i < m 2 < l , a v, a v / , a,, p v , pv/, p p — комплексные числа. 
Т е о р е м а 7. Пусть выполнены следующие условия: 
1) a (* , i / ) €=C(Q) ; 
2) ( _ l ) - a , p 2 - ( - l ) W 2 a 2 p i ^ 0 ; 
<?) Ti —линейный непрерывный оператор из пространства L 2 (Q) в 

W'2(0, I) и из L 2 ( (0, 1), W'2{0, I)) в W2

2(0y 1);Т2 — линейный непрерывный 
оператор из пространства L 2 (Q) в Щ ( 0 , / ) и из L 2 ( (0 , 1), Щ ( 0 , / ) ) 
в Wi(0y /). 

Тогда система собственных и присоединенных функций задачи (20), 
(21) полна в L 2 ( Q ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В пространстве L 2 (0, /) определим операторы 
Л, А\(х) следующим образом: 

0(A) = W2

2(OJ; Q w | v

2 = , = 0 ) , Аи=-и"(у)+ии(у), 

В{Ах{х)) = L 2 (0 , / ) , А{(х)и = а(хуу)и(у) — cow(у). 

Тогда задача (20), (21) в пространстве L 2 (0 , /) сводится к краевой задаче 

— и"{х) +Аи(х) +Ai(x)u(x) =Хи(х), (23) 
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&iu = au'(0)+$u'(l)+ J apu(xp) +yu(0) + 6w(l) + Txu = 0, 
p - i (24) 

N 

<?2u = au(0)-£u(l) + £ fipU(xp)+T2u = 09 0<xp<\. 
P=\ 

Для задачи (23), (24) проверим условия теоремы 5. В силу [8] опе­
ратор Л, определенный формулой (22) при достаточно больших со> О, 
является позитивным в L 2 (0 , / ) . Оператор А~1 вполне непрерывный в 
L 2 (0 , /) и A-[€Eoq(L2(0, / ) ) , q> 1/2. В силу [9] 

<^(Л 1 / 2) = 
W'2(0, I) при mi = m 2 = l , 
W'2(0t /; Qu = Q) при mi = 0, m 2 = l , 
W2{0, /; Q v w | 2 = i = 0 ) при mi = m 2==0. 

Так как 7"i — линейный непрерывный оператор из пространства L 2 ( (0 , 1), 
L 2 (0 , /)) в L 2 (0,1) и из L 2 ( (0 , 1), Wb(0, / )) в Wi(0, / ) , то 7^ ограниченно 
действует из L 2 ( ( 0 , 1), ( L 2 ( 0 , / ) , IF 2 (0 , / ) ) 0 . 2 ) в ( L 2 ( 0 , / ) , Щ ( 0 , / ) ) е , 2 , 
т . е . и з ! 2 ( ( 0 , 1), (Я, Я ( Л , / 2 ) ) 0 ) 2 ) в (Я, Я ( Л 1 / 2 ) )е,2, О < 0 < 1. В частности, 
при 9 = 1 / 2 получаем, что Т\ —ограниченно линейный непрерывный опе­
ратор из L 2 ( (0 , 1 ) , Я 1 / 4 ) в Я 1 / 4 . 

Аналогично Т2 ограниченно действует из L 2 ( (0 , 1), / / 1 / 4 ) в Яз/4- Опе­
ратор A i (х) является ограниченным оператором в L2(0, / ) . Поэтому V e > 0 

II Ах(х)и ||Мо,/) < е||А х<2и1|1/21|и \\[{2

т) +с(г)\\и\\Li (0,/) • 

Итак, проверены все условия теоремы 5. 
П р и м е р 3. Применим абстрактные результаты для квазиэллипти­

ческого дифференциального уравнения. 
Пусть Q — ограниченная область класса С°° в Rn. Обозначим через 

Q область Q = [0, 1] Х ^ . 
Рассмотрим в пространстве Lp((0, 1 ) , L 2 ( Q ) ) спектральную краевую 

задачу 
д2и 
т т - I CLa\y\D%u(x,y) + 
OX | а | < 2 т 

+ £ ap(x,y)Diu(x,y)=ku(x,y), (25) 
1 Р 1 < т / 2 

аи'х(0,у)+№{19у)+уи(0,у)+6и(1,у)+ £ ари(хру у) + Тхи(х, у) = 0 , 
Р=\ 

au(0,y)-fiu(l,y) + I £ри(хр,у)+Т2и(х,у)=01 (26) 

(Biu)(y)= £ *,-,« (*/)/)£*/(*, </)=0, /==1,2, ... , т , 
I а | < ту • 

( /ЕЙс^„ , а = ( а | , . . . , а „ ) , |а | = a i + а 2 + ... + а„, 

Duu (х, у) = — . 
у да'ух..дапуп 

Т е о р е м а . Пусть выполнены следующие условия: 
1) а(у)<=С°° ( Q ) , a p ( j c , y ) ^ L o o ( ( 0 , 1 ) X Q ) , X aa(y)la = a(y,l) Ф 

_ | a | = 2 m 

Ф0 при 0ФteERny I / G Q , la = lai (-1)та(уЛ)/\а(уЛ)\Ф-и 
2) $у + а6Ф0> apy fip — комплексные числа, 0 < * р < 1 ; 
3) Т\ — линейный.непрерывный оператор из L p ( (0 , 1), W2

(p~l)/P(Q)) 
в W2

l{p~l)/P(Q), Т2 —линейный непрерывный оператор из L p ( (0 , 1), 

W2

{p-'X)/P{Q)) в W2

{2p~x)/p{^l)\ 
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4) bi,a{y)^C°° (v, Q), набор граничных операторов [Bj}JL\ образует 
нормальную систему, причем m ; < 2m— 1, / — 1, . . . , т , набор { £ / } ? = i обра­
зует дополнительную по отношению (25) систему (см. [3, с. 452—453]). 

Тогда система собственных и присоединенных функций задачи (25), 
(26) полна в L„((0, 1), L2(Q)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В пространстве L2(Q) рассмотрим оператор 
Л, определенный равенствами Й)(А) = Wl^iQ) = { / l / e W2

m(Q)y Bjf\VQ = 

= 0}, (Аи)(у)= I aa(y)DZv(y)+9viy), i , 6 < , ( Q ) , (Вр)(у) = 
| a | < 2 m 

= £ bhaDa

yv (у), / = 1, .. . , m. Оператор Л является регулярно эллипти-
I а К т / 

ческим оператором (см. [3, с. 454]) и при достаточно больших р > 0 
Л — позитивный оператор [3, с. 417], для любого е > 0 все точки комплекс­
ной плоскости из угла | a r g X | > е принадлежат резольвентному множеству 
и A~l <=oq(L2{Q)) при q>n/2m. 

В пространстве L2(Q) определим оператор А\(х) следующим образом: 
@(Al(x)) = W2

n/2(Q), (Ai(x)v)(y)= I at(x,y)Dlv(y). Из определе-
IPKm /2 

ния Ai(x) ясно, что А\(х) вполне подчинен оператору Л 1 / 4 . Поэтому при 
любом е > 0 

1И1(^)"1кЯ(0) ^ е И Л 1 / 2 ! / ! ! ^ , Halloo) + с ( е ) | | i / |U, ( Q ) . 
Согласно теореме интерполяции для подпространств (см. [3, с. 400]), 
операторы Т\, Т2 непрерывно действуют соответственно из L p ( (0 , 1), 
# ( p - i ) / 2 p ) в Н(р-1)/2р и из Lp((0, 1), Я ( р _ 1 ) / 2 р ) в Н { 2 р - \ ) / 2 р . Таким образом, 
проверены все условия теоремы 5. 
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