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УДК 517.988.68 

О РЕШЕНИИ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ С МОНОТОННЫМИ 
ОПЕРАТОРАМИ МЕТОДОМ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 

РЯЗАНЦЕВА И. П. 

(Горький) 

Для вариационных неравенств с монотонными операторами доказана 
сильная сходимость операторного метода регуляризации, указан способ 
выбора параметра регуляризации, обеспечивающий сходимость этого ме­
тода. 

К решению вариационных неравенств с монотонными операторами сводятся 
многие задачи выпуклого программирования, оптимального управления, экономики,, 
математической физики и т. д. (см., например, [1] , [ 2 ] ) . Приближенным методам 
решения вариационных неравенств в настоящее время посвящено большое числа 
работ, например [1] - [ 5 ] . Нас будет интересовать операторный метод регуляриза­
ции. В [1] построены регуляризующие алгоритмы,для решения вариационных нера­
венств с максимальными монотонными операторами в гильбертовом пространстве 
и в равномерно выпуклом банаховом пространстве. В п. 2 будут обобщены некото­
рые результаты из [1] . В п. 3 указан способ выбора параметра регуляризации при 
решении вариационных неравенств с монотонными отображениями операторным 
методом регуляризации, причем полученные результаты являются обобщением из­
вестного ранее (см., например, [6] - [9]) для уравнений с линейными и нелиней^ 
ными монотонными операторами способа выбора параметра регуляризации из т а к 
называемого принципа невязки (отметим, что в [3] для вариационных неравенств 
применен другой способ выбора параметра регуляризации) . 

1. Пусть X есть ^-пространство, X* - пространство, сопряженное X, которое м ы 
считаем строго выпуклым, К - выпуклое замкнутое множество в X, А : Х~>Х* - про­
извольный монотонный оператор, А — максимальное монотонное расширение А,. 
KczmtD(A). 

О п р е д е л е н и е . Элемент х^К такой, что при некотором у^Ах для любого 
z^K выполняется неравенство 

(1) <*/-/, z-x)>0, 

где / - некоторый фиксированный элемент из X*, будем называть решением вариа­
ционного неравенства (1). 
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Пусть (1) имеет непустое множество решений, которое будем обозначать че­
рез N. 

Отметим, что множество N не зависит от Л, так как N определяется только зна­
чениями Л на К, но на К<='т\,П(А) оператор Я строится однозначно (ем. [10]) . 

Л е м м а 1 (см. [ 1 ] , [3, с. 263]). Неравенство (1) в наших условиях эквивалент­
но неравенству 

(2) . < и - / , z-x)>0 Vz^K, u<^Az, х^К. 

Т е о р е м а 1 (см. [1] , [3] , [10]). Если оператор Л в наших условиях является 
коэрцитивным в К, т. е. 

<У,х) 
l im = оо при 1М|-> °о, у ^ Ах, х е К, 

\\х\\ 

то множество решений неравенства (1) не пусто. 
Если оператор Л строго монотонный, т.е. {у±—уг, ^ i — Ж г ) = 0 только npu'xi=Xo, 

у^.Ахи у2^Ах2, то решение (1) единственно (см. [3, с. 262]). 
Отметим, что из леммы 1 следует выпуклость и замкнутость множества N. 

2. Пусть вместо элемента / и оператора А в (1) известны последовательности 
••{/*} и {Ah}, причем. | | / - / 6 i | | < 6 , б > 0 , Ah: Х-*Х* - монотонный оператор, K<=:mtD(Ahy 
при любом h>0 и для всех х^К выполняется неравенство r(M(x), Mh(x))<g{\\x\\)h, 
где g(t), t>0,- непрерывная неотрицательная функция, М(х) (или Mh(x)) - множе­
ство значений оператора Л (или Ah) в точке х (множества М (х) и Mh{x) выпуклы 
и замкнуты [7 ] , [8] ) , г(Р, Q) - расстояние между множествами Р и Q пространства 
X* (определение см., например, в [ И ] ) . Значит, вместо (1) нам задано неравенство 

(3) ( y - f , z-x)>0, y^Ahx, JVZ^K, x^K. 

В этих условиях требуется построить в X последовательность {x6>h} такую, что 
x6>h-*x^N при б->0, h-*Q. Для решения поставленной задачи применим операторный 
метод регуляризации из [1] (следует отметить, что ранее этот метод при более силь­
ных предположениях исследовался и другими авторами, например Браудером, см. 
библиографию в [1]) , который состоит в том, что вместо (3) рассматривается нера­
венство / 
(4)™ • (y+aU(x-x°)-f\ z-x)>0, y^Ahx, Yz^K, 

где U: Х-*Х* — дуальное отображение в X, которое в наших условиях есть одно­
значное, строго монотонное хеминепрерывное отображение (см. [10, с. 109]), а > 0 — 
параметр регуляризации, х° — некоторый фиксированный элемент из X. Нетрудно 
убедиться (см. [7] , [10]) в существовании (теорема 1) и единственности решения 
(4), Обозначим это решение через ха, где а = ( б , h, а). Значит, справедливо нера­
венство ч 

(5)' (yo+aU(xo-x0)-f\ z—xa)>0, : yp^AhXo, Vz^K. 

Т е о р е м а 2 (ср. [1] , [4 ] ) . Если в наших условиях б / с с ^ 0 , hIа-+0 при а-*0, 
то последовательность {хс} сходится по норме X к элементу x*<^.N, который удов­
летворяет соотношению 

(6) \\x*<-x°l\=mm\\x-x% 

причем справедливы оценки 

(7) II а:°,Ц ^6 / ос-+- (^ / ос) ̂  (И 

(8) II Ха-хЧ <6/a+(h la)g (II xQ\\) + 2|| х*-х°\\. 

Доказательство этого утверждения мало отличается от доказательства соответ­
ствующего утверждения для уравнений из [7] , [8] и потому,здесь не приводится. 

3. Пусть при условиях предыдущих пунктов известны б и h. Возникает вопрос 
о таком выборе параметра регуляризации ос, который обеспечивал бы сходимость 
ха-+х* при б, й-*0. Из теоремы 2 следует, что если 6./а-*0, h / а->0 при б, /г->0, то 
ха-+х*. Укажем один такой способ выбора а. 
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Л е м м а 2. Функция % (а) = \\ха-х°\\, а>а0>0 — непрерывная и возрастающая 
функция параметра а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

< ^ 0 i + a i £ / ( ^ a i - ^ 0 ) - / 6 , z-xai)>0 Yz^K, yaie=Ahx0l, 

(yo2+U2U{x02-x°)-f\ z-xa2)>0 Yz*=K, y02^Ahx02, 

где Oi=(6 , h,'a,i), c 2 = ( 6 , h, a 2 ) . Положив в первом неравенстве z=xair а во втором 
z=x0i и сложив полученные неравенства, получим 

(Уо—Уог, Xo2-xGl) + (aiU(xGl—x0)-a2U(xa2-x0), xa2—xai)>0, 
или 

(aiU(xai—x°) -a2U(x02^-x°), xOi-xG2X0. 

Теперь, как и в [7], из последнего неравенства получим утверждение леммы. 
Л е м м а 3. 

l im ха=х«, _ ! 

где х^К и удовлетворяет условию 

| | * . - я ° | | = шт||ж—а:°Ц. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из ограниченности {х0}, а>а0>0 (см., например, (7) ) , 
следует, что х0-^х при а-+°о (здесь для простоты подпоследовательность из {ха} 
по-прежнему обозначена {ха}). Так как множество К выпукло и замкнуто, то по тео­
реме Мазура оно и слабо замкнуто. Значит, х^К. Покажем, что х=х+. Из (5) имеем 

(Ув-У, Xa-z)+a(U(xa-X°), xa-z)<(y-f6

1 Z-XG), 

где у^Ahz для всех z^K. Отсюда получим 

\\у-1ЧЬ-ха\\ 
(9) {\\xG-x4-\\z-x4)2+ar{z-x*),xG-z)* 

или 
\\У-1*\\\\*^хЛ 

{U{z-x*),xG-z) 
a 

Значит, (U(z—х°), x—zXO для любого z&K, откуда нетрудно получить, что х=х0 

(см. [7]) . Полагая z=x* в (9) и переходя затем к пределу при а->°°, имеем 

. lim\\xG-x0\\ = \\x.-x°\\. 

а->оо 
Так как X есть ^-пространство, то лемма доказана. 

Рассмотрим функцию p ( a ) = a % ( a ) . Она непрерывна при а>а0>0 (лемма 2 ) . 
Изучим поведение этой функции;при а-+°°. Если х°&К, то 

lim р ( а ) == оо . 

а-> оо . . . 

Пусть x°^intK и оператор Ah хеминепрерывен в этой точке, тогда (см. [12]). и Ан 

хеминепрерывен в х°. Пусть Ahx°=y0

h. Поскольку в этом случае х^=х° и ха-+х° при 
а->°°, то Ус^уон при а - > о о . Так как x0e=mtK и х<т+х° при а-> °°, то при достаточно 
больших а элементы xG^intK. Тогда при этих а из (5) нетрудно получить, что 
yG+aU(ха-х°) = / 6 , т. е.. 

(10) p(a) = \\yG-f6\l 

Далее, положив z=x° в (5) , имеем (yo-y^+y^+aU^-x^-f, x°-xG)>0, откуда 
следует, что a\\xG-x0\\2<h\y0

h-f6\\ \\xG-x°\\, т. е. \ , 

(И) l i m p ( a ) < | | ^ - / 6 l l . 
a—>• оо 

Теперь из (10), (И) и слабой сходимости yQ-^yoh получим 

(12) . l i m p ( a ) = | | V o f t - / 6 l l . ' ; ;• 

8 ЖВМ и МФ, № 2 431 



Если х°<^дК, а ха^т%К, то, аналогично предыдущему случаю, имеем (12). 
Необходимость нахождения решений, удовлетворяющих (6), как отмечено в [6, 

с. 256], возникает при пересчете планов. Поэтому наиболее реален на практике слу­
чай х°щК. 

Т е о р е м а 3. Пусть в условиях данного пункта x°^mtК — некоторая фикси­
рованная точка, операторы Ah, Н>Ог^хеминепрерывны в х° и Ahx°=y0

h. Пусть при 
"любых 0 < б < б < 1 , 0 < & < / г < 1 выполняется неравенство 

(13) Wyoh-f4>(k-l)(&+h)v+6v+g(\\x4)hv, fc>l, 0 < / ? < 1 ; 

тогда найдется по крайней мере одно значение параметра регуляризации а=сё та­
кое, что •' 

(14) р (а ) = (й;-1)(б+Л)р+бР+^(,| |хо11)ЛР, • а = ( б , Л , а ) , 

где х-— решение неравенства (4) при а=а. Кроме того, x--+x*^N, где элемент х* 

определяется соотношением (6). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подберем а настолько малым, чтобы выполнялось нера­

венство 

(15) 2a\\x*-x4<{k-\){b+hy\ 

Тогда из (8) нетрудно получить, что существует а , при котором р(а)<(к—1)Х 
X(6+k)p+8p+g(\\x0\\)hP. Далее, из (12) и (13) следует неравенство 

l im р (а ) > ( Л - 1 ) (6+h)P+6P+g(\\x°\\).hP. 
а-> оо 

Теперь из непрерывности р (а ) и g(t) имеем (14), причем из (15) следует, что а 
можно брать таким, что а > (Л-1) (d+h)?(2\\х*-х°\\)~К Значит, (б+Л) / а < (б+h) {-?Х 
X2i\x*-x°\\(k-l)-\ Таким образом, lim (б / а ) = 0 , l im (/г/ а ) = 0 при в->0, h-»Q. Тогда, 
повторяя с небольшими изменениями доказательство теоремы 2 (ср. [7 ] , [8 ] ) , по­
лучаем, что х--+х* при б->0 и h-+0. 

З а м е ч а н и е 1. Так как x°^mtK и имеет место (13), то х*=£х°. Теперь из со­
отношения а=[(к—1) (6 + &) p+6 p+g(ill:z-ll)& p] / \\х—х°\\ следует, что а-*0 при 6-^0 
и Л-*0. 

З а м е ч а н и е 2. Если x°&mt.K и вопрос о справедливости (12) открыт, то 
вместо р (а ) рассмотрим функцию р ( а ) = а [ х ( а ) + а ] , где а > 0 — некоторое фиксиро­
ванное число. Тогда 

l i m p (а) — о о . • - _ 
а - > о о 

В этом случае утверждения теоремы 3 доказываются без предположения (13) и ус­
ловия хеминепрерывности операторов Ah, h>0, в точке х°. 

З а м е ч а н и е 3. Используя леммы 1 и 2, нетрудно показать, что х0п-+х0 при 
а п - > а , где о п = ( б , h, ап). Отсюда следует, в частности, свойство непрерывности функ­
ции х 0 (а) =|||ж а | | , которое использовалось при доказательстве теоремы 3. 

З а м е ч а н и е 4. Если в условиях теоремы 3 функция g(t) не убывает при 
t>0 и x°=Q - нуль пространства X, то элемент а, удовлетворяющий (14), единствен­
ный. Это утверждение вытекает из свойства строгой монотонности дуального ото­
бражения. 

З а м е ч а н и е 5. ч Если K=D(A)1 т . е . вместо (1) имеем задачу решения урав­
нения Ах=/, то все полученные здесь утверждения совпадают с соответствующими 
утверждениями для уравнений с монотонными операторами [7] , [8] , в частности, 
теорема 3 дает известный принцип невязки. Отметим также, что для случая р = 1 
в наших условиях справедливы утверждения, подобные [7] , [ 8 ] . 

З а м е ч а н и е 6. Отметим также, что для выбора параметра регуляризации а 
можно брать и соотношения, отличные от (14). Например, при условиях 

• 0 < б + Л < б + ' й < 1 и . W-f*\\>[k+g(lhx4)](6+h)r 

равенство (14) можно заменить на следующее: р (а ) = [&+#(||ж-11)] (б+&) р (при h=0 
считаем g(t)=0). В этом случае (14) заменяется/соотношением более простым с вы­
числительной точки зрения. 
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УДК 519.676 

ТАБЛИЧНЫЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИСКРЕТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

Л0Х0ДЗЕЙ Б. Б. 

( Jleuumipad ) 

Указывается один общий прием, лежащий в основе ряда табличных 
методов моделирования дискретных случайных величин, который позво­
ляет существенно упростить известные алгоритмы моделирования, вклю­
чая их изложение и обоснование. 

При моделировании дискретных распределений на ЭВМ зачастую возникает 
необходимость в получении большого числа реализаций случайной величины, имею­
щей некоторое фиксированное распределение вероятностей. В этом случае целесо­
образно предварительно преобразовать исходное распределение к такому виду, чтобы 
потом иметь дело с наиболее быстродействующей процедурой его моделирования. 
Поскольку при этом наиболее распространенный вид предварительной работы -
составление определенных таблиц, то подобные методы моделирования естественно 
называть табличными. 

Целью настоящего сообщения является указание на один общий прием, лежа­
щий в основе ряда табличных методов моделирования произвольных дискретных 
распределений, который позволяет существенно упростить как собственно алго­
ритмы моделирования, так и их изложение. При этом, поскольку данные методы 
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