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Аннотация. Понятие слабо инъективного полигона можно рассматривать как обоб-
щение понятия инъективного полигона. В работе описаны конечные моноиды, над
которыми любой слабо инъективный полигон имеет примитивно нормальную тео-
рию. Замечается, что примитивная нормальность класса всех главно слабо инъек-
тивных полигонов над моноидом S эквивалентна линейной упорядоченности S.
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Введение

В [1] было введено понятие нормальной теории. Однако в более ранней
работе Е. А. Палютина [2] это понятие использовалось в неявном виде, а имен-
но, была доказана нормальность любой стабильной полной хорновой теории.
В [3] показано, что хорнова теория с немаксимальным несчетным спектром
нормальна. Понятие слабой нормальности теории, введенное в [4], является
более широким, чем понятие нормальности, но более узким, чем стабильность.
С. В. Судоплатовым в [5] показано, что не существует формульных критериев
для нормальности или слабой нормальности теорий, подобных стабильности.
Основной пример нормальных теорий — теория любого модуля, являющаяся
примитивно нормальной теорией. История понятия примитивной нормальности
теории восходит к применению теории классификации в универсальной алгебре
[6].

Вопросам примитивной нормальности классов всех полигонов, свободных,
проективных, сильно плоских полигонов посвящены работы [7–9]. В [7] да-
на характеризация моноидов, класс всех полигонов над которыми примитивно
нормален, а именно, показано, что класс всех полигонов над моноидом S при-
митивно нормален тогда и только тогда, когда S — линейно упорядоченный мо-
ноид. В [10] доказано, что теория любого инъективного полигона примитивно
нормальна. Строение моноидов, над которыми класс всех слабо инъективных
полигонов аксиоматизируем, полон, модельно полон, категоричен, стабилен, су-
перстабилен, описано в [11, 12].

В настоящей работе рассмотрены слабо инъективные и главно слабо инъ-
ективные полигоны, теории которых примитивно нормальны. Доказано, что
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примитивная нормальность класса всех главно слабо инъективных полигонов
над моноидом S эквивалентна линейной упорядоченности S (теорема 1). Опи-
саны конечные моноиды S, над которыми класс всех слабо инъективных поли-
гонов примитивно нормален (теорема 2), и конечные коммутативные моноиды,
над которыми класс всех слабо инъективных полигонов примитивно нормален
(теорема 4), причем в случае конечного коммутативного моноида приведенная в
теореме 4 характеризация моноида нагляднее, поскольку не зависит от конгру-
энций полигона SS. Показано, что теория любого слабо инъективного полигона
SQ такого, что sa 6= a для всех a ∈ Q и s ∈ S, s 6= 1, примитивно нормальна
(теорема 3).

§ 1. Предварительные сведения

Напомним некоторые сведения из теории полигонов и теории моделей, ко-
торые можно найти в [13–15].

Всюду ниже S будет обозначать моноид, 1 — единицу S.
Алгебраическая система 〈A;LS〉 языка LS = {s(1) | s ∈ S} называет-

ся (левым) S-полигоном (или полигоном над S, или просто полигоном), если
s1(s2a) = (s1s2)a и 1a = a для любых s1, s2 ∈ S, a ∈ A. Полигон 〈A; s〉s∈S
будем обозначать через SA. Все рассматриваемые в работе полигоны являются
левыми S-полигонами. Подсистема SB полигона SA называется подполигоном
полигона SA.

Под копроизведением полигонов SAi, i ∈ I, будем понимать их дизъюнктное
объединение и обозначать его через

⊔
i∈I

SAi.

Будем говорить, что гомоморфизм ϕ : SB → SC полигонов продолжает
гомоморфизм f : SA→ SC полигонов, где A ⊆ B, если ϕ|A = f , т. е. ϕ(a) = f(a)
для любого a ∈ A.

Инъективным полигоном называется полигон SQ такой, что для любых
полигонов SA, SB, для любого мономорфизма ı : SA → SB и для любого го-
моморфизма ϕ : SA → SQ существует гомоморфизм ϕ : SB → SQ такой, что
ϕı = ϕ, т. е. такой, что диаграмма
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SQ

коммутативна.
Ясно, что мономорфизм ı : SA → SB в данном определении можно заме-

нить вложением ı(A) ⊆ B, а гомоморфизм ϕ : SA → SQ — гомоморфизмом
ϕ′ : ı(A) → SQ (ϕ′(ı(a)) = ϕ(a) для любого a ∈ A), т. е. имеет место следующее

Замечание 1. Полигон SQ инъективен тогда и только тогда, когда для
любого полигона SB, для любого подполигона SA полигона SB и для любого
гомоморфизма ϕ : SA→ SQ существует гомоморфизм ϕ : SB → SQ, продолжа-
ющий ϕ, т. е. такой, что диаграмма
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коммутативна.
Через S-Inj обозначим класс всех инъективных полигонов над S.

Факт 1 [13, следствие 3.1.6]. Каждый полигон может быть вложен в инъ-
ективный полигон.

Наименьший по включению из всех инъективных полигонов, содержащих
полигон SA, будем называть инъективной оболочкой полигона SA и обозначать
через SA.

Полигон SQ называется слабо инъективным полигоном, если для любого
левого идеала I моноида S и любого гомоморфизма ϕ : SI → SQ существует
гомоморфизм ϕ : SS → SQ, продолжающий ϕ, т. е. такой, что диаграмма
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SQ

коммутативна.
Через S-WInj обозначим класс всех слабо инъективных полигонов над S.
Полигон SQ называется главно слабо инъективным полигоном, если для

любого главного левого идеала Ss моноида S и любого гомоморфизма ϕ : SSs→
SQ существует гомоморфизм ϕ : SS → SQ, продолжающий ϕ, т. е. такой, что
диаграмма

SSs

ϕ

��

⊆ SS

ϕ
vvnn
nn
nn
nn
nn
nn
n

SQ

коммутативна.
Через S-PWInj обозначим класс всех главно слабо инъективных полигонов

над S.

Замечание 2. Для моноида S имеют место следующие включения:
S-Inj ⊆ S-WInj ⊆ S-PWInj.

Факт 2 [13, утверждение 3.3.4]. Если SQi, i ∈ I, — главно слабо инъ-
ективные подполигоны полигона SQ, то

⋃
i∈I

SQi — главно слабо инъективный

полигон.

Пусть SA — полигон. Кортежи элементов 〈a1, . . . , an〉 из A и переменных
〈x1, . . . , xn〉 будем обозначать соответственно через ā и x̄, длину кортежа v̄ —
через l(v̄), i-й элемент кортежа v̄ — через v̄(i). Вместо ā ∈ An будем писать
ā ∈ A.

Конгруэнцией полигона SA называется отношение эквивалентности θ на A
такое, что для любых s ∈ S и a, b ∈ A из 〈a, b〉 ∈ θ следует 〈sa, sb〉 ∈ θ. Будем
говорить, что конгруэнция θ полигона SA порождается множеством B ⊆ A2,
если θ — наименьшая относительно включения конгруэнция полигона SA, со-
держащая множество B. Сформулируем лемму Мальцева [14] для полигонов.

Факт 3 (лемма Мальцева). Пусть ρ — наименьшая конгруэнция полиго-
на SA, содержащая X ⊆ A2. Тогда для любых a, b ∈ A имеет место aρb
в том и только том случае, когда a = b или существуют m ≥ 1, элементы
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d1, . . . , dm, d′1, . . . , d
′
m ∈ A и t1, . . . , tm ∈ S такие, что 〈di, d′i〉 ∈ X или 〈d′i, di〉 ∈ X

для любых i, 1 ≤ i ≤ m, и

a = t1d1, tid
′
i = ti+1di+1, 1 ≤ i < m, tmd

′
m = b.

Пусть ξ — предельный ординал. Множество X называется конфинальным
в ξ, если X ⊆ ξ и ξ =

⋃
X. Конфинальность ординала ξ, обозначаемая через

cf(ξ), есть наименьший кардинал α такой, что множество мощности α конфи-
нально в ξ. Кардинал α называется регулярным, если cf(α) = α, и сингуляр-
ным, если cf(α) < α.

Факт 4 [15, A.26]. Для каждого ординала ε существует сингулярный кар-
динал ξ > ε.

Моноид S называется линейно упорядоченным, если множество {Ss | s ∈ S}
линейно упорядочено относительно включения.

Если A = 〈A;L〉 — алгебраическая система языка L, �(x̄, ȳ) — формула
языка L, ā ∈ A, l(a) = l(y), то через �(A, ā) будем обозначать множество {b̄ ∈
A | A � �(b̄, ā)}. Формула ∃x̄(�0∧ . . .∧�k), где �i, i ≤ k, — атомарные формулы
языка L, называется примитивной.

Пусть T — полная теория языка L. Как обычно, фиксируем некоторую
достаточно насыщенную модель C теории T с носителем C, содержащую все
рассматриваемые модели теории T как элементарные подмодели. Пусть �(x̄, ȳ)
— примитивная формула языка L, ā ∈ A, l(ā) = l(ȳ). Множество вида �(C, ā)
называется примитивным. Если b̄ ∈ C и l(b̄) = l(ȳ), то множества �(C, ā) и
�(C, b̄) называются примитивными копиями.

Теория T называется примитивно нормальной, если X = Y или X ∩Y = ∅
для любых примитивных копий X и Y . Алгебраическая система A языка L на-
зывается примитивно нормальной, если Th(A) примитивно нормальна. Класс
K алгебраических систем языка L называется примитивно нормальным, если
теория Th(A) примитивно нормальна для любой A ∈ K . В случае модуля M
над ассоциативным кольцом R примитивные копии являются классами смеж-
ности некоторой подгруппы, поэтому теории модулей примитивно нормальны.

Факт 5 [7, теорема 1]. Класс всех полигонов над S примитивно нормален
тогда и только тогда, когда S — линейно упорядоченный моноид.

§ 2. Примитивная нормальность класса S-PWInj

Теорема 1. Класс S-PWInj примитивно нормален тогда и только тогда,
когда S — линейно упорядоченный моноид.

Доказательство. Достаточность следует из факта 5.
Необходимость. Предположим, что S — не линейно упорядоченный мо-

ноид, т. е. существуют такие s, t ∈ S, что Ss * St и St * Ss. Через SSi, 1 ≤ i ≤
3, обозначим копию полигона SS, через ri — копию элемента r ∈ S в Si. Пусть

θ — конгруэнция полигона
3⊔
i=1

SS
i
, порожденная множеством {〈t1, t2〉, 〈s2, s3〉},

SQ =
(

3⊔
i=1

SS
i
)
/θ. Так как ограничение θ на полигон SS

i
, 1 ≤ i ≤ 3, — нулевая

конгруэнция и SS
i ∈ S-Inj ⊆ S-PWInj, по факту 2 SQ ∈ S-PWInj. Пусть

�(x, y) � ∃z(x = sz ∧ tz = y).
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Тогда
SQ � �(s1/θ, t1/θ) ∧ �(s2/θ, t1/θ) ∧ �(s2/θ, t3/θ),

т. е. t1/θ ∈ �(s1/θ, SQ) ∩ �(s2/θ, SQ), t3/θ ∈ �(s2/θ, SQ). В силу примитивной
нормальности класса S-PWInj отсюда следует, что t3/θ ∈ �(s1/θ, SQ), т. е.

SQ � s1/θ = sr/θ ∧ tr/θ = t3/θ

для некоторого r ∈
3⊔
i=1

SS
i
. Из соотношения 〈s1, sr〉 ∈ θ по лемме Мальцева

следует, что s1 = sr или s1 = r1u для некоторого u ∈ {t1, t2, s2, s3}. Поскольку
Ss * St и S

1∩S2
= S

1∩S3
= ∅, последнее невозможно. Следовательно, s1 = sr.

Аналогично t3 = tr, т. е. r ∈ S1 ∩ S3
= ∅; противоречие. Теорема доказана.

§ 3. Примитивная нормальность класса S-WInj

Пусть SA — полигон, a ∈ A, s ∈ S \ {1}, t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r =
{rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅. Будем говорить, что выполняется условие
P1(SA, a, s, t, r), если

a = sa,
a 6∈

⋃
{Stja | j ∈ J} ∪

⋃
{Srka | k ∈ K},

tja 6∈
⋃
{Srka | k ∈ K} для любых j ∈ J ,

rka 6∈
⋃
{Stja | j ∈ J} для любых k ∈ K.

Лемма 1. Пусть существуют u, s ∈ S, s 6= 1, J и K — конечные множества,
t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r = {rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅, конгруэнция ρ полигона
SS такие, что

1) выполняется условие P1(SS/ρ, u/ρ, s, t, r),
2) не существует w ∈ S такого, что выполняется условие P1(SS,w, s, t, r) и

существует гомоморфизм полигонов

ϕ :
⋃
{SStjw | j ∈ J} ∪

⋃
{SSrkw | k ∈ K} → SS/ρ

такой, что ϕ(tjw) = tju/ρ для любых j ∈ J и ϕ(rkw) = rku/ρ для любых k ∈ K.
Тогда класс S-WInj не примитивно нормальный.
Доказательство. Пусть условия леммы выполняются. Через SSi, 1 ≤

i ≤ 3, обозначим копию полигона SS/ρ, через (a/ρ)i — копию элемента a/ρ ∈ S/ρ

в Si. Пусть θ — конгруэнция полигона
3⊔
i=1

SSi, порожденная множеством

{〈(tju/ρ)1, (tju/ρ)2〉 | j ∈ J} ∪ {〈(rku/ρ)2, (rku/ρ)3〉 | k ∈ K},

SA =

(
3⊔
i=1

SS
i

)
/θ,

b̄1(k) = (rku/ρ)1/θ, b̄3(k) = (rku/ρ)2/θ, где k ∈ K,

b̄2(j) = (tju/ρ)1/θ, b̄4(j) = (tju/ρ)3/θ, где j ∈ J.

Пусть nt = |J |, nr = |K|. Тогда l(b̄1) = l(b̄3) = nr и l(b̄2) = l(b̄4) = nt. Пусть
�(x̄, ȳ) � ∃z�(x̄, ȳ, z) — примитивная формула, где l(x̄) = nr, l(ȳ) = nt,

�(x̄, ȳ, z) �
∧
k∈K

x̄(k) = rkz ∧
∧
j∈J

ȳ(j) = tjz ∧ sz = z.
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Покажем, что

b̄1(k) 6∈
⋃
{Sb̄4(j) | j ∈ J}, k ∈ K, b̄4(j) 6∈

⋃
{Sb̄1(k) | k ∈ K}, j ∈ J. (1)

Предположим, например, что b̄1(k) = sb̄4(j) для некоторых k ∈ K, j ∈ J . Тогда
〈(rku/ρ)1, (stj/ρ)3〉 ∈ θ. По лемме Мальцева (rku/ρ)1 = (stj/ρ)3 или (rku/ρ)1s′v
для некоторого v ∈

⋃
{(tju/ρ)1 | j ∈ J} ∪

⋃
{(tju/ρ)2 | j ∈ J} ∪

⋃
{(rku/ρ)2 | k ∈

K} ∪
⋃
{(rku/ρ)3 | k ∈ K}, что противоречит условию P1(SS/ρ, u/ρ, s, t, r). Так

как

SA � �(b̄1, b̄2, (u/ρ)1/θ), SA � �(b̄3, b̄2, (u/ρ)2/θ), SA � �(b̄3, b̄4, (u/ρ)3/θ),

то b̄1 ∈ �(SA, b̄2), b̄3 ∈ �(SA, b̄2) ∩ �(SA, b4), следовательно, b̄1 ∈ �(SB, b̄2),
b̄3 ∈ �(SB, b̄2) ∩ �(SB, b̄4) для любого полигона SB ⊇ SA.

Покажем, что существует содержащий SA не примитивно нормальный по-
лигон SQ ∈ S-WInj такой, что b̄1 /∈ �(SQ, b̄4).

Пусть κ — сингулярный кардинал такой, что κ ≥ |S|. Построим полигоны
SAε, ε < κ, такие, что SAε ⊆ SAζ , ε < ζ < κ, b̄1 /∈ �(SAε, b̄4) и SAε удовлетворя-
ют условию

(∗) для любого левого идеала I в S и любого гомоморфизма ψ : SI −→ SAε
существует гомоморфизм ψ̄ : SS −→ SAε+1, продолжающий ψ.

Полагаем SA0 =SA. Предположим, что ζ < κ, ζ — предельный ординал
и полигоны SAε, ε < ζ, удовлетворяющие условию (∗), построены. Полагаем
SAζ =

⋃
ε<ζ

SAε. Ясно, что b̄1 /∈ �(SAζ , b̄4).

Предположим, что ζ = ε+1, а полигон SAε, обладающий всеми требуемыми
свойствами, уже построен. Для произвольных левого идеала I в S и гомомор-
физма ψ : SI −→ SAε через �I,ψ обозначим конгруэнцию S2 ∪ kerψ полигона
SS, а через SSI,ψ — фактор-систему SS/�I,ψ. Заметим, что |u/�I,ψ| = 1 для
любого u 6∈ I. Пусть

SB =
⊔
{SSI,ψ | I — левый идеал в S, ψ : SI −→ SAε — гомоморфизм},

η = B2 ∪ {〈u/�I,ψ, v/�J,ξ〉 ∈ I/�I,ψ × J/�J,ξ | I, J — левые идеалы в S;

ψ : SI −→ SAε, ξ : SJ −→ SAε — гомоморфизмы;ψ(u) = ξ(v)}.
Нетрудно видеть, что η является конгруэнцией полигона SB. Полагаем SAζ =
SB/η.

Далее для элемента a ∈ Aε рассмотрим гомоморфизм

ϕa : SS −→ SAε, ϕa : v 7→ va.

Тогда 1/�S,ϕa ∈ S�S,ϕa и (1/�S,ϕa)/η ∈ Aζ . Непосредственно из определения
следует, что отображение

β : SAε −→ SAζ , β : a 7→ (1/�S,ϕa)/η

является изоморфным вложением. Таким образом, можно отождествить эле-
менты a и β(a) и считать, что SAε ⊆ SAζ . Тогда для произвольного левого
идеала I в S и любого гомоморфизма ϕ : SI −→ SAε отображение

ϕ : SS −→ SAζ , ϕ : u 7→ (u/�I,ϕ)/η

является гомоморфизмом и продолжает ϕ.
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Предположим, что b̄1 ∈ �(SAζ , b̄4), т. е. b̄1(k) = rka для всех k ∈ K,
b̄4(j) = tja для всех j ∈ J и sa = a для некоторого a ∈ Aζ . По предположению
индукции a 6∈ Aε. Тогда a = (w/�I,ϕ)/η ∈ Aζ \ Aε для некоторого w ∈ S.
Если 〈w/�I,ϕ, v/�J,ξ〉 ∈ η для некоторых v ∈ S, левого идеала J моноида S и
гомоморфизма ξ : SJ −→ SAε, то ϕ(w) = ξ(v) ∈ SAε и 〈w/�I,ϕ, 1/�S,ϕϕ(w)〉 ∈ η,
т. е. a ∈ Aε; противоречие. Следовательно, |(w/�I,ϕ)/η| = 1 и sw = w. Так как
b̄1(k) = rka для всех k ∈ K, b̄4(j) = tja для всех j ∈ J и⋃

{Sb̄1(k) | k ∈ K} ∪
⋃
{Sb̄4(j) | j ∈ J} ⊆ A0,

то
w 6∈

⋃
{Stjw | j ∈ J} ∪

⋃
{Srkw | k ∈ K}.

Из (1) следует, что

tjw 6∈
⋃
{Srkw | k ∈ K} для всех j ∈ J,

rkw 6∈
⋃
{Stjw | j ∈ J} для всех k ∈ K.

Следовательно, условие P1(SS,w, s, t, r) выполняется. Ясно, что отображение

ϕ :
⋃
{Stjw | j ∈ J} ∪

⋃
{Srkw | k ∈ K} → SS/ρ,

ϕ(tjw) = tju/ρ, ϕ(rkw) = rku/ρ

является гомоморфизмом. Получили противоречие с условием 2 леммы. Сле-
довательно, b̄1 6∈ �(SAζ , b̄4).

Через SQ обозначим полигон
⋃
ζ<κ

Aζ . Ясно, что SQ содержит SA и b̄1 6∈

�(SQ, b̄4). Пусть SI ⊆ SS и ψ : SI −→ SQ — гомоморфизм. Так как |I| ≤ |S|, в
силу сингулярности кардинала κ ≥ |S| существует ε < κ такой, что ψ(I) ⊆ Aε.
По построению полигона SAε+1 существует гомоморфизм ψ̄ : SS −→ SAε+1,
продолжающий ψ. Следовательно, существует гомоморфизм ¯̄ψ : SS −→ SQ,
продолжающий ψ. Таким образом, SQ ∈ S-WInj и класс S-WInj не примитив-
но нормален.

Теорема 2. Пусть S — конечный моноид. Класс S-WInj примитивно нор-
мален тогда и только тогда, когда для любых элементов u, s ∈ S, s 6= 1, любых
t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r = {rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅, и любой конгруэнции ρ
полигона SS если выполняется условие P1(SS/ρ, u/ρ, s, t, r), то существует w ∈ S
такой, что выполняется условие P1(SS,w, s, t, r) и существует гомоморфизм

ϕ :
⋃
{Stjw | j ∈ J} ∪

⋃
{Srkw | k ∈ K} → SS/ρ

такой, что ϕ(tjw) = tju/ρ для любых j ∈ J и ϕ(rkw) = rku/ρ для любых k ∈ K.
Доказательство. Необходимость следует из леммы 1.
Достаточность. Пусть условия теоремы выполняются, SQ — слабо инъ-

ективный полигон. Покажем, что теория Th(SQ) примитивно нормальна. Пусть
S = {s0, . . . , sm}, �(x̄, ȳ) — примитивная формула, �(x̄, ȳ) � ∃z̄�(x̄, ȳ, z̄), где

�(x̄, ȳ, z̄) �
∧

〈i,j〉∈I1

s1i x̄
(
l1i
)

= t1j x̄
(
l1j
)
∧

∧
〈i,j〉∈I2

s2i x̄
(
l2i
)

= t2j z̄
(
l2j
)
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∧
∧

〈i,j〉∈I3

s3i z̄
(
l3i
)

= t3j z̄
(
l3j
)
∧

∧
〈i,j〉∈I4

s4i ȳ
(
l4i
)

= t4j z̄
(
l4j
)

∧
∧

〈i,j〉∈I5

s5i ȳ
(
l5i
)

= t5j ȳ
(
l5j
)
∧

∧
〈i,j〉∈I6

s6i ȳ
(
l6i
)

= t6j x̄
(
l6j
)
,

ski , t
k
j ∈ S для всех 〈i, j〉 ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ 6. Предположим, что

ā2 ∈ �(Q, ā1) ∩ �(Q, ā4), ā3 ∈ �(Q, ā4), ā1, ā2, ā3, ā4 ∈ Q,

l(ā2) = l(ā3) = l(x̄), l(ā1) = l(ā4) = l(ȳ),

т. е.
SQ � �(ā2, ā1, b̄21) ∧ �(ā2, ā4, b̄24) ∧ �(ā3, ā4, b̄34)

для некоторых b̄21, b̄24, b̄34 ∈ Q, l(b̄21) = l(b̄24) = l(b̄34) = l(z̄). Покажем, что
ā3 ∈ �(Q, ā1). Ясно, что

SQ �
∧

〈i,j〉∈I1

s1i ā3
(
l1i
)

= t1j ā3
(
l1j
)
∧

∧
〈i,j〉∈I5

s5i ā1
(
l5i
)

= t5j ā1
(
l5j
)
.

Пусть 〈i, j〉 ∈ I6. Тогда

s6i ā1
(
l6i
)

= t6j ā2
(
l6j
)

= s6i ā4
(
l6i
)

= t6j ā3
(
l6j
)
.

Следовательно,
SQ �

∧
〈i,j〉∈I6

s6i ā1
(
l6i
)

= t6j ā3
(
l6j
)
.

Введем обозначения:

M = {ū(l) | ū ∈ {x̄, ȳ, z̄}, l ≤ l(ū)},

�(x̄, ȳ, z̄) � �(x̄, ȳ, z̄) ∧
∧
{sz̄(l) = s′z̄(l) | s, s′ ∈ S, l ≤ l(z̄),

sb̄34(l) = s′b̄34(l), sb̄24(l) = s′b̄24(l), sb̄21(l) = s′b̄21(l)}.

На множестве M определим отношение η следующим образом: для любых
ū1(l1), ū2(l2) ∈M

〈ū1(l1), ū2(l2)〉 ∈ η ⇐⇒ существуют n ∈ ω,
ū0(l0), . . . , ūn(ln) ∈M, r1, r2, r

i
1, r

i
2 ∈ S, 0 ≤ i ≤ n, такие, что

� (x̄, ȳ, z̄) ` r1ū1(l1) = r01ū
0(l0) ∧

∧
0≤i<n

ri2ū
i(li)

= ri+1
1 ūi+1(li+1) ∧ rn2 ūn(ln) = r2ū2(l2).

Ясно, что η — отношение эквивалентности на M . Для доказательства теоремы
достаточно для любого M ′ ∈M/η и для любых z̄(l) ∈M ′ найти b̄(l) такие, что

SQ �
∧

〈i,j〉∈I2,
z̄(l2j )∈M

′

s2i ā3
(
l2i
)

= t2j b̄
(
l2j
)
∧

∧
〈i,j〉∈I3,
z̄
(
l3i

)
∈M ′,

z̄
(
l3j

)
∈M ′

s3i b̄
(
l3i
)

= t3j b̄
(
l3j
)
∧

∧
〈i,j〉∈I4,
z̄
(
l4j

)
∈M ′

s4i ā1
(
l4i
)

= t4j b̄
(
l4j
)
. (2)
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Элемент rz̄(l), где r ∈ S, z̄(l) ∈ M ′, назовем петлей, если �(x̄, ȳ, z̄) `
srz̄(l) = rz̄(l) для некоторого s ∈ S \ {1} и для любых s′, s′′ ∈ S и некоторых
ū(l1), ū(l2) ∈M ′ из

�(x̄, ȳ, z̄) `q(s′rz̄(l) = rz̄(l))∧q(s′′rz̄(l)

= rz̄(l)) ∧ s′rz̄(l) = s1ū(l1) ∧ s′′rz̄(l) = s2ū(l2)

следует
� (x̄, ȳ, z̄) ` s′rz̄(l) = ts′′rz̄(l) ∨ ts′rz̄(l) = s′′rz̄(l)

для некоторого t ∈ S.
Покажем идею доказательства на двух примерах.
Пример 1. Пусть

�(x, y, z) � � (x, y, z) � s1x = t1z ∧ s2y = t2z,

� 6` t1z = z, � 6` t2z = z, (3)

SQ � �(a2, a1, b21) ∧ �(a2, a4, b24) ∧ �(a3, a4, b34). (4)

Необходимо построить элемент b ∈ Q такой, что SQ � �(a3, a1, b). Ясно, что
если такой b ∈ Q существует, то t1b = s1a3 и t2b = s2a1. Введем обозначения:
c1 = s1a3 = t1b34, c2 = s2a1 = t2b21. Построим гомоморфизм ϕ : SSt1 ∪ SSt2 →
SQ следующим образом: ϕ(st1) = sc1 и ϕ(st2) = sc2 для любых s ∈ S. Из
слабой инъективности полигона SQ следует существование гомоморфизма ϕ̄ :
SS → SQ, продолжающего ϕ. Полагаем b = ϕ(1).

Пример 2. Пусть

�(x, y, z) � �(x, y, z) � s1x = t1z ∧ s2y = t2z ∧ t3z = t4z

и выполняются условия (3), (4). Для построения элемента b ∈ Q такого, что
SQ � � (a3, a1, b), строим элементы c1, c2 так же, как в примере 1, и элемент
c3 — следующим образом: если t3z — петля или � 6` rt3z = t3z для любого
r ∈ S, то полагаем c3 = t3b34 в случае � ` r1x = r2t3z для некоторых r1, r2 ∈ S и
c3 = t3b21 в противном случае; если t3z не петля и � ` rt3z = t3z для некоторого
r ∈ S, то для построения элемента c3 используем условие P1 теоремы. Строим
гомоморфизм ϕ : SSt1 ∪ SSt2 ∪ SSt3 → SQ следующим образом: ϕ(st1) = sc1,
ϕ(st2) = sc2, ϕ(st3) = sc3 для любых s ∈ S. Элемент b ∈ Q находим, как в
примере 1.

Пусть M ′ ∈ M/η такой, что z̄(l) ∈ M ′ для некоторого l ≤ l(z̄), M ′ =
{ū0(l0), . . . , ūn(ln)}. Можно считать, что ūi(li) = x̄(li) для 0 ≤ i ≤ n1, li ≤ l(x̄),
ūi(li) = z̄(li) для n1 + 1 ≤ i ≤ n2, li ≤ l(z̄), ūi(li) = ȳ(li) для n2 + 1 ≤ i ≤ n,
li ≤ l(ȳ).

Для всех элементов z̄(l) ∈M ′ зафиксируем все петли: rl0z̄(l), . . . , rlnl z̄(l).
Построение элементов b̄(l) для переменных z̄(l) ∈M ′ разобьем на несколько

этапов.
Для z̄(l) ∈ M ′ и si ∈ S, где 0 ≤ i ≤ m, через cli обозначим элементы

полигона SQ со следующими свойствами:
Rxi (s, s′, l, l′) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′x̄(l′) = ssiz̄(l) =⇒ s′ā3(l′) = scli,
Ryi (s, s

′, l, l′) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′ȳ(l′) = ssiz̄(l) =⇒ s′ā1(l′) = scli,
Rzi,j(s, s′, l) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = ssiz̄(l) =⇒ s′clj = scli, где j < i,
Rzi (s, s′, l) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′siz̄(l) = ssiz̄(l) =⇒ s′cli = scli.
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Кроме того, если z̄(l′) ∈ M ′, rl
′

k ∈
{
rl

′

0 , . . . , r
l′
nl′

}
, т. е. rl

′

k z̄(l
′) — петля, то эле-

менты cli удовлетворяют условиям
Li,k(s, s′, l, l′) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl′k z̄(l′) = ssiz̄(l) =⇒ s′cl

′

k = scli.
Если элемент b̄(l′) уже построен, то элементы cli удовлетворяют свойствам

Bi(s, s′, l, l′) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′z̄(l′) = ssiz̄(l) =⇒ s′b̄(l′) = scli.

Этап 1. Построение элементов cli ∈ Q для любых z̄(l) ∈ M ′ и si ∈{
rl0, . . . , r

l
nl

}
, т. е. для любой петли siz̄(l).

Достаточно построить элементы cli ∈ Q только для таких si ∈
{
rl0, . . . , r

l
nl

}
,

что для любых sj ∈
{
rl0, . . . , r

l
nl

}
, sj 6= si, из соотношения �(x̄, ȳ, z̄) 0 siz̄(l) =

sj z̄(l) следует �(x̄, ȳ, z̄) 0 siz̄(l) = tsj z̄(l) для любого t ∈ S. Рассмотрим несколь-
ко случаев.

Случай 1. �(x̄, ȳ, z̄) 0 t1ȳ(l1) = tsiz̄(l) для любых t1, t ∈ S, ȳ(l1) ∈ M ′.
Полагаем cli = sib̄34(l).

Случай 2. Случай 1 не выполняется и �(x̄, ȳ, z̄) 0 t2x̄(l2) = t3siz̄(l) для
любых t2, t3 ∈ S, x̄(l2) ∈M ′. Полагаем cli = sib̄21(l).

Случай 3. Случаи 1 и 2 не выполняются, т. е.

�(x̄, ȳ, z̄) ` r1x̄(l1) = r2siz̄(l) ∧ t1ȳ(l2) = t2siz̄(l)

для некоторых r1, r2, t1, t2 ∈ S, x̄(l1), ȳ(l2) ∈ M ′. Так как siz̄(l) — петля, суще-
ствует t ∈ S такой, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` tr2siz̄(l) = t2siz̄(l) ∨ r2siz̄(l) = tt2siz̄(l).

Случай 3.1. Можно выбрать r1, r2 ∈ S, удовлетворяющие следующему
условию:

(∗) �(x̄, ȳ, z̄) ` r1x̄(l1) = r2siz̄(l) и ∀t1, t2 ∈ S(�(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) = t2siz̄(l)
⇒ ∃t ∈ S(�(x̄, ȳ, z̄) ` tr2siz̄(l) = t2siz̄(l))).

Полагаем cli = sib̄34(l).
Случай 3.2. Случай 3.1 не выполняется, т. е. для любых r1, r2 ∈ S условие

(∗) не выполняется. Полагаем cli = sib̄21(l).
Заметим, что cli ∈ {sib̄21(l), sib̄34(l)} для любой петли siz̄(l), где z̄(l) ∈M ′.
Покажем выполнение свойств Rxi (s, s′, l, l′), Ryi (s, s

′, l, l′), Rzi,j(s, s′, l),
Rzi (s, s′, l), Li,k(s, s′, l, l′) для построенных элементов cli. Пусть, например, cli =
sib̄21(l) (если cli = sib̄34(l), то рассуждения аналогичны). Тогда выполняется ли-
бо случай 2, либо случай 3.2. Свойства Ryi (s, s

′, l, l′) и Rzi (s, s′, l) выполняются
очевидно.

Покажем выполнение свойства Rxi (s, s′, l, l′). Предположим, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` s′x̄(l′) = ssiz̄(l).

Так как случай 2 невозможен, имеет место случай 3.2. Тогда для s′, s существу-
ют такие t1, t2, t ∈ S, ȳ(l2) ∈M ′, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) = t2siz̄(l) ∧ ssiz̄(l) = tt2siz̄(l).

Поскольку
�(x̄, ȳ, z̄) ` s′x̄(l′) = tt2siz̄(l) ∧ tt2siz̄(l) = tt1ȳ(l2),

то
s′ā3(l′) = tt1ā1(l2) = tt2sib̄21(l) = tt2c

l
i = scli
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и свойство Rxi (s, s′, l, l′) выполняется.
Докажем свойства Rzi,j(s, s′, l). Пусть �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = ssiz̄(l). Доста-

точно рассмотреть случай clj = sj b̄34(l), т. е. clj удовлетворяет случаю 1 или
случаю 3.1. Если clj удовлетворяет случаю 1, то, поскольку siz̄(l) — петля, cli
также удовлетворяет случаю 1; противоречие. Следовательно, clj удовлетво-
ряет случаю 3.1 и, поскольку sj z̄(l) — петля, cli удовлетворяет случаю 3.2. Так
как clj удовлетворяет случаю 3.1, существуют r1, r2 ∈ S, удовлетворяющие усло-
вию (∗). Пусть t ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = tr2sj z̄(l). Тогда из того,
что cli удовлетворяет случаю 3.2 и �(x̄, ȳ, z̄) ` tr1x̄(l1) = ssiz̄(l), следует, что
существуют такие t1, t2, t′ ∈ S, ȳ(l2) ∈M ′, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) = t2siz̄(l) ∧ ssiz̄(l) = t′t2siz̄(l).

Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` tr1x̄(l1) = t′t1ȳ(l2). Поэтому

s′clj = s′sj b̄34(l) = ssib̄34(l) = tr1ā3(l1) = t′t1ā4(l2) = tr1ā2(l1) = ssib̄21(l) = scli

и свойство Rzi,j(s, s′, l) выполняется. Пусть t ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` ts′sj z̄(l)
= r2sj z̄(l). Так как �(x̄, ȳ, z̄) ` tssiz̄(l) = r1x̄(l1) и cli удовлетворяет случаю
3.2, существуют такие t1, t2 ∈ S, ȳ(l2) ∈ M ′, что �(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) = t2siz̄(l).
Поскольку siz̄(l) — петля, существует t′ ∈ S такой, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t′ssiz̄(l) = t2siz̄(l) ∨ ssiz̄(l) = t′t2siz̄(l).

Предположим, что �(x̄, ȳ, z̄) ` t′ssiz̄(l) = t2siz̄(l). Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) =
t′s′sj z̄(l). Так как clj удовлетворяет случаю 3.1, существует t′′ ∈ S такой, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t′s′sj z̄(l) = t′′r2sj z̄(l);

противоречие с тем, что cli удовлетворяет случаю 3.2. Следовательно,

�(x̄, ȳ, z̄) ` ssiz̄(l) = t′t2siz̄(l).

Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t′t1ȳ(l2) = s′sj z̄(l). Так как clj удовлетворяет случаю 3.1,
существует t′′ ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = t′′r2sj z̄(l). Следовательно,
�(x̄, ȳ, z̄) ` t′′r1x̄(l1) = t′t1ȳ(l2). Поэтому

s′clj = s′sj b̄34(l) = t′t1ā4(l2) = t′′r1ā2(l1)

= t′′r2sj b̄21(l) = s′sj b̄21(l) = ssib̄21(l) = scli

и свойство Rzi,j(s, s′, l) выполняется.
Покажем выполнение свойства Li,k(s, s′, l, l′). Пусть �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl′k z̄(l′) =

ssiz̄(l). Достаточно рассмотреть случай cl
′

k = rl
′

k b̄34(l
′), т. е. cl

′

k удовлетворя-
ет случаю 1 или случаю 3.1. Если cl

′

k удовлетворяет случаю 1, то, поскольку
siz̄(l) — петля, cli также удовлетворяет случаю 1; противоречие. Следователь-
но, cl

′

k удовлетворяет случаю 3.1 и, поскольку rl
′

k z̄(l
′) — петля, cli удовлетворяет

случаю 3.2. Так как cl
′

k удовлетворяет случаю 3.1, существуют r1, r2 ∈ S, удовле-
творяющие условию (∗). Пусть t ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl′k z̄(l′) = tr2rl

′

k z̄(l
′).

Тогда из того, что cli удовлетворяет случаю 3.2 и �(x̄, ȳ, z̄) ` tr1x̄(l1) = ssiz̄(l),
следует, что существуют такие t1, t2, t′ ∈ S, ȳ(l2) ∈M ′, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) = t2siz̄(l) ∧ ssiz̄(l) = t′t2siz̄(l).
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Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` tr1x̄(l1) = t′t1ȳ(l2). Поэтому

s′cl
′

k = s′rl
′

k b̄34(l
′) = ssib̄34(l) = tr1ā3(l1) = t′t1ā4(l2) = tr1ā2(l1) = ssib̄21(l) = scli

и свойство Li,k(s, s′, l, l′) выполняется. Пусть t ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) `
ts′rl

′

k z̄(l
′) = r2rl

′

k z̄(l
′). Так как �(x̄, ȳ, z̄) ` tssiz̄(l) = r1x̄(l1) и cli удовлетворя-

ет случаю 3.2, существуют такие t1, t2 ∈ S, ȳ(l2) ∈M ′, что �(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) =
t2siz̄(l). Поскольку siz̄(l) — петля, существует t′ ∈ S такой, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t′ssiz̄(l) = t2siz̄(l) ∨ ssiz̄(l) = t′t2siz̄(l).

Предположим, что �(x̄, ȳ, z̄) ` t′ssiz̄(l) = t2siz̄(l). Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1ȳ(l2) =
t′s′rl

′

k z̄(l
′). Так как cl

′

k удовлетворяет случаю 3.1, существует t′′ ∈ S такой, что

�(x̄, ȳ, z̄) ` t′s′rl
′

k z̄(l
′) = t′′r2r

l′

k z̄(l
′);

противоречие с тем, что cli удовлетворяет случаю 3.2. Следовательно,

�(x̄, ȳ, z̄) ` ssiz̄(l) = t′t2siz̄(l).

Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t′t1ȳ(l2) = s′rl
′

k z̄(l
′). Так как cl

′

k удовлетворяет случаю 3.1,
существует t′′ ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl′k z̄(l′) = t′′r2rl

′

k z̄(l
′). Следовательно,

�(x̄, ȳ, z̄) ` t′′r1x̄(l1) = t′t1ȳ(l2). Поэтому

s′cl
′

k = s′rl
′

k b̄34(l
′) = t′t1ā4(l2)

= t′′r1ā2(l1) = t′′r2r
l′

k b̄21(l
′) = s′rl

′

k b̄21(l
′) = ssib̄21(l) = scli

и свойство Li,k(s, s′, l, l′) выполняется.
Таким образом, для любых z̄(l) ∈ M ′ и si ∈

{
rl0, . . . , r

l
nl

}
элементы cli ∈ Q

построены.
Зафиксируем z̄(l1) ∈M ′ такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` r′ȳ(l′) = r0z̄(l1) для некото-

рых r0, r′ ∈ S, ȳ(l′) ∈M ′, l′ ≤ l(ȳ). Если такого z̄(l1) не существует, то выберем
z̄(l1) такое, что �(x̄, ȳ, z̄) ` r′x̄(l′) = r0z̄(l1) для некоторых r0, r′ ∈ S, x̄(l′) ∈M ′,
l′ ≤ l(x̄).

Этап 2. Построение элемента b̄(l1) для z̄(l1).
Пусть l = l1. Для удобства построения элементов cl0, . . . , clm перенумеруем

множество S, считая, что si = rli для i ∈ {0, . . . , nl}, причем если nl+1 = 0, т. е.
множество

{
rl0, . . . , r

l
nl

}
пусто, то s0 = r0. Кроме того, можно ограничиться

рассмотрением элементов si ∈ S, i > nl, таких, что si 6= 1 и �(x̄, ȳ, z̄) 0 siz̄(l) =
tsj z̄(l) для любых j > nl, j 6= i, t ∈ S.

Для случая nl +1 = 0 полагаем cl0 = s0b̄21(l) = r′ā1(l′) ∈ Q. Ясно, что свой-
ства Rx0(s, s′, l, l′), Ry0(s, s′, l, l′), Rz0(s, s′, l) выполняются. Покажем выполнение
свойств L0,k(s, s′, l, l1). Пусть rl1k z̄(l1) — петля и �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl1k z̄(l1) = ss0z̄(l).
Если cl1k = rl1k b̄21(l1), то равенство s′cl

′

k = scli очевидно. Пусть cl1k = rl1k b̄34(l1).
Тогда элемент cl1k выбирается в соответствии со случаями 1 или 3.1. Так как
�(x̄, ȳ, z̄) ` sr′ȳ(l′) = s′rl1k z̄(l1), случай 1 невозможен. Следовательно, для пет-
ли rl1k z̄(l1) можно выбрать r1, r2, удовлетворяющие условию (∗). Тогда суще-
ствует r ∈ S такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl1k z̄(l1) = rr2r

l1
k z̄(l1). Отсюда следует

�(x̄, ȳ, z̄) ` rr1x̄(l2) = sr′ȳ(l′) и rr1ā3(l2) = sr′ā1(l′). Таким образом,

s′cl
′

k = s′rl1k b̄34(l1) = rr2r
l1
k b̄34(l1) = rr1ā3(l2) = sr′ā1(l′) = scli,
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т. е. s′cl
′

k = scli и свойства L0,k(s, s′, l, l1) выполняются.
Пусть элементы cl0, . . . , c

l
i ∈ Q, где i ≥ nl, построены, причем для любых

j ≤ i свойства Rxj (s, s′, l, l′), R
y
j (s, s

′, l, l′), Rzj,j′(s, s
′, l), Rzj (s, s′, l) и Lzj,k(s, s

′, l, l′)
выполняются. Построим элемент cli+1.

Рассмотрим два случая.
Случай a. Предположим, что �(x̄, ȳ, z̄) 0 ssi+1z̄(l) = si+1z̄(l) для любого

s ∈ R, s 6= 1. Рассмотрим отображение

ϕ1 :
⋃
{SSrsi+1 | r ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃ū ∈ {x̄, ȳ}

∃l′ ≤ l(ū) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′ū(l′) = rsi+1z̄(l)}

∪
⋃
{SSrsi+1 | r ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃j < i+ 1 : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = rsi+1z̄(l)}

∪
⋃{

SSrsi+1 | r ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃l′ ≤ l(z̄)

∃k ≤ nl′ : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl
′

k z̄(l
′) = rsi+1z̄(l)

}
→ SQ

такое, что для любого t ∈ S

ϕ1(trsi+1) =


ts′ā3(l′), если �(x̄, ȳ, z̄) ` s′x̄(l′) = rsi+1z̄(l),
ts′ā1(l′), если �(x̄, ȳ, z̄) ` s′ȳ(l′) = rsi+1z̄(l),
ts′clj , если �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = rsi+1z̄(l), j < i+ 1,

ts′cl
′

k , если �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl′k z̄(l′) = rsi+1z̄(l), k ≤ nl′ .

Покажем, что определение отображения ϕ1 корректно. Пусть t1r1si+1 = t2r2si+1,
где ϕ1(t1r1si+1) и ϕ1(t2r2si+1) определены. Покажем, что

ϕ1(t1r1si+1) = ϕ1(t2r2si+1).

Рассмотрим несколько случаев.

Случай a.1. �(x̄, ȳ, z̄) ` s1x̄(l1) = r1si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t1r1si+1) = t1s1ā3(l1),
и �(x̄, ȳ, z̄) ` s2ȳ(l2) = r2si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t2r2si+1) = t2s2ā1(l2). Тогда �(x̄, ȳ, z̄)
` t1s1x̄(l1) = t2s2ȳ(l2). Следовательно, t1s1ā3(l1) = t2s2ā1(l2).

Случай a.2. �(x̄, ȳ, z̄) ` s1x̄(l1) = r1si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t1r1si+1) = t1s1ā3(l1),
и �(x̄, ȳ, z̄) ` s2sj z̄(l) = r2si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t2r2si+1) = t2s2clj , где j < i + 1.
Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1s1x̄(l1) = t2s2sj z̄(l). Так как элемент clj обладает свойством
Rxj (t2s2, t1s1, l, l1), то t1s1ā3(l1) = t2s2clj .

Случай a.3. �(x̄, ȳ, z̄) ` s1x̄(l1) = r1si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t1r1si+1) = t1s1ā3(l1),
и �(x̄, ȳ, z̄) ` s2rl2k z̄(l2) = r2si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t2r2si+1) = t2s2c

l2
k , где k ≤ nl2 . То-

гда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1s1x̄(l1) = t2s2r
l2
k z̄(l2). Так как элемент cl2k обладает свойством

Rxk(t2s2, t1s1, l2, l1), то t1s1ā3(l1) = t2s2c
l2
k .

Случай a.4. �(x̄, ȳ, z̄) ` s1sj z̄(l) = r1si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t1r1si+1) = t1s1clj , и
�(x̄, ȳ, z̄) ` s2skz̄(l) = r2si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t2r2si+1) = t2s2clk, где j ≤ k < i + 1.
Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1s1sj z̄(l) = t2s2skz̄(l). Возможны два случая.

Случай a.4.1. j < k. Так как элемент clk обладает свойством Rzk,j(t2s2,
t1s1, l), то t1s1clj = t2s2clk.

Случай a.4.2. j = k. Так как элемент clj = clk обладает свойством Rzj (t2s2,
t1s1, l), то t1s1clj = t2s2clk.
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Случай a.5. �(x̄, ȳ, z̄) ` s1sj z̄(l) = r1si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t1r1si+1) = t1s1clj , и
�(x̄, ȳ, z̄) ` s2rl1k z̄(l1) = r2si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t2r2si+1) = t2s2c

l1
k , где k ≤ nl1 . Тогда

�(x̄, ȳ, z̄) ` t1s1sj z̄(l) = t2s2r
l1
k z̄(l1). Так как элемент clj обладает свойством

Lj,k(t1s1, t2s2, l, l1), то t1s1clj = t2s2c
l1
k .

Случай a.6. �(x̄, ȳ, z̄) ` s1rl1j z̄(l1) = r1si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t1r1si+1) = t1s1c
l1
j ,

где j ≤ nl1 , и �(x̄, ȳ, z̄) ` s2r
l2
k z̄(l2) = r2si+1z̄(l), т. е. ϕ1(t2r2si+1) = t2s2c

l2
k ,

где k ≤ nl2 . Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1s1r
l1
j z̄(l1) = t2s2r

l2
k z̄(l2). Так как элемент cl1j

обладает свойством Lj,k(t1s1, t2s2, l1, l2), то t1s1cl1j = t2s2c
l2
k .

Остальные случаи рассматриваются аналогично случаям a.2 и a.3.
Таким образом, определение отображения ϕ1 корректно. Очевидно, что

ϕ1 — гомоморфизм полигонов. Поскольку SQ — слабо инъективный полигон,
существует гомоморфизм ϕ1, продолжающий ϕ1.

На S определим следующее отношение σ:

sσs′ ⇐⇒ �(x̄, ȳ, z̄) ` ssi+1z̄(l) = s′si+1z̄(l),

где s, s′ ∈ S. Ясно, что σ — эквивалентность на S. Пусть S/σ = {s1/σ, . . . , sk/σ}.
Рассмотрим отображение

ϕ2 :
⋃
{SSrsi+1 | r ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃ū ∈ {x̄, ȳ}

∃l′ ≤ l(ū) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′ū(l′) = rsi+1z̄(l)}

∪
⋃
{SSrsi+1 | r ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃j < i+ 1 : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = rsi+1z̄(l)}

∪
⋃{

SSrsi+1 | r ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃l′ ≤ l(z̄)

∃k ≤ nl′ : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl
′

k z̄(l
′) = rsi+1z̄(l)

}
∪
⋃
{SSrsi+1 | r ∈ S и ∃j ∈ {1, . . . , k} : rσsj} → SQ

такое, что для любого t ∈ S

ϕ2(trsi+1) = tsjϕ1(si+1), если rσsj для некоторого j ∈ {1, . . . , k}.

Определение отображения ϕ2 корректно, так как из rσr′ следует ϕ2(rsi+1) =
ϕ2(r′si+1). Очевидно, что ϕ2 — гомоморфизм полигонов. Поскольку SQ— слабо
инъективный полигон, существует гомоморфизм ϕ̄2 : SS → SQ, продолжающий
ϕ2. Пусть cli+1 = ϕ̄2(si+1) ∈ Q. Из построения элемента cli+1 следует, что свой-
ства Rxi+1(s, s′, l, l′), R

y
i+1(s, s

′, l, l′), Rzi+1,j(s, s′, l), Rzi+1(s, s′, l) и Lzi+1,k(s, s
′, l, l′)

выполняются.

Случай b. Предположим, что �(x̄, ȳ, z̄) ` ssi+1z̄(l) = si+1z̄(l) для некото-
рого s ∈ S, s 6= 1. Поскольку si+1z̄(l) не петля, существуют s′, s′′ ∈ S такие,
что

�(x̄, ȳ, z̄) `q(s′si+1z̄(l) = si+1z̄(l))∧q(s′′si+1z̄(l) = si+1z̄(l))

∧ s′si+1z̄(l) = s1ū(l1) ∧ s′′si+1z̄(l) = s2ū(l2)

для некоторых ū(l1), ū(l2) ∈M ′ и

�(x̄, ȳ, z̄) 0 s′si+1z̄(l) = ts′′si+1z̄(l), �(x̄, ȳ, z̄) 0 ts′si+1z̄(l) = s′′si+1z̄(l)
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для любого t ∈ S. Определим множества t = {tj | j ∈ J} и r = {rk | k ∈ K}
следующим образом: пусть s′ ∈ t, s′′ ∈ r и для любого s′′′ ∈ S такого, что
�(x̄, ȳ, z̄) ` s′′′si+1z(l) = r′ū(l′) для некоторых r′ ∈ S, ū(l′) ∈M ′, если

�(x̄, ȳ, z̄) 0 s′si+1z̄(l) = ts′′′si+1z̄(l) ∨ ts′si+1z̄(l) = s′′′si+1z̄(l)

для любого t′ ∈ S, то s′′′ ∈ r, в противном случае s′′′ ∈ t. Заметим, что⋃
{St | t ∈ t} ∪

⋃
{Sr | r ∈ r}

=
⋃
{Ss | s ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃ū ∈ {x̄, ȳ} ∃l′ ≤ l(ū) : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′ū(l′) = ssi+1z̄(l)}

∪
⋃
{Ss | s ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃j < i+ 1 : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′sj z̄(l) = ssi+1z̄(l)}

∪
⋃{

Ss | s ∈ S и ∃s′ ∈ S ∃l′ ≤ l(z̄) ∃k ≤ nl′ : �(x̄, ȳ, z̄) ` s′rl
′

k z̄(l
′) = ssi+1z̄(l)

}
.

Поскольку из построения формулы �(x̄, ȳ, z̄) следует, что равенства sb̄34(l) =
s′b̄34(l), sb̄24(l) = s′b̄24(l), sb̄21(l) = s′b̄21(l) влекут �(x̄, ȳ, z̄) ` sz̄(l) = s′z̄(l), то
условие P1(SQ, q, s, t, r) выполняется для некоторого

q ∈ {si+1b̄34(l), si+1b̄24(l), si+1b̄21(l)}.

Через ρ34 обозначим ядро ker α34 гомоморфизма полигонов α34 : SS → SQ,
α34(1) = si+1b̄34(l). Аналогично определяются конгруэнции ρ24 и ρ21. Пусть ρ =
ρ34∩ρ24∩ρ21. Тогда условие P1(SS/ρ, 1/ρ, s, t, r) выполняется. По условию тео-
ремы существует w ∈ S такой, что выполняется условие условие P1(SS,w, s, t, r)
и существует гомоморфизм

ϕ :
⋃
{SStjw | j ∈ J} ∪

⋃
{SSrkw | k ∈ K} → SS/ρ

такой, что ϕ(tjw) = tj1/ρ для любых j ∈ J и ϕ(rkw) = rk1/ρ для любых k ∈ K.
Покажем, что для любых t1, t2 ∈ S, r1, r2 ∈ t ∪ r

t1r1w = t2r2w =⇒ �(x̄, ȳ, z̄) ` t1r1si+1z̄(l) = t2r2si+1z̄(l). (5)

Действительно, из равенства t1r1w = t2r2w следует ϕ(t1r1w) = ϕ(t2r2w), т. е.
t1r11/ρ = t2r21/ρ; тогда t1r1b̄34(l) = t2r2b̄34(l), t1r1b̄24(l) = t2r2b̄24(l), t1r1b̄21(l) =
t2r2b̄21(l); следовательно, из построения формулы �(x̄, ȳ, z̄) имеем �(x̄, ȳ, z̄) `
t1r1si+1z̄(l) = t2r2si+1z̄(l).

Рассмотрим отображение

χ1 :
⋃
{SStjw | j ∈ J} ∪

⋃
{Srkw | k ∈ K} → SQ

такое, что для любых r ∈ t ∪ r, t ∈ S

χ1(trw) =


tr′ā3(l′), если r′ ∈ S,�(x̄, ȳ, z̄) ` r′x̄(l′) = rsi+1z̄(l),
tr′ā1(l′), если r′ ∈ S,�(x̄, ȳ, z̄) ` r′ȳ(l′) = rsi+1z̄(l),
tr′clj , если r′ ∈ S,�(x̄, ȳ, z̄) ` r′sj z̄(l) = rsi+1z̄(l), j < i+ 1,

tr′cl
′

k , если r′ ∈ S,�(x̄, ȳ, z̄) ` r′rl′k sj z̄(l′) = rsi+1z̄(l), k ≤ nl′ .

Для доказательства корректности определения отображения χ1 не будем рас-
сматривать все случаи, как это делалось при доказательстве корректности опре-
деления отображения ϕ1. Рассмотрим для примера два случая. Пусть t1r1w =
t2r2w, где χ1(t1r1w) и χ1(t2r2w) определены.
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Случай b.1. χ1(t1r1w) = t1r′ā3(l′) и χ1(t2r1w) = t2r′′ā1(l′′). Тогда �(x̄, ȳ, z̄)
` r′x̄(l′) = r1si+1z̄(l), �(x̄, ȳ, z̄) ` r′′ȳ(l′′) = r2si+1z̄(l) и r1, r2 ∈ t ∪ r. Отсюда и
из (5) получаем

t1r
′ā3(l′) = t1r1si+1b̄34(l) = t2r2si+1b̄34(l) = t2r

′′ā4(l′′) = t2r2si+1b̄24(l)

= t1r1si+1b̄24(l) = t1r
′ā2(l′) = t1r1si+1b̄21(l1) = t2r2si+1b̄21(l1) = t2r

′′ā1(l′′),

т. е. t1r′ā3(l′) = t2r′′ā1(l′′).
Случай b.2. χ1(t1r1w) = t1r′ā3(l′) и χ1(t2r2w) = t2r′′clj . Тогда �(x̄, ȳ, z̄) `

r′x̄(l′) = r1si+1z̄(l), �(x̄, ȳ, z̄) ` r′′sj z̄(l) = r2si+1z̄(l) и r1, r2 ∈ t ∪ r. Следова-
тельно, �(x̄, ȳ, z̄) ` t1r′x̄(l′) = t1r1si+1z̄(l) и �(x̄, ȳ, z̄) ` t2r′′sj z̄(l) = t2r2si+1z̄(l).
Из (5) получаем �(x̄, ȳ, z̄) ` t1r′x̄(l′) = t2r′′sj z̄(l). Так как элемент clj обладает
свойством Rxj (t2r"", t1r′, l, l′), то t1r′ā3(l′) = t2r′′clj .

Таким образом, корректность определения отображения χ1 доказана. Ясно,
что χ1 — гомоморфизм полигонов. Так как SQ ∈ S-WInj, существует гомомор-
физм χ̄1 : SS → SQ, продолжающий χ1.

Так же, как по гомоморфизму ϕ1 и конгруэнции σ строились гомоморфиз-
мы ϕ2, ϕ2 и элемент cli+1, по гомоморфизму χ̄1 и конгруэнции σ строим гомо-
морфизмы χ2, χ̄2 и элемент cli+1, а именно χ2(trsi+1) = tsjχ̄1(w), если rσsj для
некоторого j ∈ {1, . . . , k}, и cli+1 = χ̄2(si+1) ∈ Q. Из построения элемента cli+1
следует, что свойства Rxi+1(s, s′, l, l′), R

y
i+1(s, s

′, l, l′), Rzi+1,j(s, s′, l), Rzi+1(s, s′, l)
и Lzi+1,k(s, s

′, l, l′) выполняются.
Таким образом, элементы cl0, . . . , c

l
m ∈ Q построены. Если �(x̄, ȳ, z̄) ` z̄(l) =

siz̄(l) для некоторого i, 0 ≤ i ≤ m, то полагаем b(l) = cli. Предположим, что
это не выполняется. Рассмотрим отображение ψ : SSs0 ∪ . . . ∪ SSsm −→ SQ
такое, что ψ(tsi) = tcli для любых t ∈ S и i, 0 ≤ i ≤ m. Покажем коррект-
ность определения данного отображения. Предположим, что t1si = t2sj для
некоторых t1, t2 ∈ S, 0 ≤ j ≤ i ≤ m. Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` t1siz̄(l) = t2sj z̄(l).
Если i = j, то поскольку элемент cli удовлетворяет свойству Rzi (t1, t2, l), име-
ем t1cli = t2clj . Если j < i, то поскольку элемент cli удовлетворяет свойству
Rzi,j(t1, t2, l), имеем t1cli = t2clj . Корректность определения ψ доказана. Ясно,
что ψ — гомоморфизм полигонов. Так как SQ — слабо инъективный поли-
гон, существует гомоморфизм ψ̄ : SS → SQ, продолжающий гомоморфизм ψ.
Полагаем b̄(l) = ψ̄(1).

Этап 3. Построение элементов b̄(l) ∈ Q для всех z̄(l) ∈M ′.
Предположим, что элементы b̄(l1), . . . , b̄(lj) ∈ Q, где j < n2−n1, построены.

Пусть z̄(lj+1) ∈ M ′ \ {z̄(l1), . . . , z̄(lj)} такой, что �(x̄, ȳ, z̄) ` r0z̄(lj+1) = r′ū(li)
для некоторых r0, r′ ∈ S, i, где ū ∈ {x̄, ȳ} или ū(li) ∈ {z̄(l1), . . . , z̄(lj)}. Для лю-
бого si ∈ S, как и при построении элемента b(l1), строим элемент cl

j+1

i , удовле-
творяющий свойствам Rxi (s, s′, lj+1, l′), Ryi (s, s

′, lj+1, l′), Rzi,j(s, s′, lj+1), Rzi (s, s′,
lj+1), Li,k(s, s′, lj+1, l′), Bi(s, s′, lj+1, l′). Опишем, например, построение элемен-
та cl

j+1

0 при условии отсутствия петель rz̄(lj+1), т. е. когда nlj+1 + 1 = 0. Пола-
гаем s0 = r0 и

cl
j+1

0 =


r′ā3(l′), если �(x̄, ȳ, z̄) ` r′x̄(l′) = s0z̄(lj+1),
r′ā1(l′), если �(x̄, ȳ, z̄) ` r′ȳ(l′) = s0z̄(lj+1),

r′cl
′

k , если �(x̄, ȳ, z̄) ` r′rl′k z̄(l′) = s0z̄(lj+1),

r′b̄(lk), если �(x̄, ȳ, z̄) ` r′z̄(lk) = s0z̄(lj+1), k ≤ j.
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Покажем, что для элемента cl
j+1

0 все требуемые свойства выполняются. Рас-
смотрим несколько случаев.

Случай c.1. cl
j+1

0 = r′ā3(l′). Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` r′x̄(l′) = s0z̄(lj+1) и свойства
Rx0(s, s′, lj+1, l′′), Ry0(s, s′, lj+1, l′′), Rz0(s, s′, lj+1) выполняются очевидно. Доказа-
тельство выполнения свойства L0,k(s, s′, lj+1, l′′) в точности повторяет доказа-
тельство выполнения аналогичного свойства для элемента cl0. Покажем выпол-
нение свойства B0(s, s′, lj+1, l′′), где s′ = si, l′′ ∈ {l1, . . . , lj}. Предположим, что
�(x̄, ȳ, z̄) ` siz̄(l′′) = ss0z̄(lj+1). Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` sr′x̄(l′) = siz̄(l′′). По пред-
положению индукции элемент b(l′′) строился так, что элемент cl

′′

i = sib̄(l′′) удо-
влетворяет свойству Rxi (1, sr′, l′′, l′). Следовательно, cl

′′

i = sr′ā3(l′) и sib̄(l′′) =
cl

′′

i = sr′ā3(l′) = scl
j+1

0 .

Случай c.2. cl
j+1

0 = r′ā1(l′). Рассуждения аналогичны приведенным для
случая c.2.

Случай c.3. cl
j+1

0 = r′cl
′

k . Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` r′rl
′

k z̄(l
′) = s0z̄(lj+1). Выпол-

нение свойств Rx0(s, s′, lj+1, l′), Ry0(s, s′, lj+1, l′), Rz0(s, s′, lj+1), L0,k(s, s′, lj+1, l′)
следует из того, что rl

′

k z̄(l
′) — петля и для элемента cl

j+1

0 все требуемые свой-
ства выполняются. Покажем выполнение свойства B0(s, s′, lj+1, l′′), где s′ = si,
l′′ ∈ {l1, . . . , lj}. Предположим, что �(x̄, ȳ, z̄) ` siz̄(l′′) = ss0z̄(lj+1). Тогда
�(x̄, ȳ, z̄) ` sr′rl

′

k z̄(l
′) = siz̄(l′′). По предположению индукции элемент b(l′′)

строился так, что элемент cl
′′

i = sib̄(l′′) удовлетворяет свойству Li,k(1, sr′, l′′, l′).
Следовательно, cl

′′

i = sr′cl
′

k и sib̄(l′′) = cl
′′

i = sr′cl
′

k = scl
j+1

0 .

Случай c.4. cl
j+1

0 = r′b̄(lk), где k ≤ j и r′ = si ∈ S. Тогда �(x̄, ȳ, z̄) `
r′z̄(lk) = s0z̄(lj+1), k ≤ j, и cl

j+1

0 = cl
k

i . По предположению индукции элемент
b(lk) строился так, что элемент cl

k

i удовлетворяет всем требуемым свойствам.
Отсюда следует, что элемент cl

j+1

0 удовлетворяет свойствам Rx0(s, s′, lj+1, l′),
Ry0(s, s′, lj+1, l′), Rz0(s, s′, lj+1), L0,k(s, s′, lj+1, l′). Покажем выполнение свойства
B0(s, s′, lj+1, l′′), где s′ = sn, l′′ ∈ {l1, . . . , lj}. Предположим, что �(x̄, ȳ, z̄) `
snz̄(l′′) = ss0z̄(lj+1). Тогда �(x̄, ȳ, z̄) ` ssl

′

i z̄(lk) = snz̄(l′′). Рассмотрим два
подслучая.

Случай c.4.1. lk = l′′. В этом случае �(x̄, ȳ, z̄) ` ssl′i z̄(lk) = snz̄(lk). При
построении элемента b̄(lk) нумерация элементов множества S выбиралась так,
что cl

k

n = scl
k

i . Тогда scl
j+1

0 = scl
k

i = cl
k

n = snb̄(l′′).

Случай c.4.2. lk = l′′. Пусть, например, элемент b̄(l′′) построен раньше,
чем элемент b̄(lk). Тогда требуемое равенство следует из того, что элемент cl

k

i

удовлетворяет свойству Bi(s, sn, lk, l′′).
Таким образом, множество {b̄(l1), . . . , b̄(ln)} = {b̄(li) | n1 + 1 ≤ i ≤ n2}

построено и (2) выполняется. Теорема доказана.

Заметим, что достаточные условия для примитивной нормальности клас-
са S-WInj, накладываемые на моноид S в теореме 2, а также конечность S
используются только при построении формулы �(x̄, ȳ, z̄) и описании случая b.
Поэтому из доказательства достаточности следует

Теорема 3. Пусть SQ — слабо инъективный полигон такой, что sq 6= q
для любых s ∈ S \ {1}, q ∈ Q. Тогда SQ — примитивно нормальный полигон.

Пусть u, s ∈ S \{1}, t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r = {rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅.
Будем говорить, что для моноида S выполняется условие P2(u, s, t, r), если
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smu 6∈
⋃
{Stjslu | j ∈ J, l ∈ ω} ∪

⋃
{Srkslu | k ∈ K, l ∈ ω} для любого m ∈ ω,

tjsmu 6∈
⋃
{Srkslu | k ∈ K, l ∈ ω} для любых j ∈ J , m ∈ ω,

rksmu 6∈
⋃
{Stjslu | j ∈ J, l ∈ ω} для любых k ∈ K, m ∈ ω.

Лемма 2. Пусть S — коммутативный моноид, u, s ∈ S, s 6= 1, J , K —
конечные множества, t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r = {rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅.
Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) существует конгруэнция ρ полигона SS такая, что условие P1(SS/ρ, u/ρ,
s, t, r) выполняется;

(2) выполняется условие P2(u, s, t, r).
Доказательство. Докажем (1) =⇒ (2). Покажем, например, что rksmu 6∈

Stjslu для любых m, l ∈ ω, k ∈ K, j ∈ J . Предположим, что существуют
m, l ∈ ω, k ∈ K, j ∈ J и t ∈ S такие, что rksmu = ttjslu. Так как uρsu, то
uρsmu и uρslu. Тогда rkuρrksmu, ttjuρttjslu, т. е. rku/ρ = ttju/ρ; противоречие.
Остальные случаи проверяются аналогично.

Докажем (2) =⇒ (1). Пусть ρ — конгруэнция SS, порожденная множеством
{〈su, u〉}. Тогда u/ρ = su/ρ. Покажем, например, что rku/ρ 6∈ Stju/ρ для любых
k ∈ K, j ∈ J . Предположим, что существуют k ∈ K, j ∈ J и t ∈ S такие, что
rku/ρ = ttju/ρ. Тогда по лемме Мальцева существуют m ∈ ω, v0, . . . , vm ∈ S
такие, что

rku = v0su, ttju = vmu, viu = vi+1su

для всех i < m. Индукцией по i ≤ m покажем, что rku = visi+1u. Действитель-
но, если rku = vi−1siu, то rku = sivi−1u = sivisu = visi+1u. Следовательно,

rku = vms
m+1u = sm+1vmu = sm+1ttju = ttjs

m+1u,

т. е. rku ∈ Stjsm+1u; противоречие. Остальные случаи проверяются аналогич-
но.

Теорема 4. Пусть S — конечный коммутативный моноид. Класс S-WInj
примитивно нормален тогда и только тогда, когда для любых элементов u, s ∈
S, s 6= 1, любых t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r = {rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅,
если условие P2(u, s, t, r) для S выполняется, то существует w ∈ S такой, что
выполняется условие P1(SS,w, s, t, r) и существует гомоморфизм

ϕ :
⋃
{SStjw | j ∈ J} ∪

⋃
{SSrkw | k ∈ K} → SS/ρ

такой, что ϕ(tjw) = tju/ρ для любых j ∈ J и ϕ(rkw) = rku/ρ для любых k ∈ K,
где ρ — конгруэнция полигона SS, порожденная множеством {〈su, u〉}.

Доказательство. Необходимость. Пусть S-WInj — примитивно нор-
мальный класс, u, s ∈ S, s 6= 1, t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r = {rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅,
r 6= ∅ и условие P2(u, s, t, r) выполняется. Из доказательства леммы 2 следует,
что условие P1(SS/ρ,w/ρ, s, t, r) выполняется, где ρ — конгруэнция полигона
SS, порожденная множеством {〈su, u〉}. Тогда по теореме 2 существует w ∈ S
такой, что выполняется условие P1(SS,w, s, t, r) и существует гомоморфизм

ϕ :
⋃
{SStjw | j ∈ J} ∪

⋃
{SSrkw | k ∈ K} → SS/ρ

такой, что ϕ(tjw) = tju/ρ для любых j ∈ J и ϕ(rkw) = rku/ρ для любых k ∈ K.
Достаточность. Пусть u, s ∈ S, s 6= 1, t = {tj | j ∈ J} ⊆ S, r =

{rk | k ∈ K} ⊆ S, t 6= ∅, r 6= ∅, ρ̄ — конгруэнция полигона SS и условие
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P1(SS/ρ̄, u/ρ̄, s, t, r) выполняется. Заметим, что ρ ⊆ ρ̄, где ρ — конгруэнция по-
лигона SS, порожденная множеством {〈su, u〉}. По лемме 2 условие P2(u, s, t, r)
выполняется. По условию теоремы существует w ∈ S такой, что выполняется
условие P1(SS,w, s, t, r) и существует гомоморфизм

ϕ :
⋃
{SStjw | j ∈ J} ∪

⋃
{SSrkw | k ∈ K} → SS/ρ

такой, что ϕ(tjw) = tju/ρ для любых j ∈ J и ϕ(rkw) = rku/ρ для любых
k ∈ K. Так как ρ ⊆ ρ̄, существует гомоморфизм χ : SS/ρ → SS/ρ̄ такой, что
χ(1/ρ) = 1/ρ̄. Тогда χ ◦ ϕ(tjw) = tju/ρ̄ для любых j ∈ J и χ ◦ ϕ(rkw) = rku/ρ̄
для любых k ∈ K. По теореме 2 класс S-WInj примитивно нормален.
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