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НЕКОТОРОЕ ОБОБЩЕНИЕ ОБРАТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ПО л: И УСТОЙЧИВОСТЬ ЕЕ РЕШЕНИЯ 

Обратные краевые задачи об отыскании области Dz с 
границей Lz и регулярной в ней функции w (г), когда гра­
ничные условия 

w(*)\Lz=f(x) 
заданы в функции декартовой координаты х, изучены в 
работах [1, с. 43, 44], [2]. Регулярная функция г (С), одно­
листно отображающая круг |С1<1 на искомую область Dz, 
записывается в виде интеграла Шварца 

. г ( С ) = ^ - Г х ( Т ) ^ ^ + /а, (1) 
О 

где плотность х(ч) есть гельдеровая или непрерывная ве­
щественная функция, имеющая два промежутка монотон­
ности, а = const. 

Рассмотрим (1) при одном из следующих двух предпо­
ложений относительно х(ч): 

1) функция хЦ)ф const, не убывает на [0, тс] и не воз­
растает на [тс, 2тс], кусочно-непрерывна с конечным числом 
точек разрыва 1-го рода, причем х (0) = х (2тс) = а0, х(п) = 
= b0, a0, b0 — конечные числа; 

2) функция х(ч) обладает всеми свойствами предположе­
ния 1), только а0 = —со, й0=г4-со. 

В работе будет показано, что предположения 1), 2) вле­
кут за собой изменение формулировки обратной краевой 
задачи и свойств искомого контура Lz. Так, один разрыв в 
точке Ti6l°. те1» *(Ti —0) = ^ , x(fi + 0) = bu возникает, ес­
ли для исходной функции 

f(x) = f(x), у = 1 , 2, х£[а0, Ь0] 
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считать функцию f(x) непрерывной на [а0, at], [bu b0] и не 
заданной на [аи bt], a f(x) —- непрерывной на [а0, Ь0]. Иско­
мый контур Lz в таком случае будет иметь бесконечные 
ветви с ассимптотами x = at, x=bt. Будут исследованы во­
просы единственности, существования и устойчивости ре­
шений поставленных задач. 

1°. Обозначим через ?m, / = 1 , 2, т = \, k, точки разрыва 
1 2 j j 

функции х(т). Пусть Тт6(0> «), Тт€(тсэ2тс)э и am = xftm — 0), 
J J 
Ьт = х(чт + 0) — односторонние пределы х(ч) (для удобства 
в обозначениях считаем, что число точек разрыва на (0, тс), 
(тс, 2тс) одинаково). 

В силу предположения 1) для функции x(fj и введенных 
обозначений будут справедливы следующие неравенства: 

1 1 1 1 

а0<а1<Ь1< ... < ak <bk < b0, 
2 2 2 2 

a0<bk<ak< ... < bt < a t .< *0. 

Пусть двузначная функция f(x)=f(x), / = 1 , 2, удовлет­
воряет на [а0, Ь0] следующим требованиям: 

1 2 
ai) f(x), f(x) однозначны и непрерывны на множествах 

1 \ k 1 \ 2 2 & 2 2 
М*=[а0, a,]+Ul*m. am+i], М =[ао, bk] + [} [ат, Ьт_х), 

т=\ 1 т—\ 

соответственно; 
у / k j j 

а2) /(Л:) не заданы на 5 = U \am, bm]\ 
1 1 1 

а3) lim f{x) = \imf{x) = wm, 
i l 

2 2 2 

lim / W = lim f(x) = wm; 
2 2 

J 
a4) w—f(x)i y = l , 2 определяют в плоскости ад замкну­

тую жорданову кривую Lw, ограничивающую область Dw. 
З а д а ч а 1. Найти область Dz (oo (£ Z)̂ ) и регулярную 

однолистную в ней функцию w (z), для которой веществен­
ная часть обратной функции q (w) ограничена (а0 <Req (ад)< 
< Ь0) и непрерывна в Dw, за исключением точек wm £ Lwr 
по заданным краевым условиям 
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*»(*)I*, — /(•*)> J—h 2, x£[a0, * 0 ] . 

Функция f(x) от декартовой координаты х удовлетворяет 
условиям ах) — а4). 

Отметим, что к задаче 1 приводится следующая обрат­
ная задача (для параметра 5 подобная задача изучена в ра­
ботах [1, с. 60] [3]). 

Пусть 

Rew=*gt(x), \w\ = УУ(Х) + ф2(х) = g2(x) 
есть краевые условия на границе Lz области Dz, причем 
J J 
gi (•*)> g^M удовлетворяют условиям ai) — a3). Кроме того, 

/ J J 
предположим, что g2(x)>Q, |gi (x)\ < g " 2 ( 4 уравнение 

J f 
gi(x)\ = g2(x) имеет конечное число корней, различных при 
разных у, и заданы знаки ty(x) между корнями уравнения. 
Тогда 

f(x) = w (z) I Lz = gt (x) + i sign ф • V [g2 (x)]2 - [^ (x)]2 (2) 

и для функции (2) можно ставить задачу 1. 
Исследуем решение задачи 1. Справедлива 

J 
Т е о р е м а 1. Если f{x) удовлетворяет условиям a t)— 

а4), то при фиксировании Im q (wQ) = у0, w0^D^ задаш 1 
имеет не более одного решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, т. е. при 
одном начальном условии (2) существуют две области Dz , 
Dz и, соответственно, две однолистные функции w1 (z), 
iv2(z). Обратные функции qi(w), q2(w) являются регулярны­
ми и однолистными в области />ш, ограниченной замкнутой 
жордановой кривой Lw с уравнением (2). 

Функция Re [qt (w) — q2 (w)] ограничена, непрерывна за 
J 

исключением точек wm и 
j 

lim Re [qt (w) — q2 (w)] = 0, w* £ Lw, w* ф wm. 
w-*-w* 

По обобщенному принципу экстремума [4, с. 211] для 
гармонических функций отсюда следует равенство Re qx (w) s== 
= Req2(w)> W^DW. Из условий Коши — Римана имеем 
Im qt (w) == Im q2(w) + au причем ^ = 0 в силу требования 
Im qt (w0) = Im q2 (w0) = yQ. Следовательно, qx (w) = q2(w), 
w£Dw, области Z)^, /^совпадают, и wt(z) = w2(z). 
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Теорема доказана. 
Покажем существование решения задачи 1. Пусть через 

1 J 

f(x) обозначено то значение функции /(л:), которое соответ­
ствует положительному обходу контура Lw при движении 

j j 
от f(a0) к f(b0). Реализуем, как в [1, с. 43], однолистное 
конформное отображение w = о (С) круга IСI < 1 на область 
DWi причем будем считать, что 

j l - i - i 

о)(1)=/(а0); a)(i)=/(a), bm<a<am+u 

» —Ь *, ® ( - 1 ) - / ( * о ) - ( 3 ) 

По теореме [5, с. 46] функция о>(С) непрерывна в |С1<1. 
Исходя из равенства /(.*) = ю(£'т), которое выражает соот­
ветствие точек отрезков из пункта аг) оси х и контуров 
Lw, {С: 1С 1 = 1}, находим зависимость x=x(i). В силу усло­
вий а^ —а4) функция x{i) будет обладать свойствами 1). 
Следовательно, регулярная функция г (С), отображающая 
|С1<1 на D2, записывается в виде (1). 

Вышеуказанные свойства х(ч) дают по [6], [7] однолист­
ность 0(C), по [4, с. 212] непрерывность Re0(C) в | С | < 1 за 

j 
исключением точек тт> и п о [4, с. 215] ограниченность 
Re 0(C). Тогда функция w (z) = о> [С (z)] регулярна и однолист­
на в D2, а вещественная часть обратной к ней функции ог­
раничена (aQ < Re # (ю""1 (w)) < b0), непрерывна за исключени-

J 
ем точек wm в Dw, т. е. условия задачи 1 выполнены, что 
и требовалось. 

Для изучения свойств полученного контура Lz функцию 
x(i) запишем в виде 

*(т) = *(т)+*(т), (4) 
где х (?) —- непрерывная на [0, 2тс] функция, х(0) = д;(2тс), 
а X (т) — функция вида 

О, 

* (т ) = 

m i 2*, 
7=1 

m 2 2v 
7=1 

-У+ь 

Т€[0, Tib lL 2«], 
i i 

2 2 

Т£[Т*-т> Tft-m+ll» »» — Ь А --1 

UT + £, т€1т*. ъ]. 
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Здесь через hp обозначены скачки в точках чр, 
2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 

A = (Ck- Ck)/(b ~ ТА), В - (Ckb - СдЖъ - Т*)-

Отсюда, представляя (1) в виде суммы интегралов /(О + 
+/(С) с соответствующими плотностями и используя [8, 
стр. 442], делаем вывод о суммируемости \mz(e^) и выпол-

3 
нении для нее свойства D, причем Im z (exp i^m) = + оо. Та­
ким образом, искомый контур Lz не менее k раз будет про­
ходить через бесконечно удаленную точку плоскости z. 

Заметим, что обратная краевая задача, когда контур Lz 
проходит через бесконечно удаленную точку, в случае па­
раметра s рассмотрена в работе [9]. 

Рассмотрим случай 2) для плотности х(ч) интеграла_(1). 
Допустим, что краевые условия (2) в окрестности точек + о о 
представляются соответственно в виде 

w(z)\Lz = f(x) = wii + x " V ; ( * ) , y = l , 2, и 1 2, (5) 

з" 
где /> > 0, Wy. = const, f\ (x) — функция, аналитическая при 

х£[~ оо, —с], / 2 (x) —при х£\с, + оо], для достаточно 
з f з з 

больших с > О, f[X ( + оо) =£ О, Д = срр. + *<lv. 
Предположим, что существуют пределы отношений 

^ (— оо+О)/?! ( - оо + 0), ф2 ( + оо - 0)/?2 ( + оо - 0). 

Тогда в точках w^ контур Lw будет иметь углы тс^, причем 
[1, с. 67], [10] 

j 2 1 1 2 2 1 2 1 
Pi = — arctg [Oh?! — <h<Pi)/<Pi<Pi + ФЖ)], 

7U 

I 1 2 2 1 1 2 1 2 

p2 = — arc tg [(Ф2Т2 — Ф2СР2)/(СР2?2 + ФгФг)!-

Будем рассматривать случай, когда 0 < ^ < 2, 0 < ^ - г ~ 1 < 1 . 
По теореме Лихтенштейна [11] функция, отображающая 

1С1<1 на область Dw, в окрестности точек Ср. = w-1 (w^ ) 
будет иметь вид 

( 0 ( 0 - ^ = ^ - ^ ) ^ ( 0 , (6) 

где о)[Х (0 — однозначная, дифференцируемая и отличная от 
нуля вместе со своей производной при С = Cjx функция. 
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Используя соотношение \f(x) — Wp\ = \®(eli) — w]i.\, полу­
чим 

- 1 —1 
•*(Т) = 1/Л*(Т)]1 V 'K(^)|-V sin 

T-U-W e 

= ^ ( т ) ' И п ц. IX (7) 

причем в силу (3) \t = О, 2тс, Х2 = ти. Тогда функцию (7) на 
отрезке [е, 2гс + е], 0 < е < тс, можно записать в виде 

* ( т ) = х(т)- sin 
- 2 T C | - * I 

sin т — ' 2 , *1Д. = Р|«. (8) 

с ограниченной и отличной от нуля функцией х(т)« 
При условии (5) интеграл (1) с плотностью (8) является 

решением следующей 'задачи. 
З а д а ч а II. Найти область Dz(oo^Dz) и регулярную 

однолистную в ней функцию w(z), когда обратная функ­
ция q{w) в окрестности точек w^ имеет вид 

q(w). ^ ( w ) 
. - i 

(w — w ) v-

где q^iw) — вещественная, ограниченная и отличная от ну­
ля функция, и Req(w) непрерывна в Dw за исключением 

з 
точек wm, w^, по заданным краевым условиям W(Z)\L = 

J 
=/(х) с соотношением (5) в окрестности + с о . 

Единственность, существование, однолистность решения 
задачи II доказывается аналогично случаю задачи 1. 

Изучим свойства контура Lz. В работе [12] для плотнос­
ти (8) с гельдеровой на отрезках [е, тс], [тс, 2тс + е] функцией 
X(f) дано представление у(ч) = \тг(е^) — 1а в виде 

2Н-е 

У(т)-- 5 rJ / (T0c tg^ сЦ'+J] < Ш -
2 

— VJ 2 V /^ Sin [а^ — (тс + Хр,) Xj, ] , Xj = тс, Х2 == 2тс. (9) 
ц-1 

Здесь /(^О — г^ьдеровая на [е, 2тс+е] функция, 

• sin (о,,.-—хр. в|д. (т))» 

причем 
10 

Q.(T) = / , . 1 
sin 2 



. ( Т ) ' 

1,5тг + Ц ^ , e<T<X |fc, 

0,5тс + I ± J i # Xj, < т < 2ти + s, 

а постоянные {o ,̂ /̂  } — решения системы двух трансцендент­
ных уравнений [см. 12]. 

Легко видеть, что справедливы предельные равенства 
V V 

lim sin (â  — ^ 0 )̂ = + с^ , с^ = const, 
т-V ±0 

ц, v = 1, 2, lim Q (?) = ± со. 

Отсюда видно, что у (2ти + 0) = ± оо, у (тс + 0) = ± оо, и вет­
ви контура Lz при х—• + оо расходятся. Очевидно, что при 
замене (5) другими условиями ветви Lz при х—> ± оо могут 
вести себя по-другому. В рассматриваемом случае контур 
LZJ кроме того, будет обладать всеми особенностями конту­
ра задачи 1. 

2°. Перейдем к исследованию устойчивости решений за-
J 

дач I и II. Введем в рассмотрение функции fn{x), w„(C), 
•Мт), *Я(С), <Мг) и области Одая> £>^ с границами Lwn, Lzn. 

J 
Здесь fn (x) — любая последовательность функций, удовлет­
воряющих тем же условиям, что и f(x) с одинаковым пове­
дением (5) в окрестности + оо; С == a)-1 (w) —- функция, одно­
листно и конформно отображающая Dwn, ограниченную кон­
туром Lwn, на круг | С | < 1 с нормировкой 

/ i - 1 - i 

^(»ibi(»o); 
хл(т) — кусочно-непрерывная функция с конечным числом 

разрывов 1-го рода в точках 4m
L

n, m = \, k,n=*\, 2, ... и об­
ладающая всеми остальными свойствами х(ч); {£Я(С), wn(z)} 

j 
— решение задачи 1 (II) при wn(z)\ Lzn=fn{x), причем 

2тс 

8- ( C )"iJ j :- ( T )73f< 'T + i e- (1° 
где a„ = const. 
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О п р е д е л е н и е 1 [ср. 13, с. 8]. Решение { (̂С), w(z)\ 
задачи 1 (И) называется устойчивым, если из предположе­
ний 

Нт| /В (*)->(*) | |с = 0, х£М=[а0, Ь0]\^п, Ьт), (10) 
т-

следует 

Im q„(w0) = y0n — lmq(wQ) = у0, (11> 
П-+оо 

2„(C)z^z(C) внутри \Ц< I (12) 
/ г ->оо 

l im l2 e ( e ' T ) -2 (^ ) | i p = 0, т6[0, 2*], (13) 
/2-*оо 

*е/я (2) Zt и; (,?) внутри Dz, (14) 
/Z-*-oo 

где С — пространство непрерывных функций, Lp~ прос­
транство функций, интегрируемых с р-й степенью, ZX °3' 
начает равномерную сходимость. 

В силу (10) точка w0 будет принадлежать Dwn[\Dw, на­
чиная с некоторого номера пу N. 

Т е о р е м а 2. Для устойчивости решения {г(С), w(z)\ 
задачи 1 (II) в смысле определения 1 достаточно, чтобы 

k 
J J ^гч J J 

/п(х),/(х)на[а0,Ь0]\2ё(с1т, bm) удовлетворяли свойствам 
ад~аА){ах)-аА),(5)). 

Докажем сначала устойчивость решения задачи 1. Так как 
w0 £ Dwn П Dw, из условия (10) следует по [5, с. 56] сходи­
мость Dwn к Dw как к ядру при п—>+со. По теореме о схо­
димости однолистных функций для областей, ограниченных 
кривыми Жордана [5, с. 60], имеем 

<оя(Ч=>(0. | C | < 1 . (15) 
П-+оо 

J J 
Равенства f(x) = a)(£rr), }п(х) = ®п(е1ч) и условия (10), (11) 

дают по [14] 
j Лтп ^соЧт,т=\, k. (16) 

Введем непрерывную функцию б%(т) = 7h/i7 + Ът тб ДО» 2гс], 
j j 

переводящую ~[тп в тт, т. е. 
j j j j J J 

®n (T) = T (Т/тг+l, n ~~ 4mn)lftm+i ~~ Тда) + (Т/и/iTm+l ~~ 

Т/тг+l, лТ/72//(Тт+1 Т/и)» 
12 



j j — 1 1 1 

T£[Tm> Tm+iL m = 0, К У = 1, 2, считаем To„ = To = 0, T*+i,„ = 
1 2 2 2 2 

= 7*+i = Тол = To = *, T*+i,-« = Tft+i = 2ic. 
В силу (16) имеем 

в„(т)=:т, т€[о, 2«]. (17> 
Я->-оо 

Из неравенства | ш„ (<?"» w) — ю (е'т) | < К (еПп (1)) — ю (е"»(т)) | + 

+ | (0(е'в»(т))_<0(е 'т)| 

и условий (15), (17) получаем, что 

<o„(A ( 1 , ) )Z>(^) , ТС[0, 2«]. 

Тогда подобно [14] 

*ЛМт)]=:*(т), т£[тт, T«+I], (18) 
1 2 1 2 

где /ю = 0, k То = 0, T^+I = 2тс, T*+I = То = тс-

Легко видеть, что вследствие (16) коэффициент ч\1п в 
^я(т) ==7]ittT + 2̂ л ограничен постоянной УИ. Тогда в силу не­
равенства 

2те 2тс 

1|*»(т)-*(т)1*т~Ь1Я|*ЛМт)]-*1Мт)1|*г< 
О О 

J j 
k W i !m+l 

<yw2( J 1*ЛМт)]--*(т)1*т + J l*[o,(T)]-*(T)|rfT} 
m=0 ; 7 
У-1.2 Tm ^m 

и условий (17), (18) справедливо равенство 
2тс 

!^1|^»(Т)-^(Т)|^ = 0. (19) 
о 

Формулы (1), (Г) и условия (19), (11) обеспечивают спра­
ведливость (12). Кроме того, из неравенства 

t t t 

I j | xn (?) I fl?T ~ j I x ft) I rfT I < j U , CO - x (?) |rfT < £, « > #(e), 
0 0 0 

*£[0 , 2тс], следует равностепенная непрерывность j #„(т)^Т-
о 
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Теперь применима теорема Тумаркина [15], по которой спра­
ведливо равенство (13). Доказательство (14) проводится как 
в работе [2]. 

Для доказательства устойчивости решения задачи II дос­
таточно показать выполнимость предельного равенства (19). 

Как и в случае задачи 1, вне окрестностей точек 0, ти, 
2тс имеем (18). Аналогично (7), функция xn(i) в окрестности 
точек Xj == 0,2тс, Х2 = ти, представляется в виде 

*п (Т) = Ъ* (т) | sin I Z V | -V = \J
U [Хп ( т ) ] , 7 1 . Цх„ (eh) f V X 

X 
Покажем, что 

sin- 2 I 

| ^ ( т )1<ЛГ= const (20) 
в соответствующих окрестностях точек Х ,̂ ^ = 1, 2. Для 
этого вследствие (10) достаточно показать, что 

I"V (<??т)\>М>0, М = const, [х == 1, 2, (21) 
причем O)^(^'T) определяется разложением ^(С) в окрестнос­
ти С̂  = е11^ 

« 1 , ( 4 - ^ + ^ - ^ ^ 0 ) ^ ( 0 , I* — 1. 2. 
В случае угла, образованного прямолинейными отрезками, 
функция (0ц,я (С) разлагается в ряд Тейлора в окрестности 
С = ^ [4, с- 171]. Тогда, так как 

1 1 

П-+оо 

в окрестности ^ в силу (15), то коэффициенты разложения 
о)^(С) сходятся к коэффициентам для функции «v(C) и Рав" 
номерно ограничены. Это обеспечивает равномерную сходи­
мость со,*,, (С) к <*v(C) [16, с. 292] в окрестности точек С ,̂ и 

J 
(21) выполняется. При аналитичности /ц (л:) в (5) всё выше­
сказанное справедливо из-за возможности отображения ок­
рестностей угловых точек на углы, образованные прямоли­
нейными отрезками, одинаковой для д = 1, 2 ... аналитиче­
ской функцией. 

Рассмотрим равенство 
2я е 7г—е тс-f-e 2я—е 2тс 

К(т)-*(т)^т = (1+ J+ f+ I + J)l*«(T)-
О 0 е те—е тс+е 2чг—е 

-*(Т)1<*Г. (22) 
14 



Слагаемые в правой части (22) обозначим через Ijn, 7 = 1, 5 
соответственно. В силу (18) /2л, /4я сходятся к нулю, 1Хп, 1гпг 
hn ограничены сколь угодно малым числом при всех п вслед­
ствие неравенства (20). Следовательно, (19) выполнено. 

Теорема доказана. 
3°. Изучим устойчивость решения [z(С), w(z)] задачи 1 

(II) в более узком, чем определение 1, смысле. Найдем ус­
ловия на f(x) в требовании (2), которые обеспечат непре­
рывность функции z(C), определяемой (1), в К 1 < 1 за ис-

j 
ключением точек ехр цт, m = l, k. 

J 
Пусть непрерывная функция f{x), у = 1 , 2, удовлетворяет 

J J J 
условиям [2] на М\ в^ = а4); в2) f(x) дифференцируема на М, 

j 
причем f (х), непрерывна за исключением, быть может, ко-

J з 
нечного числа точек xk, в которых lim/ (х) = оо и несоб-

J 

г J . J J' 
ственный интеграл \f(x)\dx сходится; в3) f'(x)=£0 на М. 

J м 
При условиях в2), в3) простой замкнутый контур Lw бу­

дет кусочно-гладким. Дуговая абсцисса а(х) этого контура 

может быть определена через функцию f(x). Обозначим 

/* = f \f (x)\ dx, I = /* + Г | / ' (х) | dx, 
1 2 

M M 
т. е. / — общая длина контура Lw. 

Дополнительно к введенным условиям подчиним Lw тре­
бованию 

в4) Л (wb ^ 2 ) < х | w2 — wx |, 

где Л(ад1э w2) — длина наименьшей дуги между wl% ^2^_LW, 
* > 1. 

j j 
Т е о р е м а 3. Если непрерывная функция f(x) на М под­

чинена условиям вх) — в4), то функция z (С) непрерывна в 
1С К 1 за исключением окрестностей точек ехр^ т , 7 = 1 , 2 , 
т = 1, k. 

Доказательство теоремы легко проводится с использова­
нием результатов из работ [17], [2]. 

15 



_ J J 
Рассмотрим функции fn(x), непрерывные на М со свой­

ствами Bj) — в4), в которых введены соответствующие обоз­
начения Lwm ln, у.(п). 

О п р е д е л е н и е 2 [ср. 13, с. 9]. Решение {z(C), w(z)} 
задачи 1 называется устойчивым, если из предположений (//), 

lim|A (*)-/(•*)!/> = О, x^M 
П-+оо 

следует (13) и для любого сколь угодно малого 8 > 0 су­
ществует множество 

£ = [ 0 , Ti-4+tT[Tm + », Тт+1--Ч + [Т*+8, Tl—4 + 
m = l 

У—1.2 

яа котором 
\imUn№)-z(&)\c=0, (23) 

ecte Z) — пространство абсолютно-непрерывных функций. 
Т е о р е м а 4. ^ л я устойчивости решения задачи 1 в 

смысле определения 2 достаточно, чтобы функции /п(х), 
J J 
f(x), х^М удовлетворяли условиям вх) — в4), причем 

&п(х)\>К>0, 
J 

где К= const, и в в4) для fn(x) 
1 < * (/г)< х* < оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие наложенных ограниче­
ний имеем, что по [17], [13] плотность xn{f) удовлетворяет 
условию Гёльдера с постоянными Вг (п) <Вг<оо, Х(п)>Х> 

J J 
> 0 при т€[Т|шп 1т+ип]> У = 1 э 2, т = 0, k, л = 1 , 2 ..., 
1 1 2 2 
Тол = 0, Тл+^я^Тол^^ ТА+1,Я = 2ТС, хп(ч)£Н(В{п\ \{п)). 

Воспользуемся теперь представлением (4) и 

*л(т) = *л(т) + -*я(т). 
В последнем равенстве лгл(т) —непрерывная функция на 
[0, 2тс], хп(0) = хп(2к), хп(у) — функция подобного д:(т) вида 
16 



-*»(Т): 

(о, т€[о, T J , Т€1Т*».2«], 
i i i 

С;», т€1т т„, Tfm+i.J, да = 1, * — 1 , 
2 2 2 
Ст , Т 6 hk-m. m T*-«+ib w =• 1, * — 1, 

1 1 2 

Тогда из вида хп (?) следует, что 

хп (т) £ Я (fi2 (/г), X (д)), 52 (я) < 52 < сю, X (д) > X > О, 

т€10, 2*1. (24) 
Интегралы (1), (1') представим в виде 

^(C)=/,„(C) + /2„G) 

где /i„ (С), А (С), /2я(С), /2 (С) — интегралы Шварца с плотностя­
ми д:л(т), *(т)> хЛт)> -*(т) соответственно. Из теоремы При­
валова [5, с. 400] вследствие (24) получаем равномерную 
ограниченность и равностепенную непрерывность ЛЛС) в 
К | < 1 . 

Представим при С = е" функцию 12п{е1%) в виде суммы 
k-1 j 3 

7=1 , 2 

где 
^ Tm+1, n 

/ = ^ Г 
j 
C„, In Sin ! jZ lm±JL2 / s i n ' C ~ " T f " " \ , 2 / 2 Г 

2 2 

I m / „= d . > n l ^ c t g ^ I r f T + ^ ) c t g ^ c / T = 
Г 1 

н'м* /?T + ?Ы — T rfT 
Az-\- В In 

1 
1 * 

2 1 

sinT~Tl* /s ln^teg-
2 / 2 

2 B-228 17 



причем ^-7—ctg-— -=и(-—-j — непрерывная по обеим пере­

менным фуНКЦИЯ, *linT + vi2n=dnti)-
В силу (16) на множестве В при фиксированном сколь 

угодно малом 8 > О 
JImn(eh)ZXL(eh) 

п-+оо 

2 1 2 1 
At -f В t I . т — Yt/2 / . t — Т^/г I »- Ai + В л I . т — Ti / • T — Y j f e l 

•lnlsin —/s in — Z t — Z —In sin /sin — -2 / 2 2 / 2 
3 

Для первого интеграла в lmln(e'z) имеем, используя (16), 
(17) и непрерывность функции и (^—-), равномерную схо­

димость 

1 1 
4k 4kn 

при п—>оо. 
Таким образом, {гп(ен)) равномерно ограничена и равно­

степенно непрерывна на множестве В, тогда по теореме 
Арцела [18, с. 103] можно выделить равномерно сходящуюся 
последовательность [znk{eH)\. Благодаря справедливости ра­
венства (13) и непрерывности z{eh) на множестве В полу­
чаем, что для любой сходящейся подпоследовательности 
пределом является z(eiz). Отсюда следует выполнимость 
предельного равенства (23), что и требовалось. 

Для исследования устойчивости решения задачи II до-
. у 

полнительно к условиям Bt) — в4), (5) для функций f(x)y 
j 
fn{x), y = l , 2, / г = 1 , 2... на (—со, + со) достаточно предпо­
ложить, что функции х = х (а), х = хп (а), обратные к а = а (х), 
а = ап(х), имеют в окрестности о1 = 0, /, а2 = /*, о 1 л = 0 , 1п, 
о 2 л =/* разложения: 

*(*) = (*-^Г^ ,̂̂ (°), 
* » = (° —V*) ^ Цхл(е), ^ = 1,2, 

С 2 , (а) £ Я (/Г, X), 2 ^ (а) £ # ( # ( * ) , X (л)) 

К(п)</С<оо, Х(/г)>А>0. 
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Тогда подобно доказательству теоремы 4 при использовании 
равенства (9) из [12] получим устойчивость решения задачи 
II в смысле определения 2, в котором 

k j j 1 1 2 2 

Е= U ЬтЛ-Ь, 7m+i-8]> То = 0> ТА+1 = То = тс. T*+i=2rc. 
У - 1 , 2 

Заметим, что предельный случай задачи 1, когда ат= Ьт, 
соответствует результатам работы [2]. 

Авторы благодарят профессора Л. А. Аксентьева за ценные 
замечания при обсуждении результатов. 
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