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ФИЗИКА 
Э. Р. ВЕЛИБЕКОВ 

МЕТОД ОБОБЩЕННОГО [САМОСОГЛАСОВАННОГО ПОЛЯ 
И КОЛЛЕКТИВНЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ В ТЕОРИИ 

СВЕРХПРОВОДИМОСТИ 
(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым 12 I 1963) 

Первые варианты микроскопической теории сверхпроводимости учиты­
вали простейшее s-взаимодействие в виде прямоугольной ямы вблизи по­
верхности Ферми. В рамках этого приближения был получен спектр элемен­
тарных возбуждений, отделенный щелью от основного состояния. Как было 
впервые показано Н . Н . Боголюбовым, при этом, наряду с элементарными 
возбуждениями, в сверхпроводящих системах существуют также коллектив­
ные возбуждения, которые в случае нейтральной системы носят характер 
продольных квазиакустических волн, переходящих при включении куло-
новского взаимодействия в обычные плазменные возбуждения ( \ 2 ) . В даль ­
нейшем коллективные возбуждения исследовались для двухчастичного вза­
имодействия, разложенного по сферическим гармоникам ( 3 , 4 ) . При этом для 
s-взаимодействия были подтверждены упомянутые результаты. Д л я высших 
гармоник при условии отрицательности соответствующей постоянной вза­
имодействия были обнаружены коллективные возбуждения, обладающие 
моментом, равным моменту обусловливающего их взаимодействия. 

В настоящей статье рассматриваются коллективные возбуждения на ос­
нове уравнений, полученных Н . Н . Боголюбовым в приближении обобщен­
ного самосогласованного поля ( 2 ) . Рассмотрим эти уравнения : 

ЕЬЯ (р) = [Q"(p - q) + Q (р)} % (р) + 

E$q(p)= [Q(p-q) + Q (р)} е » - Ь 

+ 4"2 W) V<(p\P')dq<p)dqW)+Iv{p, pf) cq (p) cq (p')l, (2> 
где ч < . . , . 

aq (p) = upup.q — vpVp.qi bq (p) = UpVp-q + Up-qVp, 

Cq (P) = UpVp.q — UpJqVp9 dq (p) = UpUpiq + VpVp_q, 

J q iP> Р') = J (p, — P + q\ — P' + q, P'), 
I (p, p') - J (p, p' — qy p',p — q) — J (p, pf — q; p — q, p') — 

— J (p, — p ' ; — p ' + q\ p — q), 
Gq (p, p') = J"(p, p' — q\ p', P — q) — J(p, P' — q\ P — q,p') + 

+ J.(p, —p'\ — p'' + q, P — q), 

« . - [ ^ ( . + 4 ) f . . . = [ i ( i - 4 ) r - • 
I — энергия частицы, отсчитываемая от поверхности Ферми, Q = } / £ 2 + 
с — щель в спектре элементарных возбуждений. Заметим, что ядра J u l 
регулярны, а особенности в уравнениях (1) и (2), появляющиеся при нали­
чии кулоновского взаимодействия, связаны с ядром G. Действительно, 
в радиально-симметричном случае Gq (р, р') —• 2J (q) — J (р — р') и, по­
скольку J (р — р') регулярно , особенность в ядре Gq при q -> 0 связана 
с кулоновским взаимодействием J (q) = AneVq2. 

Рассмотрим уравнения (1) и (2) д л я взаимодействия вида 
сю / 

2У , ( Р , Р ' ) 2 Уш(Ь Ч>ГУш(Ь Ф),. (3) 
/ = 0 т=—1 

где д , ф и 6, Ф — углы векторов р', р соответственно в системе координат, 
в которой вектор q направлен вдоль оси z. Будем с ч ю а т ь / / (р, р ' ) = J , 



постоянной и отличной от нуля при — со <; I ^ со. Взаимодействие вида (3) 
позволяет алгебраизировать интегральные уравнения (1) и (2). Отделив в (1) 
кулоновское взаимодействие, введем новые переменные 

XLM (д) = -^2 % (Р') JLYLM «К ФГ dq (р'), 

р' 

ZLM (д) = 4 - 2 \ (Р') JLYLMQ, ФГ С„ (р'), 
Р' 

WLM (q) = ^YLM Ф )Ч (P') 
P' 

ULM (?) = 4 2 ( P ' ) JLYLM («, ф)* (p')-

В переменных X , Z, IF, [/ вместо уравнений (1) и (2) получим следую­
щ и е четыре алгебраических уравнения 

сю / 

•XLM (?)=^2 2 \ [ Х ш W Р 1 I * - Z l m ( ? > P t ^ + W l m ® Р е ^ ~ 

1=0 т=-1 ^ 
— t//m (д) (8, < D ) F L A 1 (0, фу d® + 2 / t /Cfo ) J p £ M r L « ( 9 , Ф)*Ж»; (4) 

OO / 

ZLM (g) = ^ 2 2 \ I-^/m (g) p[]cd — Zim (g) P[ ]<* + 

+ Г / т (?) P £ a c - Uim (g) РЕЬЛ Ylm (в, Ф) YLM(Q, ФусЬ + 
+ 2JLK(g)\PEbcYLM(b,®yd«>; <5) 

oo / 

WLM(g) = h% 2 Vx*nW (g)PEac+ Wlm(g)P, ] e _ 
/ = 0 m = - / ^ 

~-Ulm{g)P{ iab]Ylm(Q,<b)YLM(e,<I>ydto + 2JLK(g)^Pl ]abYLM (9, Ф)*с(со; (6) 
ос / 

^ L A * ( ? ) = Л . 2 2 \^Xlm(g)PEbd-Zim(q)PEbc + 

+ r / m ( 9 ) P [ ]ab-Uim(q)Pl 1 » . ] К / т ( в , Ф ) Г 1 . л | ( в , Ф ) ' Л » + 

+ 2/z./C (?) $P[ (в, Ф)*Ло, (7) 
г д е 

P - - - = 8rf>] { £ i _ [ Q ( p _ ? ) + Q(p)Ji> 

л [ ] в индексе у Р означает й (р — q) + ^ (р). 
Из уравнений (4) — (7) нетрудно видеть, что кулоновское взаимодейст­

вие исчезает д л я М ф 0, так как величины Р . . . могут содержать зависимость 
только от угла 9. По той ж е причине величины X , Z, W, U входят в урав­
нения (4) — (7) с одинаковыми М. В с л у ч а е / , ф 0 мы имеем, вообще говоря, 
систему зацепляющихся алгебраических уравнений д л я X , Z, W, U с раз­
личными L. Особенно прост случай q = 0. При этом величины Р не содер­
ж а т угловой зависимости и уравнения (4) — (7) связывают величины X , Z, 
W, U с одинаковыми L. Поскольку с0 = 0, то Z 0 0 = 0, и уравнение (5) тож­

дественно обращается в нуль. Таким образом, можно получить следующую 
систему трех уравнений: 

XLM — JLPIQXLM — J L P ° E C / Q U L M + JLPEZ/SIWLM + 2JLP°EC/&K (0) &LO^MO'> (8) 

ULM = JLPQEC)&XLM — JLP\C*IQVLM + JLPZZC/QWLM + LPI^/QK (0) 6LO6MOI (9) 

WLM= JLP°E%/QXLM—JLP%ICIQJJLM+ JLP%C*IQ№LM-\- 2JLPIIC/SIK (0) 6LI6MO> (Ю) 
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где индекс нуль у величины Р указывает, что они взяты д л я q = 0. Т а к 
к а к Р ^ / а = Р%а = 0, то уравнение (10) отщепляется от (8) и (9). Случай 
L = 0 может быть рассмотрен на основании уравнений (1) и (2) к а к в ( 2). 
В случае L ф 0 члены, содержащие кулоновское взаимодействие, выпадают 
из уравнений (8) — (10). Таким образом, энергия коллективных возбуж­
дений д л я случая ЬфО, q = 0 определяется из условий 

(1 - Ji.Pb) (1 + JLPbm) + (JLP°EC/C>)2 = 0; (11) 
1 — ^ L P « V O = 0. (12) 

В случае v = £У2с]< 1 условия (11) и (12) принимают вид 
/ 1 arc sin v \ / 1 1 У arc sin v\ , (arc sin v ) 2 __ п n Q . 

— l / " l — v 2 a r c s i n v = — — . (14) 
v r go gL ' 

Уравнение (13) приводит к наличию коллективных возбуждений т а к ж е 
и при gL < 0, т. е. к существованию, наряду с коллективными возбужде­
ниями типа частица — частица, возбуждений типа частица — дырка. Урав­
нение (14) не имеет действительных корней при £ 0 > £ ^ 

В случаях малых q величины Р . . . можно разложить по степеням | ^ | ; 
при этом выделяются члены, не зависящие от 8 и зависящие от cos 0 и c o s 2 6 . 
В ы р а ж а я cos 6 и c o s 2 9 через сферические функции и обозначая индексами' 
0 , 1, 2 соответствующую зависимость величины Р . . . от \q\, из уравнений 
(4) — (7) получим 

X L M = JL {(P°i + \ Р \ ]d2) XLM - (P°Ebd + j Р*ЕМ) ULM + 

+ 2 У^лК {q) [(P°Ebd + 4 РЕМ) ^MO+ jy= РШЬЦЬМО ] + 

1+2 . 

+ 2 2 | / Р Ц ( П т 0 1
 J M ) ( / 1 0 ° li°> (РБ«№Ш—Р[ \cdZim) biLbmM J;(15) 

lm / = | / - 1 | 2 / ' + 

Z L M = J L { - j P \ \OZLM + 4 P2EacWLM + 2 J / ^ L Р в ь с К (q) 6Li6MO + 

2 2 W w + i { l 2 m 0 1 / m ) ( Z 2 0 0 1 / 0 )
 { F > E a c W i m - p t ^ i m ) b ' ' L 8 m M + 

+ ^ 2 l / l p n ( / l m 0 1 / m ) ( z l 0 ° 1 / ( ) ) ( р ' 1 с Л т ~ p l £ 6 c f / / m ) M m * } ; ( 1 6 ) 
lm j=\l—l\ 

W L M = JL { { P \ l a - + y P [ ]«• ) WLM-^PEOCZLM + 

+ 2']^^-P\]abK(q)bL1bM0 + 

. ^ 2 - 2 ( / 2 m 0 1 j m ) ( / 2 0 ° ' / 0 ) - ( p ' l a , W 7 / m ~ p 2 *<* 2 "») М т л + 
/ т / = | / - 2 | 

t / i . ^ = Ух. {(Ян + 4 Я») XLM - (Pf 1» + - J- Р? ]» ) ULM + 

+ 2 }/4яК (q) [ ( Р [ lb- + ^ Р[ ]Ь«) SLOSMO + Р Ь А г б л ю ] + 
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+ 2 2 T YWTI { L 2 M 0 1 j m ) ( / 2 0 G | ; ' 0 ) №™X'm - P \ ^Ulm) Ь,ъЬтМ + 
lm j=\t—2| 

+ 2 УщТ1 ( ^ 0 ! i m ) ( / 1 0 0 | / 0 ) ( P { ] а Л - Р к а д б ; г 6 т м ) . ( 1 8 ) 

/ m /=|/—1| ^ 
Рассмотрим случай, когда в разложении потенциала (3) отличны от 

н у л я только s- и р-сферические гармоники. Тогда из уравнений (15) — (18) 
следует, что X L T ± 1 - 9 U1>±1 и Z l t ± 1 - , № 1 ) ± 1 - в о з б у ж д е н и я попарно расщеп­
ляются . И х энергии соответственно определяются из условий 

[Гг (Р\ 1* + J Р\ W ) - 1 pi (P\ ]» + j P\ w ) + 1 ] = А (Р'ЕЬЧ + j Р Ц 2 ; 
(19) 

( l + i ^ vJi)[(P\ l d . + 4 ^ ] a . ) / x - l ] ~2§Jl {PECIC)2- (20) 

Поскольку расчет ведется с точностью до \q\2, то правой частью (20) 
можно пренебречь. П р и этом уравнение (20) распадется на два условия , 
одно из которых совпадает с уравнением, полученным в ( 3) д л я нефизических 
возбуждений. Нетрудно видеть, что результат ( 3) д л я реальных возбуждений 
можно получить к а к одно из условий, вытекающих из (19) при некор­
ректном в приведенном рассмотрении пренебрежении ее правой частью. 

В случае L •= 1, М = 0 моды типа 1 ,0; 0 , 0 оказываются связанными. 
П р и этом Х 1 0 - , J 7 1 0 - , Z 0 0 - , IF оо- возбуждения отщепляются от Х 0 0 - , U00-t 

Zio~> W10- модов, причем д л я первых возбуждений кулоновское взаимодей­
ствие выпадает. Приведем условие, определяющее энергии возбуждений 

^10» %00У W00. 

-h(P*Ebd + *-P\ibd) 

Ebd ~г -г- г Е Ы -(Р°Е 
]*) + : 

/ Р 1 

тг 0 [ ]cd 

1 

1 

1 

Уз" 
1 7 р2 

— JVEac 

У з 
1 

~ PEbcJo 

Г Р1 

J o r i \аЬ 

JiP\ 1 
Ead 

JlPf }ab 

JlP\ VT ' [ ]CD 

1 
^ 3 

1 + 1 
1 J p2 
«3 

(21) 

1 — J0 (pQ

{ ]a% + - 1 P 2

 ]fl8 j 
Р е з у л ь т а т работы ( 3) д л я 1,0-возбуждений соответствует 1 = Jx (Р0[ ]d* + 
3 \ 

+ -§Р\ \d*\ • Уравнения д л я Х 0 0 , f/00, Z 1 0 , I F 1 0 можно применить д л я опре­

деления возбуждений c L = 0, используя определение /С (^) через Um. 
В заключение выражаю глубокую благодарность акад. Н . Н . Боголю­

бову за постоянное внимание к работе. 
Поступило 
12 I 1963 
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