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Получено аналитическое решение линеаризованной задачи о поведении столкновительной 
невырожденной плазмы в полупространстве, находящейся во внешнем электрическом поле. 
Предполагается, что электроны диффузно рассеиваются на границе плазмы. Полученное ре­
шение используется для определения экранирующего поля. Исследован случай, когда внеш­
нее поле является высокочастотным, а частота внешнего поля близка к плазменной (вблизи 
плазменного резонанса). Библ. 8. Фиг. 5. 
Ключевые слова: аналитическое решение, столкновительная невырожденная плазма, диф­
фузное рассеяние электронов, плазменный резонанс. 

ВВЕДЕНИЕ 

Задача о колебаниях бесстолкновительной газовой плазмы (см. [1]) в полупространстве, на­
ходящемся во внешнем продольном (перпендикулярно поверхности) электрическом поле для 
случая чисто зеркального отражения электронов от границы, впервые была рассмотрена в [2]. 

В [3] дан анализ электрического поля вдали от границы и указано на особое значение анализа 
поля вблизи резонанса. 

В настоящей работе задача о колебаниях невырожденной плазмы решена аналитически и по­
лучены точные формулы для функции распределения электронов и экранированного электри­
ческого поля. Здесь продолжены результаты из [4], где было рассмотрено зеркальное отраже­
ние электронов от границы плазмы. Цель данной работы - исследование отклика электронов в 
полупространстве на продольное электрическое поле E0exp(-i(ût), приложенное перпендикуляр­
но поверхности, в случае диффузного рассеяния электронов на поверхности плазмы. Требуется 
найти отклик электронов внутри плазмы на внешнее поле и провести его исследование, в том 
числе и вблизи резонанса. 

1. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И И О С Н О В Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

Уравнения задачи в безразмерных переменных 
v 1/2 / ™ \ 1 / 2 

X - XV 

записываются в виде (см. [4]) 

ЭА 

( m V ( m Y , ч Е(х) 

oh 1 Г 2 со 
[i^- + z0h(x, p) = \ie(x) + — ехр( -р ' )h(x, р ' ) ф \ z0 = 1 - / - , (1.1) 

de(x) _ _ 2 f „ ' 2 \ i , / v M . U l l ' v 
dx 8 

— f ехр(-р , 2 ) /г(х, р ' ) ф ' , 6 = — . (1.2) 

Здесь со - частота колебаний внешнего поля, v - эффективная частота столкновений электронов 

с частицами плазмы, со̂  - собственная (плазменная) частота колебаний, со2 = 4ке2

0п1т, е0 - заряд 
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электрона, п - концентрация электронов, m - масса электрона, кв - постоянная Больцмана, Т -
температура плазмы, х - размерная координата. 

Диффузное рассеяние электронов на границе плазмы означает, что 

/г(0, р) = А, р > 0 , (1.3) 

причем величина А находится из условия непротекания 

| е х р ( - р 2 ) р ф = 0. (1.4) 

Условие (1.4) означает, что ток через границу плазмы отсутсвует. Условие на электрическое по­
ле имеет вид 

*(0) = 1. (1.5) 

2. С О Б С Т В Е Н Н Ы Е РЕШЕНИЯ 
В [4] построены собственные решения уравнений (1.1) и (1.2) в виде 

Щх, р) = 1 ехр(-^У(л, ЮЯ(Л). (2Л) 

ец(х) = е х р ( - ^ Е ( л ) . (2.2) 

Здесь Рх~х - символ главного значения интеграла от х~1, 

Ч - Ц r|exp(-rf) z 

X(z) - дисперсионная функция задачи, X(z) = Хх + z0

l (1 - х\{2 z2)Xc(z), Х{ = 1 - z0

l, Xc(z) - дисперси­
онная функция Ван-Кампена (см. [5]), 

2ч 
Xciz) = 1 + j L f £ 5 P i z I ) à ç 

В [4] показано, что на плоскости параметров задачи ( у , 8 ) , у = со/сор - 1, существуют области D± 

с общей границей, такие, что если ( у , г) e D + , то дисперсионная функция имеет два конечных 
комплексных нуля ±r | 0 (Rer | 0 > 0), а если ( у , 8 ) e D~, то дисперсионная функция нулей не имеет. 
Нулю Г | 0 отвечает собственное решение (мода Дебая) 

Независимо от параметров ( у , 8 ) дисперсионное уравнение X(z)/z - 0 имеет простой (кратности 
единица) нуль в точке z = °°. Этому нулю отвечает решение Друде hjj, p) = p/z0, е(х) = 1. 

3. Ф У Н К Ц И Я Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я ЭЛЕКТРОНОВ И Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Е ПОЛЕ 
Покажем, что задача (1.1)—(1.5) имеет решение, представляющее собой разложение по соб­

ственным решениям дискретного и непрерывного спектров 

z0h(x,\L) = £ 0 0 /г 0 0 (х ,р) + £ 0 / г Л о (х ,р ) + j \ ( x , \L)E(i\)di\, (3.1) 
о 

е(х) = Е„е„(х) + Е0еъ(х) + 1ец(х)Е(ц)аг\. (3.2) 
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Здесь Е0, - неизвестные коэффициенты дискретного спектра (амплитуды Дебая и Друде), 
Е(г\) - неизвестная функция (коэффициент непрерывного спектра). При (у, 8 ) e DE разложениях 
(3.1) и (3.2) следует положить Е0 = 0. Будем рассматривать наиболее общий случай, когда (у, e) e D+. 

Подставим (3.1) и (3.2) в граничные условия (1.3) и (1.5). Получаем следующие уравнения: 

* W + Р ^ Й Г £ ^ - ^ о ч . Ш т } = 0, ц > 0 , (3.3) 
* М-Ц Цехр(-ц ) 

Ет + Е0 + К0 = 0. (3.4) 

В уравнениях (3.3) и (3.4) 

Ф(ц) = -AZ0 + E ^ + E J ^ - ^ , К0 = \Е(ц)ац. 
о 

Введем вспомогательную функцию 

J i| Z 
о 

для граничных значений которой сверху и снизу на действительной положительной полуоси вы­
полняется равенство 

ЛГ(ц)-ЛГ(ц) = 2Ki(ii2-г\\)Е(ц), ц > 0 . (3.5) 

С помощью граничных значений функций X(z) и N(z) сведем уравнение (3.3) к неоднородной 
краевой задаче Римана (см. [6]) 

Г(ц)[ЛГ(ц) + ф(ц)] = Г (ц ) [ЛГ (ц) + ф ( ц ) ] , ц > 0. 

Рассмотрим соответствующую однородную краевую задачу 

Х + ( р ) = G(p)X"(p) , р > 0 , G(p ) = ^ Ü Ü . 
Г ( р ) 

Учитывая, что индекс этой задачи равен единице (см. [4]), ее каноническое решение имеет вид 

X(z) = - expV(z) , = ^ . f [ l n G ( T ) - 2 7 c / l - ^ , 
z 2niJ T-Z 

о 

где под lnG(x) понимается регулярная ветвь логарифма, фиксированная в нуле условием lnG(0) = 0; 
в этом случае, как нетрудно видеть, l n G ( + ° o ) = 2ni. Теперь с помощью этого решения преобразу­
ем неоднородную задачу Римана к задаче определения аналитической функции по ее скачку: 

Х + ( р ) [ ^ + ( р ) + ф(р)] = Х-(р)[ЛГ(р) + ф(р ) ] , р > 0 . 

Решение этой задачи содержит две произвольные постоянные С 0 , С_х и имеет следующий вид: 

i („ с_{ N(z) = - <p(z) + — С 0 + ^ i - . (3.6) 
X(z)\ z-zj 

Постоянные C 0, C_x находятся из условий разрешимости 

С 0 = Е„, С_{ = -Е0(ч1-ц2)Х(ц0). 
Неизвестная функция Е(г\) находится из условия (3.5), если в левую часть (3.5) подставить реше­
ние (3.6). Получаем 

2кЦц-ч2)Е(Ч) = (со + ^-]у(Ю, (3.7) 
V ч ^ ч о / 



у' © 

1 2 £ / С 
С \D 

\и—« 
л ]в х 

Фиг. 1. 

где 

У(Л) 
1 1 

Для нахождения неизвестных коэффициентов Е0 и 
Еж воспользуемся условием непротекания (1.4). Под­
ставляя разложение (3.1) в (1.4), имеем 

£ „ + 2 ^ ( 1 - 2 0 ) ^ 0 + ^ 0 ) = 0-

Вычислим интеграл К0 - CQJ0 + C_YJX, где 

(3.8) 

_ 1 n(y\)àt\ j _ J _ f У(Л)<*П 
лГ ;(л2-лЬ(л-ло) 

Возьмем контур Г е , изображенный на фиг. 1. Радиус 
большой окружности равен R = 1/е, радиус малой 
окружности равен г = 2е, отрезки AB и CD отстоят от 
действительной оси на расстоянии £, £ > 0. С помощью 
интегральной формулы Коши для всех z e D £ имеем 

2 n i f [ 
1 

Х(х) 
х + V, 

dx 
X — Z 

(3.9) 

где 

V, = -^-.\[lnG(x)-2ni]dx. 
ZKlJ 

Перейдем к пределу при е — • 0 в этом равенстве. Заметим, что для функции <р(г) = Х~'(г) - z + 
+ Vj при z —*• 0 0 имеет место следующая асимптотика: ф(г) = 0(l/z)(z — • °°). В силу этой асимп­
тотики значение интеграла (3.9) на окружности Г к = (х: |х| = /?,/? = 1/е} исчезает в пределе при 
£ — - 0. Из определения функции X(z) вытекает ее ограниченность в окрестности начала коор­
динат. Поэтому интеграл (3.9) по малой окружности уЕ = {х: |х| = 2Е} в пределе при £ — - 0 также 
исчезает. Таким образом, в пределе при £ — 0 из равенства (3.9) получаем следующее инте­
гральное представление 

_ L _ 7 + v = 1 ГУ(Л)<*П 
X(z) 1 2TCIJ Ц-z ' 

С помощью интегрального представления (3.10) имеем 

Х(Л,)±Х(-л,) Л = - 1 
2 2 

Ло-Л1 
-а , а = 

При выводе этого равенства была использована факторизация дисперсионной функции (см. [7]) 

X(z) = ^ т о(Ло ~ z2)X(z)X{-z). Интеграл JX вычислим с помощью контурного интегрирования и тео­
рии вычетов: 

У, = [Res + Res + Res] ^——, = Ц 7- + 
л» л ' Х и ) ( Г - л Ж г - Л о ) ^(Ло)(Ло-лЬ 

1 
2Л, 

1 1 _Бо Л .а - Л о « " 
ЦЛ1-Ло)^(Л1) (Л[+ Ло)^(-Л1)-

Теперь подставим У0 и У, в выражение для К0, а К0 - в (3.8) и (3.4). Придем к системе уравнений, 
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из которых найдем, что 

^° Х ( Л о ) Л 1 Д - 0 

Разложения (ЗЛ) и (3.2) доказаны. Для полного завершения задачи требуется найти постоян­
ную А из граничного условия (1.3). Для этого вычислим пределы в точке z - 0 0 в левой и правой 
частях (3.6). Из полученного равенства находим, что 

Azo = - ^ - Л о ^ о - С - 1 + C o ^ , К{ = \цЕ(ц)ац. (ЗЛО) 
о 

С помощью (3.7) имеем Кх = C0f0 + C_XJ\, где 

1 ГУ(Л)Л^Л г - 1 f У(Л)Л^Л , _ J _ гу(Л)Л^Л г _ J L f 
0 " 27C/J л 2 _ л ? ' 1 " 27C/J 

0 ЛГ / 7 Г ^ 0 ( Л 2 - Л 1 ) ( Л - Л о ) 

С помощью интегрального представления для l/X(z) получаем, что 

v 1 + <b^!>ÏL. 

Второй интеграл вычислим с помощью теории вычетов и контурного интегрирования: 

z £„ r ) n a + - r i i O f У = [Res + Res + Res + Res] = -\-i\0-±- 10 " . 
- л , л , X ( z ) ( z - л Ж г - Л о ) C - ' £ ~ 

На основании (3.10) теперь находим 

£ т е + г | 0 а + -т | ,а~ 
= Л 1 : — • 

Ло« - Л ) « 
Аналитическое решение задачи полностью закончено. 

4. А Н А Л И З РЕШЕНИЯ 

Электрическое поле (3.2) представим в виде суммы двух слагаемых е(х) = е^х) + ес{х), где 

А., Г л./Гг2 

ed(x) = 
, ^ Л 1 / ( Л о - Л ] ) + а' f z0x\ 

Х(т10)(т1,а+-т10а") 

С_ 

(4.1) 

Будем считать параметры 8 и у малыми: 0 < 8 <̂  1, |у| <̂  1. При со ~ со̂  (у ~ 0) и 8 ~ 0, т.е. вблизи 
резонанса Г|0(у, 8) ~ <». В самом деле, разложим дисперсионную функцию в асимптотический ряд 
в окрестности бесконечно удаленной точки: 

Mz) = К + — + — + .. . , z — - , 

где 

Аоо = А,(«>) = + — ' À 2 = — ' ^ 4 = T T " -
Z 0 8 Z 0 2 8 ^ o 4 8 ^ o 

В линейном по у и 8 приближении находим 

2 = К = 3 + / 8 - 8 ( 8 - / у ) 15 + / 8 ( 1 + у + /8) 
10 Х„ А,2 2 [ 2 у + /8 + у ( у + /8) ] 6 + 2 /8(1 + у + iE)' { } 



Из выражения (4.3) видно, что |г| 0 | быстро возрастает, но остается конечной величиной даже при 
у = 0, ибо 8 > О для рассматриваемой столкновительной плазмы. 

Представим основные параметры решения как функции двух малых параметров: 

Л + у + /£ 2 . ч 

i \ , Л1 = - - ( l + y + ^e). 

0: 

?„ = ( ' - " Л '
 г»Ч « = 0 , e - 0 ) . (4.4) 

Из выражений (4.1) и (4.2) с учетом соответствующей асимптотики из (4.4) видно, что для дис­
кретного спектра соответствующая часть электрического поля имеет коэффициент убывания 

по х, пропорциональный (Vi) 1 . Для непрерывного спектра соответствующая часть поля имеет 
коэффициент убывания, пропорциональный величине е - 1 . Это означает, что существуют два 
слоя 0 < 1 < £ и £ < 1 < л / ё , в первом из которых следует учитывать вклад в электрическое поле, 
обусловленный и непрерывным и дискретным спектрами. Во втором слое решающий вклад в 
электрическое поле вносит второе слагаемое из (4.1) - мода Дебая. Второй слой при x ~ пе­
реходит в область сплошной среды, где определяющий вклад в поле вносит первое слагаемое -
мода Друде. 

Переходя к размерным координатам, получаем, что первый слой соответствует области 0 < х < / 8 , 
/ -длина свободного пробега электронов, а второй слой - области fc<x<ljz. Учтя определение ве­
личины 8 , эти области выразим через дебаевский радиус экранирования поля rD (rD ~ v r/cop), vT- теп­
ловая скорость электронов: 0 < x < rD - первая область, и rD < x < Jïr~D - вторая область. Третий 

слой соответствует области Jïr~D < х < + ° о . В этой области мода Дебая и вклад непрерывного 
спектра (волны Ван-Кампена, см. [5], [8]) затухают и доминирует объемное расширение Друде; 
следовательно, третий слой - это область, где справедлива электродинамика сплошной среды. 

Особо отметим, что вклад непрерывного спектра в электрическое поле при больших |г| 0 | в 
первом слое имеет тот же порядок, что и вклад дискретного спектра, а на границе плазмы (при 
х = 0) эти вклады совпадают в пределе при Г | 0 — • со. При этом оба составляющих электрического 
поля ed(0) и ес(0) на границе невырожденной плазмы по отдельности являются неограниченны­
ми, в отличие от случая зеркальных граничных условий (см. [4]), в котором ed(0) и ес(0) при всех 
значениях параметров y( |y j < ^ 1 ) и 8 ( 0 < 8 < ^ 1) являются конечными. 

Итак, вне первого слоя поведение электрического поля определяется в основном дискретным 
спектром. Из приведенных графиков видно, что затухание волн Ван-Кампена сопровождается 
осцилляциями. 

Приведем графики (фиг. 2-5) зависимостей модуля электрического поля (фиг. 2, 3) и действи­
тельной части электрического поля от расстояния до границы плазмы (точнее, до границы пер­
вого слоя). 

На фиг. 2 изображен профиль модуля электрического поля в полупространстве в случае у = 
= 0.001. Кривые 1,2,3,4 отвечают следующим значениям параметра: 8 = 0.001, 0.003, 0.006, 0.01. 
На фиг. 3 изображены графики модуля электрического поля в случае 8 = 0.001. Кривые 1,2,3,4 
отвечают значениям у = 0, -0 .001 , 0.002, -0.002. На фиг. 4 и 5 изображены графики действитель­
ной части электрического поля в случае 8 = 0.001. Кривые 7, 2, i на фиг. 4 отвечают значениям 
у = 0; 0.001; -0 .001 , а на фиг. 5 - значениям у = 0; 0.01; - 0 . 0 1 . Из фиг. 2-5 видно, что при положи­
тельных значениях у наблюдается убывающий осцилляционныи режим, т.е. электрическое поле 
осциллирует, амплитуды осцилляции убывают, приближаясь к своему асимптотическому значе­
нию при х — - +°°, т.е. к значению ed(+°°) = Е00 = Этот осцилляционныи режим становится 
все более выраженным по мере роста величины у. При у = 0 и у < 0 осцилляции не наблюдаются. 
При этом величина поля в объеме плазмы при малых значениях у и 8 значительно превышает 
величину поля на поверхности ^(0) = Щте(О) = 0), что естественно для рассматриваемого резо­
нансного случая. 

Продольная диэлектрическая проницаемость 8ц вблизи плазменного резонанса согласно Лан­
дау (см. [2]) связана с со и со̂  соотношением 8ц = 2(1 - со /̂со) = 2у/(1 + у). При малых у отсюда имеем: 

у _ 2 у + / 8 + у ( у - / 8 ) 

(1 +Y + i'e)' 
Оценим величины и -О П Р И У = 0 и 8 — -
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£ц = 2у. Вдали от границы плазмы (при больших х) для зеркальных граничных условий Ландау по­
лучил при малых а. < 0 (т.е. вблизи резонанса) следующее выражение для электрического поля: 

е(х) = 1 1 - ехр 

Из этой формулы видно, что электрическое поле монотонно возрастает с ростом х до ампли­
туды Друде 1/£ц; этот факт совпадает с результатом данной работы для случая диффузного рас­
сеяния электронов и столкновительной плазмы. 

Убывающая часть дискретной моды (мода Дебая) для резонансного случая со = сор(у = 0) со­
гласно (4.1) может быть представлена в виде: 

eD{x) = -ехр - у 0 -

где у 0 = А/2/3 . Точно такой же вид имеет eD(x) и в случае зеркальных граничных условий (см. [4]), 

но с у 0 = 1 /л /З . Для сравнения отметим, что наблюдается согласие с работой [3] для вырожденной 

плазмы, где была получена такая же формула, но с коэффициентом у 0 = J5/6 . 



В [3] было отмечено, что решение этой задачи с диффузным граничным условием значитель­
но отличается от решения этой задачи с зеркальным граничным условием. Имея точные анали­
тические решения - формулу (3.2) данной работы и формулу (4.16) из [4], этот вопрос можно ис­
следовать подробнее. В общем случае эти формулы действительно различны. Однако, в высоко­
частотном пределе (г| 0 — - ©о) выражения для дискретной части электрического поля в обоих 
случаях переходят в одно и то же выражение 

Так что в тех случаях, когда вклад непрерывного спектра в электрическое поле мал, можно 
утверждать, что в этих случаях стирается различие в поведении электрического поля, вызванное 
различием зеркальных и диффузных граничных условий. 

Особо отметим, что вклад непрерывного спектра в электрическое поле при переходе из пер­
вого слоя во второй становится близким к нулю. Этот факт объясняется тем обстоятельством, 
что подынтегральная функция из (4.2) начинает быстро осциллировать с ростом x; а интеграл от 
быстро осциллирующей функции начинает исчезать с ростом частоты осцилляции. 

Интересно, что взаимное расположение и характерные размеры слоев для рассматриваемого 
резонансного случая существенно отличаются от низкочастотного случая, когда со < (0р, со < V. 

Анализ общего выражения для электрического поля (3.2) показывает, что и в этом случае 
первый слой имеет размер порядка rD. Второй же слой в этом случае соответствует области rD < 

< х < /. Таким образом, второй слой в этом случае существенно (в Jl/rD раз) шире, чем в резо­
нансном случае. При этом во втором слое влияние моды Дебая в низкочастотном случае прене­
брежимо мало, в отличие от резонансного случая. 
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