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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, âêëþ-
÷àþùåãî â ñåáÿ âñå âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò,
íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ñâÿçàííûå ñ òèïàìè îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò
êîíå÷íîãî ðàíãà, ïðè êîòîðûõ âñÿêàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ñîèçìåðèìà ñ âïîëíå èíâà-
ðèàíòíîé. Îïèñàíû ðàñùåïëÿþùèåñÿ ñìåøàííûå ãðóïïû, âñå ïîäãðóïïû êîòîðûõ ïðîåêòèâíî
èíåðòíû. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû îáðàçóþò ïîä-
ðåøåòêó â ðåøåòêå âñåõ åå ïðîåêòèâíî èíåðòíûõ ïîäãðóïï.
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Âñå ãðóïïû ïðåäïîëàãàþòñÿ àáåëåâûìè. ×åðåç E(G) îáîçíà÷àåòñÿ êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ
ãðóïïû G, r(G) � åå ðàíã, Gp � p-êîìïîíåíòà åå ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè, çàïèñü H ≤ G
îçíà÷àåò, ÷òî H � ïîäãðóïïà â G. Ïîäôàêòîðîì ãðóïïû G íàçîâåì âñÿêóþ ïîäãðóïïó
ôàêòîð-ãðóïïû G/K, ãäå K ≤ G. Åñëè G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî H∗ � ÷èñòàÿ îáîëî÷êà
â G åå ïîäãðóïïû H, à åñëè G îäíîðîäíàÿ, òî t(G) � åå òèï. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (0 /∈ N), P � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, Z(p∞) �
êâàçèöèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà.
Åñëè χ1 = (k1, k2, . . . ), χ2 = (l1, l2, . . . ) � õàðàêòåðèñòèêè ([1], � 85), òî èõ ïðîèçâåäåíèåì

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà χ1χ2 = (k1 + l1, k2 + l2, . . . ), ãäå∞ ïëþñ íå÷òî åñòü∞. ×àñòíîå
χ1 : χ2 äâóõ õàðàêòåðèñòèê χ1 ≥ χ2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ õàðàêòåðèñòèêà χ, äëÿ
êîòîðîé χχ2 ≤ χ1. Èñõîäÿ èç ýòèõ ïîíÿòèé, îïðåäåëÿþò ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå òèïîâ.
Ïîäãðóïïû H,K ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ ñîèçìåðèìûìè (îáîçíà÷åíèå H ∼ K), åñëè îáå

ôàêòîð-ãðóïïû (K + H)/H è (K + H)/K êîíå÷íû. Ñîèçìåðèìîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè ϕ ∈ E(G), òî ïîäãðóïïà H ≤ G íàçûâàåòñÿ ϕ-èíåðòíîé, åñëè H
ñîèçìåðèìà ñ H + ϕH. Åñëè H ϕ-èíåðòíà äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ E(G), òî H íàçûâàåòñÿ âïîëíå

èíåðòíîé. Â [2]�[4] ïðèâåäåíà ïîäðîáíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ ïîíÿòèþ èíåðòíîñòè
â ãðóïïàõ.
Ïîäãðóïïà, èíåðòíàÿ äëÿ âñÿêîé ïðîåêöèè ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíîé.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè α, β � òàêèå ïðîåêöèè ãðóïïû G, ÷òî αβ = 0, òî βG ñîäåðæèòñÿ

â (1 − α)G. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå x = αx + (1 − α)x.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31.01.2022, ïîñëå äîðàáîòêè 24.06.2022. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 29.06.2022.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
ÐÔ (ñîãëàøåíèå � 075-02-2022-884).
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Îòñþäà äëÿ x = βg ïîëó÷àåì βg = αβg+(1−α)βg = (1−α)βg. Çàìåòèì, ÷òî èç βG ≤ (1−α)G
íå ñëåäóåò βH ≤ (1− α)H äëÿ H ≤ G.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü G = 〈u〉 ⊕ 〈v〉 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà 2 ñ áàçèñîì u, v, à H = 〈u〉.
Òîãäà, åñëè α : G → H � ïðîåêöèÿ, α(H) = H è, çíà÷èò, H ÿâëÿåòñÿ α-èíåðòíîé. Åñëè
òåïåðü β : G → 〈v〉 � ïðîåêöèÿ â ðàçëîæåíèè G = 〈v〉 ⊕ 〈u + v〉, òî αβ = 0 è β(u) = −v.
Ïîýòîìó β(H) = 〈v〉 � (1 − α)H = 0. Â ÷àñòíîñòè, H + β(H) = G è, ñëåäîâàòåëüíî, H íå
ÿâëÿåòñÿ β-èíåðòíîé.

Ëåììà 1. Ïóñòü G =
⊕

i∈I Gi, πi : G→ Gi � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè, äëÿ ïîäãðóïïû

H ≤ G èìååì H =
⊕

i∈I(H ∩Gi) ⇔ πi(H) ≤ H äëÿ âñÿêîãî i ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè H =
⊕

i∈I(H ∩ Gi), òî πi(H) = H ∩ Gi. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç ñâîéñòâà H ≤

⊕
i∈I πi(H). �

Ëåììà 2. Ïóñòü G = A⊕B è π : G→ A � ïðîåêöèÿ. Òîãäà

1) åñëè H � π-èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà â G, òî (A ∩H)⊕ (B ∩H) ∼ H ∼ πH ⊕ (1− π)H;
2) åñëè H � ïðîåêòèâíî èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà â G, òî A ∩ H + f(B ∩ H) ∼ A ∩ H äëÿ

âñÿêîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ Hom(B,A).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñêîëüêó (A∩H)⊕(B∩H) ≤ H ≤ πH+(1−π)H, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî A∩H ∼ πH è B∩H ∼ (1−π)H. Òàê êàê (H+πH)/H ∼= πH/(πH∩H), ãäå πH∩H = A∩H,
òî A ∩ H ∼ πH. Àíàëîãè÷íî, èç èçîìîðôèçìà (1 − π)H/(H ∩ B) ∼= (H + (1 − π)H)/H è
ðàâåíñòâà H + (1− π)H = H + πH âûòåêàåò B ∩H ∼ (1− π)H.
2) Ýíäîìîðôèçì π′ = π+πf(1−π) ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ åå ïðîåêöèåé. Òàê êàê πf(1−π)H =

f(1 − π)H ≤ π(H) + π′(H), òî H + f(B ∩ H) ∼ H è, âçÿâ ïåðåñå÷åíèå ñ A, ïðèõîäèì
ê òðåáóåìîìó çàêëþ÷åíèþ. �

Â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ìàêñè-
ìàëüíîãî ðàíãà âïîëíå èíåðòíà (ñì., íàïðèìåð, [5], ëåììà 2.3). Èíåðòíîñòü ýòîé ïîäãðóïïû
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé è ñâîáîäíîé. Â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ áåñêî-
íå÷íîãî ðàíãà ýòî óæå íå òàê.

Ïðèìåð 2. Â ñâîáîäíîé ãðóïïå G áåñêîíå÷íîãî ðàíãà èìåþòñÿ ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî
ðàíãà, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = A ⊕ B, ãäå ãðóïïà A èìååò ñ÷åòíûé ðàíã, A =
⊕

n∈NAn,

r(An) = 1, r(B) ≥ ℵ0. Ïóñòü H =
(⊕

n∈N nAn
)
⊕B, π : G→ A � ïðîåêöèÿ. Â ñèëó ñòðîåíèÿ

ãðóïï A è B ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì f : B → A. Ïîñêîëüêó A �
⊕

n∈N nAn, ââèäó óñëî-
âèÿ 2) ëåììû 2 H íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíîé. �

Â íåðàçëîæèìîé ãðóïïå âñÿêàÿ ïîäãðóïïà áóäåò ïðîåêòèâíî èíâàðèàíòíîé, ñëåäîâàòåëü-
íî, è ïðîåêòèâíî èíåðòíîé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Â ðàçëîæèìîé ãðóïïå G âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî èíâà-

ðèàíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G =
⊕

p∈ΠGp, ãäå Π ⊆ P, ãðóïïû Gp íåðàçëîæèìû

è |Π | ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ãðóïïà G íå ìîæåò áûòü áåç êðó÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè G = A⊕B, ãäå A,B � ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, òî äëÿ ïîäãðóïïû H = 〈a+ b〉 (0 6= a ∈ A,
0 6= b ∈ B) èìååì H 6= (H ∩ A) ⊕ (H ∩ B) = 0. Ãðóïïà G íå ìîæåò áûòü ñìåøàííîé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Gp 6= 0, òî Gp èìååò ïðÿìîå ñëàãàåìîå A ðàíãà 1, ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìûì
ñëàãàåìûì â G, G = A⊕B. Òåïåðü åñëè 0 6= a ∈ A, à b ∈ B � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà,
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òî äëÿ H = 〈a + b〉 èìååì H 6= (H ∩ A) ⊕ (H ∩ B). Íàêîíåö, åñëè ãðóïïà G ïåðèîäè÷åñêàÿ
è íåêîòîðàÿ Gp ðàçëîæèìà, Gp = A⊕B, òî äëÿ H = 〈a+ b〉, ãäå 0 6= a ∈ A[p], 0 6= b ∈ B[p],
èìååì H 6= (H ∩A)⊕ (H ∩B).
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ãðóïïà G =

⊕
p∈ΠGp, òî âñÿêàÿ åå ïîäãðóïïà H òàêæå ïåðèîäè-

÷åñêàÿ è èìååò âèä H =
⊕

p∈ΠHp, ãäå Hp ≤ Gp. Ââèäó âïîëíå èíâàðèàíòíîñòè ïîäãðóïï
Gp äëÿ âñÿêîé ïðîåêöèè π èìååì πGp ≤ Gp, è π äåéñòâóåò íà Gp ëèáî êàê íóëåâîé, ëèáî
êàê òîæäåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì. Ïîýòîìó πH ≤ H. �

Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû G èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ÿâëÿþòñÿ âïîëíå èíâàðèàíò-
íûìè. Èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ðàçëîæèìîé ãðóïïå áåç
êðó÷åíèÿ èìåþòñÿ íå ïðîåêòèâíî èíåðòíûå ïîäãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Â ðàçëîæèìîé ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïå T âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðî-

åêòèâíî èíåðòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T =
⊕

p∈Π Tp, ãäå Π ⊆ P, ïî÷òè âñå

p-êîìïîíåíòû Tp íåðàçëîæèìû, à ó âñÿêîé ðàçëîæèìîé Tp îäíî èç äâóõ âçàèìíî äîïîë-

íèòåëüíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî ãðóïïà T èìååò òàêîå ðàçëîæåíèå T =
A ⊕ B, ÷òî îáðàç f(B) áåñêîíå÷åí äëÿ íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà f : B → A. Òîãäà, åñëè
π : T → A � ïðîåêöèÿ, äëÿ ïðîåêöèè π+πf(1−π) èìååì (π+πf(1−π))B = f(B), ïîýòîìó
ïîäãðóïïà B íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíîé. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ
A⊕B p-ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ãðóïï Hom(A,B), Hom(B,A) íåíóëåâàÿ, ÷èñëî
ðàçëîæèìûõ p-êîìïîíåíò ãðóïïû T äîëæíî áûòü êîíå÷íûì. Êðîìå òîãî, ó âñÿêîé ðàçëî-
æèìîé p-êîìïîíåíòû îäíî èç äâóõ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî. Â
ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé p-êîìïîíåíòû èìååòñÿ ðàçëîæåíèå A⊕B, ãäå îáå
ïîäãðóïïû A è B áåñêîíå÷íû. Åñëè A ∼= Z(p∞), à B � íåîãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà, òî ïîäãðóï-
ïà f(B) áåñêîíå÷íà äëÿ íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà f : B → A, ÷åãî íå ìîæåò áûòü, òàêæå
p-êîìïîíåíòû íå ìîãóò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íûå îãðàíè÷åííûå ïðÿìûå ñëàãàåìûå, à òàêæå
íåâîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà Tp = A ⊕ B, ãäå A è B � íåîãðàíè÷åííûå ðåäóöèðîâàííûå
ãðóïïû.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàïèøåì T â âèäå T = A ⊕ B, ãäå A � ïðÿìàÿ ñóììà íåðàçëîæèìûõ,

à B � ïðÿìàÿ ñóììà ðàçëîæèìûõ p-êîìïîíåíò. Åñëè H ≤ T , òî H =
⊕

p∈ΠHp, ãäå êàæäàÿ

Hp ≤ Ap ëèáî Hp ≤ Bp. Ïîýòîìó H = (H ∩ A) ⊕ (H ∩ B). Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî
H ∩ A è H ∩ B � ïðîåêòèâíî èíåðòíûå ïîäãðóïïû â A è B ñîîòâåòñòâåííî ([6], ëåììà 3).
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïðîåêöèÿ π ãðóïïû T äåéñòâóåò íà Ap êàê òîæäåñòâåííûé èëè êàê
íóëåâîé ýíäîìîðôèçì, π(H ∩ A) ≤ H ∩ A. Òàê êàê H ∩ B =

⊕
p(H ∩ Bp), ãäå ÷èñëî p-

êîìïîíåíò êîíå÷íî, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà B ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé, à H ≤ B.
Åñëè π � ïðîåêöèÿ ãðóïïû B è ïîäãðóïïà πB êîíå÷íà, òî êîíå÷íà è πH, ïîýòîìó H + πH
ñîèçìåðèìà ñ H. Äîïóñòèì, ÷òî ïîäãðóïïà πB áåñêîíå÷íà, òîãäà B = πB ⊕ (1 − π)B, ãäå
ïîäãðóïïà (1 − π)B êîíå÷íà. Èìååì H ≤ πH ⊕ (1 − π)H, ãäå H ñîèçìåðèìà ñ πH â ñèëó
êîíå÷íîñòè (1− π)H. Ïîýòîìó H ñîèçìåðèìà ñ H + πH. �

Îòìåòèì, ÷òî p-ãðóïïû, óïîìÿíóòûå â ïðåäëîæåíèè 2, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, òàêî-
âûìè áóäóò ðåäóöèðîâàííûå êâàçèïîëíûå p-ãðóïïû ñ êîíå÷íûìè èíâàðèàíòàìè Óëüìà�
Êàïëàíñêîãî, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûìè ([1], ñëåäñòâèå 74.6); à åñëè òàêàÿ p-
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íåðåäóöèðîâàííîé, òî îíà åñòü ïðÿìàÿ ñóììà êâàöèöèêëè÷åñêîé è êîíå÷-
íîé ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 3. Â ðàñùåïëÿþùåéñÿ ñìåøàííîé ãðóïïå G = T ⊕ A, ãäå T � ïåðèîäè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà, à A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíîé
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T � ãðóïïà èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è A � òàêàÿ íåðàçëîæèìàÿ

ãðóïïà, ÷òî îáðàç β(F ) êîíå÷åí äëÿ êàæäîé F ≤ A è äëÿ êàæäîãî β ∈ Hom(F, T ); êðîìå
òîãî, åñëè A èìååò íåíóëåâîé p-äåëèìûé ïîäôàêòîð äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ P, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ p-êîìïîíåíòà ãðóïïû T îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π : G→ T � ïðîåêöèÿ è θ = 1−π. Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî
|β(F )| ≥ ℵ0 äëÿ íåêîòîðîé F ≤ A. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè A èìååò
íåíóëåâîé p-äåëèìûé ïîäôàêòîð, à ãðóïïà Tp íåðåäóöèðîâàííàÿ. Òîãäà H = {β(x) + x |x ∈
F} � òàêàÿ ïîäãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ãðóïïû G, ÷òî π(H) = β(F ) è π(H) ∩H = 0, ïîýòîìó
H + π(H) � H. Äîïóñòèì, ÷òî ãðóïïà Tp íåîãðàíè÷åííàÿ è F/Y ∼= Z(p∞) äëÿ íåêîòîðûõ
Y ≤ F ≤ A. Ïîñêîëüêó Tp/X ∼= Z(p∞) äëÿ íåêîòîðîé X ≤ Tp, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ϕ : Tp/X → F/Y . Ïóñòü H = 〈ai + ϕ(ai) | i ∈ I〉, ãäå ýëåìåíòû ai, i ∈ I, ïðîáåãàþò ñèñòåìó
ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ôàêòîð-ãðóïïû Tp/X. Òîãäà H ∩ Tp ≤ X è 〈ai | i ∈
I〉 ≤ πH. Ïîýòîìó H + πH � H. Íåîáõîäèìîñòü îñòàâøèõñÿ óòâåðæäåíèé î÷åâèäíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà T áåñêîíå÷íà, òî ðàíã ãðóïïû A êîíå÷åí,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì F → T íåêîòîðîé ñâîáîäíîé ïîäãðóï-
ïû F ≤ A ñ áåñêîíå÷íûì îáðàçîì, ÷òî ïî óñëîâèþ íåâîçìîæíî. Ïóñòü H ≤ G. Èìååì
H ≤ πH ⊕ θH. Ïîñêîëüêó ãðóïïà T ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ôàêòîð-ãðóïïà θH/(A ∩ H) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Êðîìå òîãî, îíà ðåäóöèðîâàííàÿ, ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ îãðàíè-
÷åííîñòè p-êîìïîíåíò ãðóïïû T , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò p-äåëèìûå ïîäôàêòîðû ãðóïïû
A. Ïîýòîìó åñëè ðàíã ãðóïïû A êîíå÷åí, òî ýòà ôàêòîð-ãðóïïà êîíå÷íà. Äàííàÿ ôàêòîð-
ãðóïïà êîíå÷íà, åñëè êîíå÷íà è ãðóïïà T . Èòàê, ôàêòîð-ãðóïïà θH/(A∩H) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íîé. Ïîýòîìó T∩H ∼ πH è A∩H ∼ θH è, çíà÷èò, (T∩H)⊕(A∩H) ∼ H ∼ πH⊕θH. Ïóñòü äà-

ëåå ∆ =

(
α β
0 γ

)
� ïðîåêöèÿ ãðóïïûG. Òîãäà α è γ � ïðîåêöèè ãðóïï T è A ñîîòâåòñòâåí-

íî, ïîýòîìó γ = 0 èëè γ = 1. Ïî óñëîâèþ πH+α(πH) ∼ πH, à γ(θH) = 0 èëè γ(θH) = θH è
îáðàç β(θH) êîíå÷åí. Ïîýòîìó πH⊕θH+∆(πH⊕θH) = πH⊕θH+α(πH)+β(θH)+γ(θH) ∼
πH ⊕ θH è, çíà÷èò, H + ∆H ∼ H. �

ÏóñòüH ≤ G, πi � ïðîåêöèè ãðóïïû G (i = 1, . . . ,m), f = π1+· · ·+πm. Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè ïîäãðóïïà C ≤ G ïðîåêòèâíî èíåðòíà, òî C+f(C) ∼ C. Ïóñòü äàëåå n ∈ N. Ñëåäóÿ [5],
ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû Tn(f,H) =

∑
0≤k<n f

k(H). Ïîëó÷àåì âîçðàñòàþùóþ öåïü ïîäãðóïï

H ≤ T1(f,H) ≤ T2(f,H) ≤ · · · ≤ Tn(f,H) ≤ . . . .

Åñëè T (f,H) =
∑

k∈N f
k−1(H) =

⋃
n∈N Tn(f,H), òî T (f,H) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé f -

èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé, ñîäåðæàùåé H.

Ëåììà 3. Ïóñòü πi � ïðîåêöèè ãðóïïû G (i = 1, . . . ,m), f = π1+· · ·+πm, H � ïðîåêòèâíî

èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà â G. Òîãäà
1) ôàêòîð-ãðóïïà Tn(f,H)/H êîíå÷íà äëÿ êàæäîãî n ∈ N;
2) ôàêòîð-ãðóïïà T (f,H)/H ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé;
3) åñëè G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî T (f,H) ñîäåðæèòñÿ â H∗, à ïîäãðóïïà H∗ ÿâëÿåòñÿ

f -èíâàðèàíòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè n = 2, òî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðîåêòèâíîé
èíåðòíîñòè ïîäãðóïïû H, îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ èíäóêöèåé ïî óñëîâèþ 2)
Ïîñêîëüêó T (f,H) =

⋃
n∈N Tn(f,H), ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç 1). Óñëîâèå 3) ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïàH∗/H ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ôàêòîð-ãðóïïû G/H. �
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Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ðàâíîìåðíî âïîëíå èíåðòíîé ïîäãðóïïû (ñì., íàïðèìåð, [2], [3])
îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G ⇔ ñóùå-
ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n (çàâèñÿùåå îò H) òàêîå, ÷òî |(H + π(H))/H| ≤ n äëÿ âñÿêîé
ïðîåêöèè π ãðóïïû G. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà, ñîèçìåðèìàÿ ñ âïîëíå
èíâàðèàíòíîé, áóäåò ðàâíîìåðíî âïîëíå èíåðòíîé.

Ïðèìåð 3. Ñóùåñòâóþò ãðóïïû ñ âïîëíå èíåðòíîé, íå ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíîé
ïîäãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà òàêàÿ, ÷òî pA = A äëÿ
íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ïóñòü äàëåå G = B ⊕ C, ãäå B,C ∼= A, X � ñóùåñòâåííàÿ
ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà â B, f : B → C � íåêîòîðûé èçîìîðôèçì, π : G → C � ïðîåêöèÿ, à
ϕn � ýíäîìîðôèçì ãðóïïû C, äåéñòâóþùèé êàê äåëåíèå íà pn. Òîãäà H = X ⊕ f(X) �
âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà âG êàê ñóùåñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG êîíå÷íîãî
ðàíãà, π + πϕnf(1− π) � ïðîåêöèÿ ãðóïïû G è

∣∣((π + πϕnf(1− π))H +H)/H
∣∣ ≥ pn. �

Ëåììà 4. Äëÿ ïîäãðóïïû H ãðóïïû G ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) H ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî
∣∣[H + πH + (1 − π)H]/H

∣∣≤ n äëÿ âñÿêîé ïðîåêöèè π
ãðóïïû G;

3) ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ G = A ⊕ B ñëåäóåò∣∣H/((A ∩H)⊕ (B ∩H))
∣∣ ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü 1)⇔ 2) ñïðàâåäëèâà ââèäó ðàâåíñòâà πH + (1− π)H =
H + πH.

1)⇒ 3) Ïóñòü π : G→ A � ïðîåêöèÿ, à θ = 1− π. Òàê êàê (πH +H)/H ∼= πH/(πH ∩H),
òî |πH/(πH ∩H)| ≤ m äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, àíàëîãè÷íî |θH/(θH ∩H)| ≤ m. Ïîñêîëüêó

[πH/(πH ∩H)]⊕ [θH/(θH ∩H)] ∼= (πH ⊕ θH)/[(πH ∩H)⊕ (θH ∩H)],

òî
∣∣(πH ⊕ θH)/[(πH ∩H)⊕ (θH ∩H)]

∣∣ ≤ m2. À òàê êàê

πH ∩H = A ∩H, θH ∩H = B ∩H è H ≤ πH ⊕ θH = H + πH,

òî |H/((A ∩H)⊕ (B ∩H))| ≤ n, ãäå n = m2.
3)⇒ 1) Ïóñòü π � ïðîåêöèÿ ãðóïïû G è π(G) = A, (1− π)G = B. Òàê êàê ker(π � H) =

H ∩ B, òî πH ∼= H/(H ∩ B). Îòñþäà πH/(H ∩ A) ∼= H/((H ∩ A) ⊕ (H ∩ B)). Ïîñêîëüêó
πH ∩H = A ∩H, òî |πH/(πH ∩H)| ≤ n. �

Èç äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè 3)⇒ 1) ëåììû 4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè H � ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ G = A⊕B èìååì |πH/(A∩H)| ≤ n,
ãäå π � ïðîåêöèÿ ãðóïïû G íà A.

Â ëåììàõ 5 è 6 èñïîëüçóåì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 2.2 è 2.8 èç [5].

Ëåììà 5. Ïóñòü ïîäãðóïïû H, H0 ãðóïïû G ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíû. Òîãäà

ïîäãðóïïû H ∩H0 è H +H0 òàêæå ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ôàêòîð-
ãðóïïû [(H∩H0)+π(H∩H0)]/(H∩H0) â ïðÿìóþ ñóììó [(H+π(H))/H]⊕ [(H0 +π(H0))/H0]
è ýïèìîðôèçì ýòîé ïðÿìîé ñóììû íà [(H +H0) + π(H +H0)]/(H +H0). �

Ñëåäñòâèå 2. Ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû îáðàçóþò ïîäðåøåòêó
â ðåøåòêå âñåõ åå ïðîåêòèâíî èíåðòíûõ ïîäãðóïï.
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Ëåììà 6. Ïóñòü H0 ≤ G, H ≤ H0 è ôàêòîð-ãðóïïà H0/H êîíå÷íà. Ïîäãðóïïà H0 ðàâíî-

ìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà

ïîäãðóïïà H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π � ïðîåêöèÿ ãðóïïû G. Ââèäó ñóùåñòâîâàíèÿ ýïèìîðôèçìà ϕ :
(H0+π(H0))/H → (H0+π(H0))/H0 ñ êîíå÷íûì ÿäðîìH0/H ôàêòîð-ãðóïïà (H0+π(H0))/H
êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íà ôàêòîð-ãðóïïà (H0 + π(H0))/H0. Äîïóñòèì,
÷òî ïîäãðóïïà H0 ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà. Òîãäà |(H0 + π(H0))/H0| ≤ n, îòñþäà
|(H0 + π(H0))/H| ≤ nm, ãäå m = |H0/H|. Ïîñêîëüêó H + π(H) ≤ H0 + π(H0), òî |(H +
π(H))/H| ≤ nm, ò. å. H � ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíàÿ ïîäãðóïïà.
Äîïóñòèì, ÷òî ïîäãðóïïà H ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà. Òàê êàê |H0/H| = m, òî

|π(H0)/π(H)| ≤ m, çíà÷èò, |(H0+π(H0))/(H+π(H))| ≤ m2. Äàëåå (H0+π(H0))/(H+π(H)) ∼=
((H0 + π(H0))/H)/((H + π(H))/H) è ïî óñëîâèþ |(H + π(H))/H| ≤ k äëÿ íåêîòîðîãî k.
Ïîýòîìó |(H0 + π(H0))/H)| ≤ km2. Ñëåäîâàòåëüíî, |(H0 + π(H0))/H0)| ≤ km2, ò. å. H0 �
ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíàÿ ïîäãðóïïà. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ïîäãðóïïû H, H0 ãðóïïû G ñîèçìåðèìû. Òîãäà
1) ïîäãðóïïà H ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà ⇔ ïîäãðóïïà H ∩H0 ðàâíîìåðíî ïðî-

åêòèâíî èíåðòíà ⇔ ïîäãðóïïà H0 ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà;
2) ïîäãðóïïà H ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà ⇔ ïîäãðóïïà H + H0 ðàâíîìåðíî ïðî-

åêòèâíî èíåðòíà ⇔ ïîäãðóïïà H0 ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 6, òàê êàê â ï. 1) H ∩H0 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â H
è â H0. Â ï. 2) H è H0 èìåþò êîíå÷íûé èíäåêñ â H +H0. �

Èç ñëåäñòâèÿ 3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû, ñîèçìåðèìàÿ ñ åå ïðî-
åêòèâíî èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé, ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíà.
Â ([6], ñâîéñòâà 5�7) óêàçàíî ñòðîåíèå ïðîåêòèâíî èíåðòíûõ ïîäãðóïï H íåðåäóöèðîâàí-

íûõ ãðóïï G, íàéäåí ðÿä óñëîâèé, êîãäà äåëèìàÿ ÷àñòü D ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â H. Äëÿ
ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíûõ ïîäãðóïï ñâîéñòâî 7 èç [6] ìîæíî óñèëèòü. À èìåííî,
ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè G = D ⊕ R, ãäå D = F ⊕ (
⊕

pDp) � äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû G,

F � äåëèìàÿ ÷àñòü áåç êðó÷åíèÿ,
⊕

pDp � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû D è H � òàêàÿ

ðàâíîìåðíî ïðîåêòèâíî èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî ïîäãðóïïà H ∩R íå ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé, òî D ≤ H. Åñëè æå ïîäãðóïïà H ∩ Rp íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî

Dp ≤ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò x ∈ H ∩ R èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Åñëè F 6= 0, òî â
ñèëó èíúåêòèâíîñòè ãðóïïû F äëÿ âñÿêîãî 0 6= y ∈ F ñîîòâåòñòâèå x→ y ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìîìîðôèçìà R→ F . Çíà÷èò, H ∩F � ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â F , à ïîñêîëüêó ôàêòîð-
ãðóïïà F/(H ∩F ) íåîãðàíè÷åííàÿ, òî â ñèëó ðàâíîìåðíîé èíåðòíîñòè ïîäãðóïïû H èìååì
F ≤ H. Òîãäà ([6], ñâîéñòâî 5) D ≤ H. Ïóñòü F = 0, åñëè ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû H ∩ R
ïî åå ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè t(H ∩ R) p-äåëèìà, òî èç ï. 2) ëåììû 2, ñëåäóåò Dp ≤ H. Åñëè
ôàêòîð-ãðóïïà (H ∩R)/t(H ∩R) íå ÿâëÿåòñÿ p-äåëèìîé, òî â ñèëó èíúåêòèâíîñòè äåëèìûõ
ãðóïï äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì H ∩ R → Z(p∞), ïîêðûâàþ-
ùèé â êâàçèöèêëè÷åñêîé ãðóïïå Z(p∞) öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà pn. Ðàâíîìåðíàÿ
èíåðòíîñòü H âëå÷åò óñëîâèå Dp ≤ H. �

Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ èçó÷åíèÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíûõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ,
êîãäà òàêèå ïîäãðóïïû áóäóò âïîëíå èíåðòíûìè.
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Ïðåäëîæåíèå 5 ([6], ïðåäëîæåíèå 7). Åñëè G = G1⊕ · · · ⊕Gn � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, ãäå

n ≥ 2, Gi ∼= Gj ïðè i, j = 1, . . . , n, òî âñÿêàÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíåðòíîé.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû, à íå òîëüêî äëÿ ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íóþ ïðÿìóþ ñóììó (áåñêîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå) èçî-
ìîðôíûõ ãðóïï ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ èçîìîðôíûõ ãðóïï, òî èç
ïðåäëîæåíèÿ 5 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü G =
⊕

i∈I Gi èëè G =
∏
i∈I Gi, ãäå | I | ≥ 2, Gi ∼= Gj ïðè i, j = 1, . . . , n.

Òîãäà âñÿêàÿ ïðîåêòèâíî èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíåðòíîé.

Â ([2], òåîðåìà 5.13) äîêàçàíî, ÷òî â äåëèìîé ãðóïïåD âñÿêàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà
ñîèçìåðèìà ñ âïîëíå èíâàðèàíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã áåç êðó÷åíèÿ r0(D) = 0
èëè îí áåñêîíå÷åí. Óêàæåì ñòðîåíèå âïîëíå èíåðòíûõ ïîäãðóïï ïåðèîäè÷åñêèõ äåëèìûõ
ãðóïï. ßñíî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèìàðíûì ñëó÷àåì.

Ïðåäëîæåíèå 6. Â äåëèìîé p-ãðóïïå êîíå÷íîãî ðàíãà âñÿêàÿ ñîáñòâåííàÿ âïîëíå èíåðò-

íàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íà. Åñëè D èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã è H � åå áåñêîíå÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ

âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà, òî D = D1 ⊕ D2, ãäå D1 èìååò êîíå÷íûé ðàíã è H ∩ D1 �

êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à H ∩ D2 = D2[pn] äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà n > 0 è H ñîèçìåðèìà

ñ (H ∩D1)⊕ (H ∩D2). Âñÿêàÿ ñîáñòâåííàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû D ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî âïîëíå èíåðòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàçëîæèìîé äåëèìîé p-ãðóïïå D áåñêîíå÷íîãî ðàíãà åå âïîëíå èíåðò-
íàÿ ïîäãðóïïà H áóäåò áåñêîíå÷íîé. Âñå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Z(p∞) êîíå÷íû,
ïîýòîìó åñëè ðàíã ãðóïïû D êîíå÷åí, òî áåñêîíå÷íîñòü ïîäãðóïïû H ãðóïïû D âëå÷åò
íåðåäóöèðîâàííîñòü H, ïî ([7], ëåììà 5) H = D. Åñëè æå D èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã, òî ñî-
ãëàñíî ëåììå 7 äëÿ íåêîòîðîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãîD2 áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ïîäãðóïïàH∩D2

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíîé â D2. Ïîñêîëüêó H ∩D2 äîëæíà áûòü ñîáñòâåííîé â D2, òî
H ∩D2 = D2[pn] äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà n > 0. Â äîïîëíèòåëüíîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì
D1 êîíå÷íîãî ðàíãà H ∩ D1 êàê ñîáñòâåííàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ïî äîêàçàííîìó
äîëæíà áûòü êîíå÷íîé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âî âñåõ ðàçîáðàííûõ ñëó÷àÿõ ïîäãðóïïà H
ðàâíîìåðíî âïîëíå èíåðòíà. �

Â [7] îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ñîèçìåðèìîñòè âïîëíå èíåðòíûõ ïîä-
ãðóïï âïîëíå èíâàðèàíòíûì ïîäãðóïïàì â ñëó÷àå ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ðåäóöèðîâàííûìè ãðóïïàìè. Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 7 ([8], ëåììà 2.2). Ïóñòü H � âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G =
⊕

i∈I Gi,
ãäå ìíîæåñòâî I áåñêîíå÷íî, è ïóñòü πi ñóòü ïðîåêöèè G íà Gi. Òîãäà H ñîèçìåðèìà

ñ
⊕

i∈I πi(H), ïîäãðóïïû πi(H) âïîëíå èíåðòíû â Gi, è ïî÷òè âñå πi(H) âïîëíå èíâàðèàíò-
íû â Gi. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ I, ÷òî ïîäãðóïïà⊕

i∈I\S πi(H) âïîëíå èíâàðèàíòíà â
⊕

i∈I\S Gi.

Ïðåäëîæåíèå 7 ([7], ïðåäëîæåíèå 2). Ïóñòü G =
⊕

i∈I Gi � òàêîå ðàçëîæåíèå ãðóïïû

G, ÷òî ðàíã êàæäîé ãðóïïû Gi êîíå÷åí è äëÿ âñåõ Gi â äîïîëíèòåëüíîì ïðÿìîì ñëàãàå-

ìîì íàéäåòñÿ ïðÿìîå ñëàãàåìîå, èçîìîðôíîå ïðÿìîé ñóììå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà êîïèé

ãðóïïû Gi Òîãäà âñÿêàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîèçìåðèìà ñ íåêîòîðîé

âïîëíå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé.
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Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäëîæåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî âî âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïå, êàæäàÿ îä-
íîðîäíàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã, âñÿêàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà
ñîèçìåðèìà ñ íåêîòîðîé âïîëíå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé.
Â ñëó÷àå, êîãäà âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà èìååò íåíóëåâûå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû

êîíå÷íîãî ðàíãà, â ([7], òåîðåìà 2) áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G =
⊕

t∈ΩGt � ðåäóöèðîâàííàÿ âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷å-

íèÿ, ãäå Gt � åå íåíóëåâûå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû òèïà t, è 1 ≤ |Ω| < ℵ0. Âñÿêàÿ âïîëíå

èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîèçìåðèìà ñ íåêîòîðîé âïîëíå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé îäíîðîäíîé êîìïîíåíòû Gτ 6= 0 êîíå÷íîãî ðàíãà

ãðóïïû G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) pGτ 6= Gτ äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p;
2) åñëè τ < t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ Ω, òî ðàíã ãðóïïû Gt áåñêîíå÷åí, ïðè÷åì òèï t : τ

èäåìïîòåíòåí, åñëè ìåæäó τ è t íåò òèïîâ èç Ω.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò y ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàþò äîìèíèðóþ-
ùèì äëÿ ýëåìåíòà x ∈M è ïèøóò äëÿ êðàòêîñòè x C y, åñëè x < y è íå ñóùåñòâóåò òàêèõ
ýëåìåíòîâ z ∈M , ÷òî x < z < y.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N êëàññ âñåõ òàêèõ ðåäóöèðîâàííûõ âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç

êðó÷åíèÿ G =
⊕

t∈ΩGt, ãäå Gt � òàêèå íåíóëåâûå îäíîðîäíûå ãðóïïû òèïà t, ÷òî äëÿ
êàæäîãî τ ∈ Ω, îòâå÷àþùåãî êîìïîíåíòå Gτ êîíå÷íîãî ðàíãà, êîíå÷íî ìíîæåñòâî {λ ∈
Ω | τ C λ}, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî t > τ ñóùåñòâóåò λ ∈ Ω ñî ñâîéñòâîì τ C λ ≤ t.
Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ∈ N ñîèçìåðèìà ñ íåêîòîðîé

âïîëíå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé îäíîðîäíîé

êîìïîíåíòû Gτ 6= 0 êîíå÷íîãî ðàíãà ãðóïïû G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) pGτ 6= Gτ äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p;
2) åñëè τ C t, òî ðàíã Gt áåñêîíå÷åí è òèï t : τ èäåìïîòåíòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà â òåîðåìå 1, êîíå÷íîñòü Ω ïðè ýòîì íå èñïîëü-
çîâàëàñü.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàïèøåì ãðóïïó G â âèäå G =

⊕
i∈I Gi, ãäå Gi � ãðóïïû ðàíãà 1.

Ïóñòü πi : G → Gi � ïðîåêöèè. Ñîãëàñíî ëåììå 7 H ∼
⊕

i∈I πi(H), âñå ïîäãðóïïû πi(H)
âïîëíå èíåðòíû â Gi è ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ I, ÷òî ïîäãðóïïà
H ′′ =

⊕
i∈I\S πi(H) âïîëíå èíâàðèàíòíà â G′′ =

⊕
i∈I\S Gi, à ïîäãðóïïà H ′ =

⊕
j∈S πj(H)

âïîëíå èíåðòíà â G′ =
⊕

j∈S Gj . Äîïóñòèì, ÷òî S 6= ∅. Åñëè äëÿ òèïà t(Gj), j ∈ S, ðàíã
ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû êîíå÷åí, òî ïðèñîåäèíèì ê G′ âñå Gi èç G

′′, òèï êîòîðûõ
ðàâåí t(Gj); åñëè æå ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû áåñêîíå÷åí, òî ïðèñîåäèíèì ê G′′

âñå Gi èç G
′, òèï êîòîðûõ ðàâåí t(Gj). Äëÿ ïîëó÷åííûõ S, G′, H ′ è G′′, H ′′ ñîõðàíèì

ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ.
Íåêîòîðûå ïîäãðóïïû πi(H) ãðóïï Gi, ïðèñîåäèíåííûõ ê G′′, íå âïîëíå èíâàðèàíòíû

â Gi, à òîëüêî âïîëíå èíåðòíû. Ïîêàæåì, ÷òî îò H
′′ ìîæíî ïåðåéòè ê ñîèçìåðèìîé âïîëíå

èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå H
′′
ãðóïïû G′′. Çàôèêñèðóåì îäíó èç òàêèõ ãðóïï Gi è ïóñòü

ti = t(Gi). Òîãäà êîìïîíåíòà Gti =
⊕

l∈Ji Gl åñòü ïðÿìàÿ ñóììà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èçî-
ìîðôíûõ ãðóïï Gl ðàíãà 1. Ñîãëàñíî ëåììå 7 ïî÷òè âñå πl(H) âïîëíå èíâàðèàíòíû â Gl,
è òàê êàê ãðóïïû Gl ïðè l ∈ Ji èçîìîðôíû, òî ýòè âïîëíå èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû πl(H)
òàêæå èçîìîðôíû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñðåäè πl(H) åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî íå âïîëíå èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäãðóïï πl1(H), . . . , πlk(H), çàìåíèì ýòè ïîäãðóïïû íà ñîèçìåðèìûå èì âïîëíå
èíâàðèàíòíûå ïîäãðóïïû Vlq ≤ Glq , ãäå Vlq

∼= πl(H) ïðè l ∈ Ji \ {lq | q = 1, . . . , k}. Ïî-
ñòóïèâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñî âñåìè ïîäîáíûìè Gi, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íîâàÿ ãðóïïà G′′
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ñîäåðæèò âïîëíå èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó H
′′

=
⊕

i∈I\S πi(H
′′
), ãäå πi(H

′′
) = πi(H), åñëè

πi(H) âïîëíå èíâàðèàíòíà â Gi, è πi(H
′′
) = Vi â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âïîëíå èíâàðèàíòíîñòü

H
′′
â G′′ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ê G′′ äîáàâëÿëè ãðóïïû Gi, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòàì

áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, à òàêæå ââèäó òîãî, ÷òî èñõîäíàÿ ïîäãðóïïà H ′′ áûëà âïîëíå èíâàðè-
àíòíà â G′′. Îòìåòèì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ãðóïïû G áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ñîäåðæàòñÿ â G′′.

Ïóñòü H = H
′′⊕H ′. Ââèäó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà S íîâàÿ ïîäãðóïïà H =

⊕
i∈I πi(H) áóäåò

ñîèçìåðèìà èñõîäíîé ïîäãðóïïå H.
Èç óñëîâèé 1) è 2) âûòåêàåò, ÷òî ðàçëè÷íûå òèïû τ1, τ2 êîìïîíåíò êîíå÷íîãî ðàíãà íåñðàâ-

íèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè τ1 < τ2, òî τ1 C t ≤ τ2 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ Ω, ãäå t < τ2, ïîñêîëüêó
ñîãëàñíî ï. 2) ðàíã Gt áåñêîíå÷åí. Èç t < τ2 è ï. 1) âûòåêàåò, ÷òî pGt 6= Gt äëÿ âñÿêîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p. Îòñþäà τ1 = t, ïîñêîëüêó òèï t : τ1 èäåìïîòåíòåí. Ïðîòèâîðå÷èå.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå ïîäãðóïïû πi(H) ïðè i ∈ I \S âïîëíå èíâàðèàíòíû â G′′. Îñòàëîñü

ïîêàçàòü, ÷òî â G′ ìîæíî âûáðàòü âïîëíå èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó F ′ ∼ H ′ =
⊕

j∈S πj(H)

òàêóþ, ÷òî ϕ(F ′) ≤ F ′′ =
⊕

i∈I\S πi(H) è ψ(F ′′) ≤ F ′ äëÿ âñåõ ϕ ∈ Hom(G′, G′′) è ψ ∈
Hom(G′′, G′). Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ñîèçìåðèìîñòü ñ H, óäàëèì èç G′ è G′′ òå Gi,
äëÿ êîòîðûõ πi(H) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 ïîäìíîæåñòâî òåõ τ ∈ S, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò i ∈ I \ S ñî

ñâîéñòâîì t(Gi) < τ . Ïóñòü F ′1 âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà â G′, ïîðîæäåííàÿ îáðà-
çàìè âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ψ(F ′′), ãäå ψ ∈ Hom(G′′, G′). ßñíî, ÷òî F ′1 ≤

⊕
j∈S1

Gj . Ââèäó

âïîëíå èíâàðèàíòíîñòè F ′′ â G′′ èìååì ϕ(F ′1) ≤ F ′′ äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ Hom(G′, G′′). Ïîñêîëü-
êó ðàíã Gti áåñêîíå÷åí äëÿ êàæäîãî ti = t(Gi) ïðè t(Gi) < τ , îòñþäà

⊕
j∈S1

πj(H) ∼ F ′1,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà H íå áûëà áû âïîëíå èíåðòíîé. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè F ′1 �

⊕
j∈S1

πj(H), òî
∑
fi(F

′′) �
⊕

j∈S1
πj(H) äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

ãîìîìîðôèçìîâ fi ∈ Hom(G′′, G′). Ðàçáèâàÿ Gti , ti < τ , íà ñ÷åòíîå ÷èñëî èçîìîðôíûõ ñëà-
ãàåìûõ, ìîæíî îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì f ∈ Hom(G′′, G′) ñî ñâîéñòâîì f(F ′′) =

∑
fi(F

′′),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âïîëíå èíåðòíîñòè ïîäãðóïïû H.
Äëÿ êàæäîãî j ∈ S2 = S \S1 ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ∆j ⊆

Ω òàêîå, ÷òî τj = t(Gj) C λ ïðè λ ∈ ∆j . Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1 âïîëíå èíåðòíàÿ ïîäãðóïïà

πτj (H)⊕
(⊕

λ∈∆j
πλ(H)

)
, ãäå πτj è πλ � ïðîåêöèè ãðóïïû G íà åå ïðÿìûå ñëàãàåìûå Gτj è

Gλ ñîîòâåòñòâåííî, ñîèçìåðèìà âïîëíå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïå Xj ⊕ Yj ; çäåñü Xj ≤ Gτj è
Yj ≤

⊕
λ∈∆j

Gλ.

Ïóñòü F ′2 =
⊕

j∈S2
Xj . Ïóñòü òåïåðü t > τj , a λj � òàêîé, ÷òî τj C λj ≤ t. Â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ îá èäåìïîòåíòíîñòè òèïà λj : τj âñÿêèé ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Gi òèïà τj
â ãðóïïó Gj òèïà t ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè Gi → Gk → Gj , ãäå Gk � ãðóïïà òèïà λj .
Çíà÷èò, îáðàç ïîäãðóïïû F ′2 ïðè äåéñòâèè êàæäîãî ýíäîìîðôèçìà ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ
â íåêîòîðîì ýíäîìîðôíîì îáðàçå âïîëíå èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû

⊕
j∈S2

Yj ãðóïïû H.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå F ′ ìîæíî âçÿòü ïîäãðóïïó F ′1 ⊕ F ′2. �

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ðÿä ñóùåñòâåííûõ çàìå÷àíèé
è ðåêîìåíäàöèé, à òàêæå çà óêàçàíèå íà êëàññ ãðóïï N, ðàñøèðÿþùèé êëàññ, êîòîðûé
ïðåäïîëàãàëîñü ðàññìàòðèâàòü â òåîðåìå 2.
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Fully inert subgroups of completely decomposable groups, having homogeneous

components of the �nal rank

Abstract. For a considered class of completely decomposable torsion-free groups, comprising of
itself all completely decomposable groups with �nal number homogeneous components, are found
necessary and su�cient conditions, connected with types of component of the �nal rank, under
which any fully inert subgroup commensurable with fully invariant. It is described of splitting
mixed groups, in which any subgroup is projectively inert. It is shown that every projectively inert
subgroups of the group form the sublattice in lattice of all its projectively inert subgroups.

Keywords: commensurable, fully inert subgroup, projectively inert subgroup, uniformly projec-
tively inert subgroup.
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