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§0. Введение 

1. Задача об усреднении для периодических операторов математической фи­
зики представляет значительный интерес для приложений. В то же время она 
интересна и в общетеоретическом плане. Типичной и популярной моделью 
здесь является семейство операторов 

Ле = -divg(x/e)grad, х € Md, e > О, (0.1) 

где д(х) — положительно определенная матрица-функция, периодическая от­
носительно какой-либо решетки в Rd. Обычно речь идет либо об уравнении 

Л£ие — / , ж е й , 

где О. С M.d — фиксированная ограниченная область, а на dfl ставятся какие-
нибудь граничные условия, либо об уравнении 

(Л + х2Н = /. хеш", *>о. (0.2) 

Мы будем говорить здесь только о втором вариднте, рассматривая уравнение 
(0.2) в L2(M,d). Пусть At — оператор, порожденный выражением (0.1) в L2(Md) 
и А = Ах. Исходная постановка задачи об усреднении следующая. Требуется 
указать такую постоянную матрицу д°, что решение и0 задачи 

(A° + K2)u° = f, A° = -divg°ff*d, (0.3) 
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является пределом для решений ие задачи (0.2) при е —> 0: 

Итщ = и°. (0.4) 

Задачам усреднения (гомогенизации) посвящена обширная литература. В 
первую очередь отметим книги [1-3]. Гомогенизация имеет различные аспек­
ты (например, построение для ие — и0 разложения по степеням е, оценка 
погрешности в (0.4)). Класс периодических задач математической физики, 
изучаемых с точки зрения гомогенизации, очень широк. 

2. Несомненную пользу в обсуждаемой тематике приносит использование 
теории Флоке. Отметим, в частности, работы [4-6]. В [6] для широкого класса 
задач выяснено, что возможность усреднения представляет собой пороговый 
эффект вблизи нижнего края спектра оператора. С абстрактной точки зрения 
это соответствует изучению поведения резольвенты (А + е2я21)~1 при е —> 0. 
В [6] такое изучение в абстрактных терминах продвинуто достаточно далеко. 
В применении к задаче (0.2) это приводит к оценке 

he ~ u°\\L2(mi) ^ Cs\\f\\L2m (0.5) 

с явно контролируемой постоянной С. 

3. Ясное понимание порогового характера проблемы усреднения влечет сле­
дующий естественный вопрос. Спектр периодического оператора А имеет 
зонную структуру и может иметь лакуны. Имеет ли смысл связывать с кра­
ями внутренних лакун аналоги задач усреднения? Ниже этот вопрос обсу­
ждается для семейства (0.1) при d — I. Возможность широких обобщений 
очевидна. Мы, однако, полностью используем в настоящем изложении специ­
фику случая d = 1, желая добиться большей простоты. Применяемая техника 
не опирается на работу [6]. Она скорее ближе к приемам, использованным в 
[7] по другому поводу. В §1 собраны хорошо известные факты о разложении 
по собственным функциям оператора А при d = 1. 

4. Пусть v — край внутренней лакуны в спектре А; для определенности — 
правый край „периодической" лакуны. Для Ае этот край перейдет в точку 
е~2ь>, то есть в область высоких энергий (высоких частот). Соответственно 
вместо (0.2) потребуется рассматривать уравнение 

( Л - е 2v + я2)щ - / . (0.6) 
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В итоге дело сводится к изучению резольвенты (А — (г/ — е2и2)1)~1 при малых 
е. Такое изучение проводится в §2. В §3 обсуждаются применения к аналогам 
задач гомогенизации. С каждым краем v связан свой усредненный оператор 
А°. Однако вместо (0.5) теперь появляется оценка 

IK - и°||х,2(ж') ^ СеШь2(ж*у (0.7) 

Здесь и° = [<Ро ](АЧ + >t2I)~1[po ]f, а [<рд] — оператор умножения на функ­
цию <ро(х/е), где у>о — вещественное периодическое решение уравнения 
(А\ — v)tpa = 0. Можно попытаться избавиться от множителей ру, вычи­
сляя слабый предел для ие. Оказывается, однако, что такой предел равен 
нулю. Поэтому следует считать, что замена и0 в (0.5) на и° в (0.7) лежит в 
существе дела. При v — 0 „сдвиг" e~2v в (0.6) исчезает, а <р0 = 1. Поэтому 
(0.7) переходит в (0.5). 

Наличие сдвига е - 2 v в (0.6) показывает, что при v ф 0 пороговый эффект 
взаимодействует с высокочастотными эффектами. В связи с этим отметим, 
что в [1] рассматриваются нестационарные периодические задачи в высо­
кочастотном приближении. Однако различия (по сравнению с настоящей 
статьей) в постановке задачи, технике и характере результатов очень велики. 

5. Ниже Я1 — класс Соболева, Я1 (0,1) — подпространство тех функций из 
Я 1 (0,1), периодическое продолжение которых принадлежит классу Я1

1
ос(Ж). 

Символ J подразумевает интегрирование по Ж. Используется обозначение 
D — —id/dx. 

6. Автор искренне благодарит П. Кучмента и Т. Суслину, беседы с которыми 
стимулировали появление предлагаемого текста. 

§1. Спектральные свойства периодического оператора 

1. В L2(M) рассматривается самосопряженный оператор А, порожденный пе­
риодическим дифференциальным выражением 

А = Dg{x)D, (1.1) 

где g — измеримая функция, такая что 

О < до С д(х) ^ 3i < оо, д(х + 1) = д(х), х б К. 
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Точное определение оператора А дается через квадратичную форму 

а[и,и]= g(x)\Du\2dx, м 6 Я ' (1) . 

Наряду с А рассматривается семейство операторов А%, самосопряженных в 
L2(0,1). Здесь £ £ Ж — квазиимпульс, а оператор А^ определяется формой 

<*{[«>«] = I g(x)\Du\2dx, и € Яа(0,1), ы(1) = e*'«u(0). (1.2) 
(ОД) 

Таким образом, А( соответствует дифференциальному выражению (1.1), а 
граничное условие в (1.2) равносильно тому, что функция ехр (—i£x)u(x) при­
надлежит классу Яг(0,1). Спектр оператора А% дискретен. Пусть А„(£), фп(£, ж) 
— последовательные собственные значения и нормированные собственные 
функции для А(. Функции А„ (27г)-периодичны. Собственные функции фп 
также можно выбрать (27г)-периодическими по £. Положим а„ = А„(0), 
Рп =А„(тг). Тогда 

О = «1 < /?1 < /?2 < «2 ^ «3 < #» ^ /?4 < • • • • 

Спектр оператора А абсолютно непрерывен и состоит из отрезков (зон) 
[«ъ А], [/?2, «г], [«з,Рз], •••• Интервалы 

( /?! ,&), ( а 2 , а з ) , ( /%,&) , • - . , 

при условии, что они не пусты, представляют собой лакуны в спектре. Все 
собственные значения А„(£) — простые, если £ ф 0, тг (mod 2ж). 

2. Пусть Л — фиксированная лакуна и v — ее край. Для определенности 
будем считать, что v = «2«+i при каком-либо s € N. Это означает, что v — 
правый край „периодической" лакуны. Рассмотрения в трех других возмож­
ных вариантах вполне аналогичны, и мы приведем для них (см. п. 3.3) лишь 
окончательные выводы. Будем считать |£| ^ ж и обозначим A2s+i(£) = A(£), 
i>2s+i(Z,x) = Ф(£,х). Отметим, что ф(£,х) = exp(ix£)ip(£,x), где функция <р 
периодична по х: <р(£, х + 1) = у>(£, х). Отображение £ н+ А(£) покрывает (два­
жды) зону М, для которой v — левый конец. Выделим следующие факты. 1) 
Функция А непрерывна и четна при \(\ < ж. Она вещественно аналитична при 
|£ | < 7г. 2) Функцию ф(£, х) можно выбрать так, чтобы она была измеримой 
по паре переменных (£,х) и вещественно аналитической вектор-функцией со 
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значениями в Нг(0,1) (а тогда и в С[0,1]) при |£| < я\ То же относится и к 
функции <£>(£, ж). 3) При £ = 0 функция А(0 имеет невырожденный минимум; 
при 0 < £ ^ я- она строго монотонна. Таким образом, 

А(0 - v = be + £4т(0, KI ^ т. Ь = Ь„ > 0, (1.3) 

где 7(0 непрерывна, а при |£| < я- вещественно аналитична. 4) Периодиче­
скую функцию <ро(х) = <р(0,х) = Ф(0,х) можно выбрать вещественной. При 
этом 

<p(S,x)-<p0(x) = tO(t,x), \t\<ir, (1.4) 

где в — вещественно аналитическая по £ функция со значениями в Я1 (0,1). 

3. Обозначим через F(A, 8) спектральный проектор для оператора А и про­
межутка 6. Положим 

M, = [v,\(<r)], Fa = F(A,Ma), 0<<т^тг; 

отметим, что М — Мж. Для ортопроектора Fa запишем интегральное пред­
ставление. Пусть Ха — интегральный оператор, Ха : Ь2(Ш) —• Ь2(-<т,сг), с 
ядром 

{2*Г112хЛО№7х) = C2ir)-1/2xAZ) «Ф (-%х)Щ^); (1.5) 

здесь Ха — индикатор промежутка (—а, а), а х — переменная интегрирования. 
Тогда \\Х,\\ = 1 и 

Fff = X*aX„, 0<<т<Стг . (1.6) 

Пусть теперь и - х2 б Л и е € (0,1] — параметр. Тогда число г; - е2х2 — 
регулярная точка для А. В соответствии с (1.6) имеет место равенство 

{А-{у- e2x2)iylFa = X;[(\(Q - i/ + е2н2у1]Ха. (1.7) 

Здесь и в дальнейшем [/] обозначает оператор умножения на функцию / . 

3 Алгебра и анапиз, № 4, 2003 г. 
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§2. Приближение для оператора (А — (и — е2н2)1) 1 

1. Задача усреднения сводится (см. §3) к построению подходящего прибли­
жения для оператора 

Sv(s) = {A-{v-e2x2)I)-1. (2.1) 

Ключевым является изучение оператора (1.7), то есть оператора Sv{e)F9y при 
малых е > 0. Пусть Х° — интегральный оператор с ядром 

( 2 * ) - ^ х Л 0 ехР (-ixt)M*)> (2-2) 

которое отличается от ядра (1.5) заменой функции tp(£, x) на функцию (ро(х). 
Наша ближайшая цель состоит в оценке разности 

G^ = х;Ш) -и + е2я2)-1]Ха - (Х1У№2 + е2я2)-1}Х0
а (2.3) 

в зависимости от е. В дальнейшем через С, с. (возможно^ с индексами) 
обозначаются различные постоянные, не зависящие от е. В силу (1.3), 
КО — v + £2^2 = К2 + z2™2 + £4т(£)- Фиксируем а < 7г так, чтобы было 
2£4!т(01 ^ ^ 2 ПРИ l£l ^ а- Ясно, что тогда 

|(.А(0 - и + е2я2)-1 - (Ье + е2я2)~1\ <$ с ь 

Отсюда следует, что для нормы действующего в Ь2(Ш) оператора 

G% = Х;[(КО - " + е2^)-1 - (be + е2я2Г1}Ха (2.4) 

справедлива оценка 

WG^Ud. (2-5) 
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2. Рассмотрим теперь оператор 

ХЖ2 + е2я2у1}Ха = W;tSWa,£, (2.6) 

где оператор Wa,s • Ь2(Ш) —• Ь2(-<т,(г) определяется равенством 

Wa,£ =№2+е2х2Г1'2хА№*- (2-7) 

Далее, положим 

<е=1де2+е
2*2г1 /2хлда2 (2.8) 

и оценим разность 

Wa,£ ~ W*tt = №2 + £ 2 * Т 1 / 2 £ Х Л 0 ] ^ . 

Здесь Uа — оператор с ядром (см. (1.4)) 

(2ж)-1'2хЛО^(-^)Ш^)-

Проверим прежде всего, что оператор Ua ограничен. Для оператора с ядром 
(27r)_1/'2Xff(^)exp(-w^) ограниченность очевидна. Остается учесть, что функ­
ция в(£, х) — мультипликатор на множестве ядер ограниченных интеграль­
ных операторов, переводящих L2(M) в L2(-v, <х). Аналитическая по £ е [—о; а] 
и непрерывная периодическая по х функция #(£, х) заведомо является муль­
типликатором, поскольку 

max\\e{;x)\\ci[-„>a-\ <оо. 
37fcJ!& 

Подробности по поводу мультипликаторов для интегральных ядер можно 
найти, например, в [8, §8,9]. 

Заметим теперь, что |£|(6£2 + е2х2)~1^2 ^ Ь~1!2, а потому 

||^,г-Ж°£|Кс2. (2.9) 
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3. Запишем (см. (2.2), (2.3), а также (2.4), (2.6), (2.8)) равенство 

G„,« = Gi\i + w:i£wa,£ - « j * < £ 

= G # + Wtit(Wa,t - < £ ) + (Wa,t - Wl£yw°i£. (2.10) 

Отметим, что e(b£2 + £2x2)~1/2 ^ х - 1 , а потому, согласно (2.7), (2.8), 

e l lW^H^x" 1 , e | K e | | < c 3 . (2.11) 

Теперь, используя (2.10), а также оценки (2.5), (2.9), (2.11), получаем сле­
дующее 

Предложение 2.1. Для оператора (2.3) справедлива оценка 

e||Ge,«||^Co, 0 < е ^ 1. (2.12) 

4. Теперь нетрудно получить удобное приближение для полной резольвенты 
(2.1). Очевидно, справедлива оценка 

| | Э Д ( / - i ^ ) | K C4, 0 < е < 1 . (2.13) 

Далее, введем в рассмотрение самосопряженный в Ь2(Ш) оператор A°v, поро­
жденный дифференциальным выражением 

Al = bvD2. 

В силу (2.2) справедливо равенство 

{xiyi{b„e+г2^гж = ЫФ*[(Ы2+^^г'хлоты 

- Ы&Ш2 + е2я2Г\\ - хАШЧЫ- (2-14) 

Здесь Ф — оператор Фурье в £г(М). Очевидно, первое слагаемое справа в (2.14) 
совпадает с оператором [<£>о](>1° + £2x2I)~1[ipo], а норма второго слагаемого 
оценивается постоянной, не зависящей от е g (0,1]. Вместе с (2.3), (2.12), 
(2.13) сказанное приводит к следующему утверждению. 

Предложение 2.2. Справедлива оценка 

Ф%(е) - Ы{К + е2х21)-1[М\\ <С, 0<£^ 1. (2.15) 
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§3. Усреднение вблизи внутреннего края лакуны 

1. Рассмотрим в L2(M) самосопряженный оператор А(е), порожденный диф­
ференциальным выражением 

Л(е) - Dg(x/e)D, О < е $С 1. 

Ясно, что А{\) = А порождается выражением (1.1). Оператор А(е), очевидно, 
имеет лакуну А(е) = е~2Л, правый край которой есть е~2и. Усреднение для 
А(е) вблизи края внутренней лакуны требует учета перемещения этого края в 
точку e~2v. Соответственно надлежит исследовать приближение для оператора 

Я„(е) := (А(е) - {с~2и - я2)1)~\ О < е «С 1. (3.1) 

Масштабное преобразование сводит этот вопрос к оценке (2.15). Действи­
тельно, пусть Т£, е > 0, — семейство унитарных в L2(ffi) операторов Те : 
и(х) у-+ е1/2м(еа;). Далее, положим <р0

е (х) — <ро(х/е) и 

Rl{e):=[^]]{Al + ̂ I)-\^\ (3.2) 

Тогда, очевидно, для операторов (2.1), (3.1) выполнено 

йД£) = е2т;,вд:г£, (з.з) 

и аналогично 

Rl(e) = е2т:Ы(А1 + е2*?1)-1[<р0]Т£: (3.4) 

Теперь из (2.15) непосредственно вытекает наш основной результат. 

Предложение 3.1. Для разности операторов (3.1), (3.2) справедлива оценка 

R„{e) - Щ(е)\\ ^Се, 0 < е «С 1. (3.5) 
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2. Оценка (3.5) позволяет говорить об усреднении (гомогенизации) для опе­
ратора А(е). Действительно, в (3.2) входит резольвента независящего от г 
оператора A°v - bvD2 с постоянным коэффициентом Ь„. Полностью, одна­
ко, избежать в Я°(е) зависимости от е не удалось из-за множителей [<р^]. 
В случае v = 0, очевидно, у>о = 1, что соответствует усреднению в обычном 
понимании: при и = 0 оператор (3.2) сводится к (А0 + н2Т)~х, где А0 = bQD2, 
а в (3.1) исчезает сдвиг на e~2v. 

Присутствие в (3.2) множителей [ру} при v ф 0 лежит в существе дела. На 
первый взгляд зависимости от е можно избежать за счет перехода к слабой 
сходимости. Действительно, пусть / е Ьоо(К), f{x) = f(x + Л) и f(e\x) = 
f(x/e). Хорошо известно, что f^ слабо в £2)1ОС(Ж) сходится к своему среднему 
значению (/) по периоду. Отсюда легко выводится, что существует слабый в 
Ь2(Ш) предел 

w-limJ/MK^ + x 2 / ) - 1 ^ ] = </}2(Л° +х21)-\ 

Из (3.5) тогда вытекает, что 

w-lim Д„(£) = (<РО)Ч< +*2!)-1-

Однако при v ф О заведомо (сро) = 0, так как собственные функции периоди­
ческой задачи ортогональны к постоянным. Таким образом, 

w-limRJs) = 0, (3.6) 
£ — • 0 

что по сравнению с (3.5) означает значительную потерю информации. 

3. Кратко обсудим случаи, когда v ф «2»+i- Пусть сначала v = /?2s, т- е. v — 
правый край „антипериодической" лакуны. Тогда оценка (3.5) сохранится, 
если в (3.2) заменить <р0 на ф0, где Фо{х) - Ф(У,Х) — нормированная ве­
щественная собственная функция антипериодической задачи. Сохранится и 
соотношение (3.6): действительно, фо — собственная функция периодической 
задачи на промежутке [0,2], и ее среднее значение по периоду равно нулю. 

Пусть теперь v — a2s, то есть v — левый край „периодической" лакуны. 
Тогда A2s(£) имеет в точке £ = 0 невырожденный максимум: А25(£) = v' — 
6„£2 + 0(£4), Ь„ > 0. Оператор (3.2) сохраняет свой вид, но в (3.5) оператор 
Rv(e) следует заменить на 

R„(e):={A(e)-(e-2P + ^2)iy1, 
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а разность заменить суммой: 

||Д„(е) + Я°(е)||< Се, О < е ^ 1. (3.7) 

Наконец, в случае i/ = /?2s+i оценка (3.7) сохранится, если в (3.2) снова 
заменить (р0 на V;o- Для левого конца лакуны выполнено 

w-limfl„(e) = 0. 
е—>-0 
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