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Рассматривается проблема асимптотического поведения классов многоин­
дексных аксиальных транспортных многогранников при возрастании порядка 
многогранника. В частности, показано, что с ростом порядка многогранника 
отношение числа многогранников с максимальным количеством fc-граней (для 
некоторых к) к общему числу многогранников стремится к единице. 

Работа выполнена при поддержке Фонда фундаметнальных исследований 
Республики Беларусь, проект Ф95-70. 

1. Введение 
В 1972 г. в [1] был поставлен вопрос, верно ли, что почти все классические транс­
портные многогранники (КТМ) имеют максимальное число вершин. Отрицатель­
ный ответ на этот вопрос получен в [2-4], а в [2, 5] показано, что почти все КТМ 
имеют максимальное число фасет (граней максимальной размерности). Позднее в 
[6 - 8] были доказаны следующие утверждения: 

для всякого А; £ {0 ,1 ,2 , . . . , [Згатг/4]-га-п-Ь1} почти нет КТМ с максимальным 
числом ^-граней; 

для всякого к € {d — Z, d — Z + 1 , . . . , d - 1} почти все КТМ имеют максимальное 
число /с-граней, где d = (га - 1)(п - 1) — размерность КТМ порядка т х п, I = 
cmin{[m/lnm], [n/ lnn]}, а с — любая целочисленная положительная константа, 
не зависящая от га и п. 

В настоящей работе второй из этих результатов обобщен на случай р-индексных 
(р ^ 2) аксиальных транспортных многогранников (р-АТМ). Кроме того, доказано, 
что почти все р-АТМ имеют диаметр, не меньший 

р 
]Гп5-р+1, 

где щ х п2 х . . . х пр — порядок р-АТМ. 
Будем пользоваться терминологией и обозначениями, введенными в [2]. Напом­

ним лишь, что р-индексным, р ^ 2, аксиальным транспортным многогранником 
(р-АТМ) порядка ni х п2 х . . . х пр называется область определения р-индексной 
транспортной задачи с аксиальными суммами, то есть множество М(а1

1... ,ар) 
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матриц х = ||#ii*2-..*pII».элементы которых удовлетворяют следующим условиям: 
#zii2...iP ^ О Д л я в с^х наборов (zi, г2, • -. ,гр), 

П1 П д - 1 П 3 + 1 ™р 

i\ = l i a _ i = l ij3_f_i = 1 ip=l 

для всех г5 G iVHs и 5 G Np, где as = (af,... , a^J — вектор с действительными 
положительными компонентами, 

ns 

t , = l 

для всех s G iVp, где iV* = {1 ,2 , . . . , £}. 
В дальнейшем, говоря о р-АТМ, будем иметь в виду многогранник М(а1,... , ар) 

порядка п\ — ri\ х . . . х пр, причем будем предполагать, что для всех s G Np 

2 ^ ni ^ П2 ^ . . . ^ пр , п2 ^ 3, af ^ a | ^ . . . ^ a*s. 

Всякий 2-ATM будем называть классическим транспортным многогранником 
(КТМ) порядка т х п и обозначать через М(а, 6), где 

а = (o i , . . . , a m ) , Ь = (bi , . . . ,ЬП), 2 ^ га ^ гс, га ^ 3. 

В дальнейшем будем рассматривать лишь нормированные многогранники, то 
есть такие М(аг,... ,а р ) , для которых 

ns 

t . = l 

Заметим, что, нормируя любой р-АТМ, получаем комбинаторно эквивалентный 
многогранник. 

2. Общие свойства 
Рассмотрим в /-мерном евклидовом пространстве Ei открытый регулярный сим­
плекс 

Ui = {с= ( с ь . . . , Q ) G £ / : ci + . . . + ci = l,Cj > 0, г = 1 , . . . ,/} 

и множество 

W(nf) = С/П1 х . . . х Unp = {(a 1 , . . . , а?): as G С/п,, в = 1 , . . . ,р} , 

принадлежащее пространству £^, где q = п\ + ... + пр — р + 1. 
Очевидно, что всякому набору векторов (а 1 , . . . , ар) G W(ni) соответствует нор­

мированный р-АТМ М(а1,... ,ар) и наоборот, всякому нормированному р-АТМ 
А/^а1 , . . . ,ар) норядка п^ соответствует единственный набор векторов (а 1 , . . . ,ар) 
из множества W(nJ). Итак, между множеством W{n\) и множеством всех нормиро­
ванных р-АТМ порядка np

v существует взаимно однозначное соответствие. 
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Пусть W^(ni) — множество тех наборов векторов (а 1 , . . . ,ар) G И^(п^), для 
которых соответствующие многогранники обладают свойством £. Будем говорить, 
что почти все р-АТМ обладают свойством £, если 

KW4Q) 

и почти нет таких многогранников, если этот предел равен 0. Здесь /J>(W) — мера 
Лебега множества W в пространстве 

Eq = {(а 1 , . . . , ар): а* + . . . + а'Пв = 1, s = 1, . . .р}. 

В дальнейшем будем использовать обозначение 
1 1 

Теорема 1. Почти все наборы векторов (а 1 , . . . , ар) ш множества W(n\) для лю­
бого г G NUa-i и всех s G Np удовлетворяют неравенствам 

In In ns gf 4- . •. + а? _ lnlnres 

lnn s ^ (1 + ЯПа - Hr)r/ns ^ lnn s 

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся вспомогательные утверждения, 
касающиеся векторов из множества Ui. Процесс формирования векторов множества 
Ui можно рассматривать как следующую вероятностную схему: выберем / — 1 точек, 
/ > 1, независимо и случайно, согласно равномерному закону распределения, из 
интервала (0,1). Эти точки разделяют интервал (0,1) на / подинтервалов, длины 
которых равны соответственно c i , . . . , с/. Ясно, что с\ + . . . + с\ — 1 и cs > 0 для 
всех s £ Ni. Упорядочивая случайные величины c i , . . . , Q В порядке убывания, 
получим последовательность с81 ^ . . . ^ cSl. Через Аг, г G iV/, обозначим случайную 
величину, равную сумме длин г штук, г ^ /, наибольших подинтервалов, то есть 
Лг = ci + . . . + cSr. Очевидно, Л/ = 1. Таким образом, по случайному вектору 
(c i , . . . , ci) всегда можно определить случайный вектор (Ai , . . . , Л/). 

Момент порядка s, где s — целое положительное число, случайной величины 
Ar, r G Ni, определяется как математическое ожидание ЕЛ*, если оно существует. 
Момент первого порядка случайной величины A r, r G Ni, — это математическое 
ожидание ЕЛГ. Очевидно, что EAj = 1. 

Известны [9] следующие соотношения: 

/! 1 

E(l-Art)~l= '_ Д (J-*)'1* reNt-U (3) 

где \t\ < 1. Эти соотношения позволяют найти моменты первого и второго порядка, 
ЕЛГ и ЕЛ;;, случайной величины A r, r G iV/_i. 

Лемма 1. Для г G iV/_i 

(4) ЕЛГ = 

ЕЛ? = 

-Vl + Hl 

2г2 ( 
'- 1(1 + 1) { 

- Я г ) , 

Г + 1 
-2Г + Е 

s=r+l 

1 
s [1 + Hi-H.-!) . (5) 
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Доказательство. Разложим функции, стоящие в левой и правой частях соотноше­
ния (3), в степенной ряд по переменной t. Ясно, что 

1 оо 

r s=0 

Беря (/ — 1)-ю производную от обеих частей равенства (б), получим, что 

I оо 

(l-ArtY f - V s s-0 

l + s-1 
Aits. 

Поэтому функция, стоящая в левой части соотношения (3), представляется в виде 

Е ( 1 - Л г * Г ' = Ё ( / + ' - 1 ) ( Е Л ^ . (7) 

Принимая во внимание, что 

п / 1-г , \ —1 1~г °° / j. \ s 

5по--м--п('-^) =ПЕ ^ ) • 
j=r+l / i=l ч ' h=l s=0 x 7 

функцию, стоящую в правой части соотношения (3), можно записать в виде 

r\(l-t)r a ч 

*- ' j=r+l 

= l + r(l + tf,~tfr)i + r 2 ( ^ + J2 ]a + H,-Hs^))t2 + ... (8) 
\ 5 = Г + 1 / 

Сравнивая коэффициенты при t и t2 в равенствах (7) и (8), приходим к формулам 
(4) и (5). Лемма 1 доказана. 

Положим 

8=1 S 

Используя лемму 1 и известное [11] равенство 

f^ = l^p+H^ 
s 2 

S = l 

легко находим выражение для дисперсии DAr. 

Лемма 2. Для г Е iV/_i 

.2 
DA^ = / 1 ( Г Й О (/(Я/(2) ~ я^2) + 1 / г )" ( Я /~ Яг +1)2)" (9) 

Далее, нам понадобится следующая лемма. 
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Лемма 3. Для г £ iV/_i дисперсия случайной величины Аг удовлетворяет нера­
венству 

DA, < -Х-(ЕЛГ)2. (Ю) 
61п / 

Доказательство. С учетом равенства (4) формулу (9) можно переписать в виде 

(ЕЛ )2 

DAr = ~YJ-^(r), (И) 

где 
. . Я(

(2) - Я<2) + 1/г 1 
^ ( Г ) = (1 + Я , - Я г ) 2 " У 

Покажем, что для каждого г G А̂ "г_1 выполняется неравенство у?(г) > <р(г + 1). 
Оценим величину 

W J W + Ч ( я , - Я Г + 1)» (Я, - Я г + 1 + 1)* 

Для доказательства неравенства ip(r) > tp(r + 1) достаточно убедиться, что пос­
ле приведения к общему знаменателю число, стоящее в числителе в правой части 
последнего равенства, положительно. Обозначим его через ф(г). Полагая 

Н = Н12) - Н™ + i/r> Q = щ - Нг + 1, 

находим, что 

ф(г) 
V r + lj V г(г + 1 ) 2 / 

2 2 Я д _ Н _ 2 (2r + l)Q2 

я ^ ~;т?Т + (7ТТ?"яд + г(г + 1)2 

1 ^ ( L ^ U * + Я 
г + 1 \ \ г + 1 / г(г + 1) г + 1 / 

Упрощая выражения в и учитывая равенства 

i ., / O=I+E!. *= Е 1 1 

находим, что 

\ s=r+l s=r+l s=r-fl ч ' 

1 / ' i\ +j_ ^ Л_1_ > 0 
г(г + 1) \ ^ S / Г + 1 ^ 5 2 / Г + 1 

v ' \s=r+l / s=r+l / 

3 Дискретная математика, т. 10 №4 
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Итак, доказаны неравенства ср(1) > <р(2) > . . . > ц>(1 — 1). Поэтому из (11) 
получаем оценку 

ОЛг < (EA r )V(l ) < (ЕАГ) 
(2) 

Н? 
Теперь, применяя известные [11] неравенства Щ ' < 7г2/6 и Щ > In/, приходим к 
неравенству (10). Лемма 3 доказана. 

Л е м м а 4. Для случайного вектора ( c i , . . . , Q ) E UI при любом г Е iVj-i 

1п1пГ lim | -£с*в /(1 + Я , - Я г ) - 1 
V.I s = l 

£ 
In/ = 1, (12) 

20е С{^ -^ С^2 ^ • • • ^ ^ i / • 

Доказательство. Возьмем некоторое число г € i\^_i и обозначим через АТ событие, 
состоящее в том, что для случайной величины 

•J2 Ci* 
s=l 

выполняется неравенство 

- Л г / ( 1 + Я / - # г ) - 1 £ 
In In/ 

In/ ' 

Согласно неравенству Чебышева [10], вероятность осуществления события Аг, удов­
летворяет соотношению 

Р{Аг} = Р{|ЛГ - ЕЛГ| ^ е] ^ 1 
DAr 

при е = ЕЛГ In In / / In / . Отсюда, используя лемму 3, находим, что 

г2 7Г lim P{A r} ^ 1 - lim 
z-*oo /-+оо 6(lnm/)2 

= 1. 

Поэтому, принимая во внимание очевидное неравенство P{^4r} ^ 1, получим, что 

lim P{Ar} = 1. 
Z—юо 

Отсюда следует справедливость леммы 4. 

Л е м м а 5. При любом е > 0 и любом г € Ni-i для случайного вектора ( c i , . . . , Q ) 
из Ui справедливо соотношение 

lim P 
1—юо 

-5>./(1+я,-я г)-1 
s = l 

0 > = 1, (13) 

2(76 С^ ^ С^2 ^ • • • ^ ^ij • 
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Доказательство. Согласно лемме 4 при любом г G iVj-i для случайного вектора 
с G Ui выполняется (12). Поскольку левая часть неравенства 

- 5 > . / ( 1 + Я, -Я г ) -1 
5 = 1 

£ 
In In/ 
In/ 

для каждого г G A /̂_i не зависит от г и для любого е > 0 найдется такое нату­
ральное /о, что для любого / > /о выполняется неравенство In In / / In / < е, из (12) 
следует (13). Лемма 5 доказана. 

Доказательство теоремы 1. Определим множество W^nf ) С W(n\), считая, что 
(а 1 , . . . , ар) G W^(rii), если компоненты векторов а 1 , . . . , ар удовлетворяют услови­
ям (2). Пусть As — событие, состоящее в совместном выполнении неравенств (2) 
при фиксированном s G Np. Поскольку события А\,... ,АР являются независимы­
ми, на основании леммы 4 получаем, что 

П Ит P{AS} = 1. 
8=1 

Следовательно, выполняется равенство (1). Теорема 1 доказана. 

Теорема 1 с использованием леммы 5 может быть сформулирована следующим 
образом. 

Теорема 2. При любом е > 0 и любых rs G ЯПа_х для случайного набора векторов 
(а 1 , . . . ,ар) из множества W{n\) для всех s G Np справедливы соотношения 

lim P 
п3—юо 

^^о,7(1 + я п . - я Р ) - 1 
1 = 1 

s£e> = 1 . (14) 

Следствие 1. Почти все наборы векторов ( а 1 , . . . ,ар) ш множества W(n\) для 
каждого rs G iVne-i удовлетворяют асимптотическим равенствам 

г 

J] )а? = г5(1 + ЯПз - Я г ) / п 5 + о(г,(1 + ЯПд -Hr)/ns) 
г=1 

для ece# s € Np. 

Следствие 2. Определенный векторами 

as = (НПв/п8,(НПа - # i ) / n 5 , . . . , (Я„. - f f n j _ i ) / n e ) , 5GiVp, 

р-ЛГМ А/^а1 , . . . ,ар) порядка п^, удовлетворяет соотношениям (14). 

3. Свойства fc-граней К Т М 

В [6, 7] предложен критерий принадлежности многогранника порядка га х п клас­
су c^fc(m,n) невырожденных КТМ с максимальным числом /z-граней для всех A: G 
{ 0 , 1 , . . . ,d — 1}, где d = (т — 1)(п - 1). Представляет интерес выяснение асимпто­
тического поведения этих классов при стремлении m и п к бесконечности. 

3* 
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Теорема 3. Пусть т ^ п, п — mt + г, 0 ^ г ^ т — 1, q = [(t + r /m) \ /m In m]. Для 
всякого k £ { 0 , 1 , . . . , mn — 2n — m + q + 1} почти нет КТМ с максимальным числом 
к-граней. 

Доказательство. Поскольку мера Лебега в пространстве Em+n-i множества пар 
векторов (а, 6), определяющих вырожденные КТМ, равна нулю (см. [2], с. 266), для 
доказательства теоремы достаточно ограничиться рассмотрением лишь невырож­
денных КТМ. 

Пусть М(а',Ь') — некоторый невырожденный КТМ порядка т х п, удовлет­
воряющий условиям теоремы 2, то есть для любого е > 0 и любых г\ Е Nm.-i и 
г2 € Nn 

lim Р 
га—юо 

lim P 
п—>оо 

7*1 z 
1 i=l 

$ ^ / ( 1 + Я т - Я Г 1 ) - 1 

-^ь ; / (1 + я т о -я Г 2 ) -1 
Го ' * Г2 

*=1 

<Л =1, 

(15) 

(16) 

где а[ ^ 4 ^ • • • ̂  <i> bi ^ ь2 ^ • • • ̂  &п-
Тогда в силу теоремы 2 и теоремы 1 из [6] теорема 3 будет доказана, если будет 

указана пара (/, J) Е N(a'. ф',а*,Ь*), удовлетворяющая неравенству 

min{|/|(n - | J | ) , | J | (m - | / |)} < (m - l)(n - 1) - fc (17) 

при достаточно больших m, n, где 

a* = (1/m. 1/m,.. . , 1/m), 6* = (1/n, 1/n,... , 1/n). 

Известно (см. [2], с. 238), что (I, J) £ N(a',6',a*,fc*) тогда и только тогда, когда 
выполняется неравенство 

E a i " E b ; (n|/|-m|J|)<0. 

Покажем, что при достаточно больших пит это неравенство выполняется для 
пары (/*, J*), где 

/* = {1}, J* = {п - g + 1, п - g + 2 , . . . , п}. 

Согласно следствию 1 имеют место асимптотические равенства, справедливые 
при т —>• оо и п —> оо, 

1 ai = - f f m ( l + o(l)), J] ь;==1-^(1 + яп-яп.в)(1 + о(1)). 
j —n_g,-fl 

Поэтому при достаточно больших тип 

а1 ~ J2 Ь'з =Z ~Н™ " (1 " (П " <?)(1 + Нп - Hn-q)/n) 
j=n-q+l 

= {пНт -mq + m(n - q)(Hn - # n - g ) ) / ( r an ) 
> (пНт - mq{l - (п - q)/n))/(mn) 
= (п2Нт -mq2)/(mn2) > (n2 lnm - mq2)/{mn2). 
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Так как п2 lnm — mq2 ^ 0 при q ^ (t + г/га)л/га In га, справедливо неравенство 

п 

«i- £ bi>°-
j = n - g + l 

Отсюда, учитывая неравенство п\1*\ — т\ J*\ < О, справедливое при q > t + r/m, 
заключаем, что (/*, J*) G К (а', 6', а*, 6*), при достаточно больших ш, п. 

Найдем значения &, для которых пара (J*, «/*) удовлетворяет неравенству (17): 

/с ^ (га — 1)(п — 1) - min{n - g, q(m — 1)} = (m - l)(n - 1) - (n - g) 
= mn — 2n — m + q + 1. 

Следовательно, для всякого k G { 0 , 1 , . . . , ran — 2n — га -Ь g + 1} неравенство (17) 
выполняется при достаточно больших га, п. Теорема 3 доказана. 

Ранее это утверждение было известно [6, 7] лишь для к Е { 0 , 1 , . . . , [Згап/4] — 
п — га + 1}. 

Следующая теорема обобщает теорему 7 из [б]. 

Теорема 4. Почти все КТМ имеют максимальное число k-граней, где 

к — (га — 1)(п - 1) - [га/2], га ^ п. 

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 3, будем считать, что КТМ 
М(а',Ь') порядка га х п, га ^ п, невырожден и удовлетворяет условиям (15) и (16). 
Пусть натуральные числа s и t удовлетворяют неравенству st ^ га/2. 

Возможны пять случаев: 

s = [га/2], t = 1; 
s = l, * = [m/2]; 
s = [m/4], * = 2; 
5 = 2, * = [га/4]; 
s ^ га/б, £ ̂  га/б. 

Доказательство во всех случаях проводится по одной схеме. Поэтому рассмот­
рим лишь последний случай. Пусть st ^ q ^ [га/б]2. Тогда в силу следствия 1 для 
достаточно больших q справедливы соотношения 

£ < + £ ^ £ < + £ь;-
Л = 1 / i = l / i = l / г = 1 

9 

X 
= -^(1 + Нт - Hq) + - ( 1 + Я п - Я , ) га у п ч 

< ^ ( 1 + Я ш - Я д ) . (18) 
га 

Используя справедливое при / -> оо известное [11] равенство 

Щ - I n / + 7 + 0 ( 1 / 0 , (19) 
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где 7 — 0,5772.. . — константа Эйлера, заключаем, что для достаточно больших 
т и q выполняется неравенство 

а£(1 + Я т - Я д ) < ^ ( 1 п ™ + Л . (20) 
т т \ q ) 

Так как при q — [т /6] 

гп V q ) 
ввиду (18) и (20) 

s t 

то есть 

I4<i-IX = £ -̂
h=l h=l h=t+l 

Поэтому на основании теоремы 3 из [6] КТМ М(а,
1Ь/) при достаточно больших 

тп, п имеет максимальное число fc-граней, где к — d — [m/6]. Отсюда и из теоремы 2 
следует справедливость теоремы 4. 

Поскольку справедливы [6] включения 

@>k(rn,n) С <^+1(т ,п ) , fc = 0 , l , . . . , d - 2 , 

из теоремы 4 вытекает утверждение, дающее усиление следствия 3 из [6]. 

Следствие 3 . Для любого q Е Щт/2] почти все КТМ имеют максимальное число 
(d — q)-граней. 

4. Свойства fc-граней р-АТМ 
Известно [2, 8], что размерность р-АТМ порядка nf равна 

d - ТТ ns ~ У^ ns + Р ~ 1-
s=l s=l 

Зафиксируем некоторое число к Е {0 ,1 ,2 , . . . , d — 1}. Ясно, что fc-граньюр-АТМ 
М(а1\... , ар) порядка п\ может быть лишь непустое множество вида 

FG(a\. ..,ар) = {хе М(а\... , а р ) : Ж<1...<р = 0 V(n , . . . , ip) € G}, 

г д е С С АГП1 х . . . х iVnp, |G| =d-k. 
Пусть / € iVp. Рассмотрим (p - 1)-индексную матрицу у = ||2/i1...i,_1i,+1...ip||j при­

надлежащую многограннику 

М ( а 1 , . . . , а / ~ 1 , а / + 1 , . . . , ^ ) 

порядка 
Ui X . . . X П / _ 1 X П / + 1 X . . . X Пр. 
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Запишем эту матрицу в виде (п\ . . . щ-хщ+х... пр)-мерного вектора 

z(y) = (2/11...1*11...1)2/11...1*11... 1 2 , - • • , 2 / n i . . . n , _ i * n , + i . . . n p ) ) 

где * обозначает отсутствие 1-го индекса. Удалив в векторе z(y) нулевые компонен­
ты, получим вектор z+(y), число компонент которого равно числу t(y) положитель­
ных элементов матрицы у. Отметим, что компоненты вектора z+(y) занумерованы 
тем же способом, что и компоненты вектора z(y). 

Поскольку сумма компонент вектора z+(y) равна К, пара векторов а1 и z+(y) 
определяет КТМ M(al,z+(y)) порядка щ х t(y). 

Пусть и(у) = ||w^j||nixt(y) — некоторая матрица многогранника M(al, z+(y)), где 
индекс j представляет собой совокупность индексов (i\... ц-\ * г/+1 •. • *р), задавае­
мую номерами компонент вектора z+(y). Тогда по этой матрице определим матрицу 
х(и(у)) = \\х^у'л || согласно правилу 

и{у) _ [и\ф е С Л И (*! * * * ^ - ! * *'+! * * * V) = h 
Xi1...il-Xilil+X...iv j 0 в противном случае. 

Очевидно, что построенная таким образом матрица х(и(у)) Е М(а1,... , а р ) . 
Итак, справедливо следующее утверждение. 

Лемма 6. Пусть р^ 3, / Е Np. Тогда 

М{а\... ,аР) = {х{и{у)):уеМ{а\... ,а1~\а1+\... ,аП,и{у)^М{а1,г+{у))}. 

Индукцией п о р е помощью леммы 6, легко доказать следующую теорему. 

Теорема 5. Пусть р ^ 3, t Е 7Vni_i. Для того, чтобы невырожденный р-АТМ 
М(а1,... ,ар) порядка п\ имел максимальное число (d — t)-граней, достаточно, 
чтобы существовала пара индексов l,q Е Np, I ф q, для которой КТМ M(al,aq) 
порядка щ х nq обладает максимальным числом (щпд — щ — nq + 1 — t)-граней. 

Следствием теорем 5 и 3 из [6] является следующее утверждение. 

Теорема 6. Пусть р ^ 3, t Е Nni-i. Невыржденный р-АТММ{о},... ,ар) порядка 
п\ имеет максимальное число (d — t)-граней, если существует пара индексов l,q Е 
Np,l Ф q> такая, что 

и nq 

i= l i—v+l 

для ecex(u,v) Е D(t), где D(t) — множество всех максимальных пар (u,v) час­
тично упорядоченного множества 

R(t) = {(i,j)€NtxNt:ij^t} 

(напомним, что (u,v) — максимальная пара множества R(t), если в R(t) не су­
ществует такой пары (u',v') ф (u,v), что и ^и', v $С v'.) 

Теорема 7. Для любого t Е ЩП1/2] почти все р-АТМ имеют максимальное число 
(d — t) -граней. 
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Доказательство. Пусть t £ ЩП1/2у Определим множество W^(np) С W(np), счи­
тая, что (а 1 , . . . , ар) е W^(rii), если р-АТМ М(ах,... , ар) обладает максимальным 
числом (d — ^-граней. 

Через WQ (пр) обозначим множество векторов (а 1 , . . . , ар) £ W(np) таких, что су­
ществуют индексы /, q £ Np, I ф q, при которых КТМ M(al,aq) имеет максимальное 
число (щпд —гц—пд + 1 — £)-граней. 

На основании теоремы 5 справедливо включение 
Wo К ) С W«(nJ). Поэтому, 

учитывая следствие 3 и неравенство 

n{W{n\)) " n{W{n\)) ' 

получаем равенство (1). Теорема 7 доказана. 

Это утверждение в случае, когда t — 1, впервые доказано в [12]. 
Пусть Rt{n\) — множество всех разрешимых р-индексных транспортных задач с 

аксиальными суммами порядка пр с t запретами (терминалогию см. в [2]), a Qt(np) 
— множество тех р-индексных транспортных задач с аксиальными суммами по­
рядка п\ с t запретами, для которых выполняются условия теоремы 6. Поскольку 
справедливы включения Qt(np) С Rt(np) для всех t Е ЩП1/2], на основании теоремы 
7 получаем следующий практически важный результат. 

Следствие 4. Если для р-ипдексной транспортной задачи с аксиальными сумма­
ми порядка п\ число запретов не превосходит [ni/2], то она почти всегда разре­
шима. 

Это утверждение в случае, когда р — 2, а число запретов t не превосходит 
cmin{ra / ln ra ,n / lnn} , где с — любая положительная константа, не зависящая от 
тип, впервые было доказано в [6,7]. 

5. Свойства, связанные с диаметром К Т М 
Диаметр многогранника, как расстояние (по числу ребер) между самыми удален­
ными вершинами, можно интерпретировать как число итераций наилучшего сим­
плексного алгоритма (если, конечно, такой будет построен) при наихудшем распо­
ложении стартовой и оптимальной вершин. Не удивительно поэтому, что диаметр 
многогранника всесторонне изучается как для многогранников общего вида [2, 13], 
так и для многогранников специальных задач оптимизации [14-18]. 

В частности, в [17,18] было установлено, что максимальный диаметр КТМ по­
рядка га х п, 3 ^ т ^ п, п ^ 4, равен т + п — 1. 

Следующая теорема дает положительный ответ для гипотезы, касающейся асимп­
тотического поведения класса КТМ с максимальным диаметром, сформулирован­
ной в [6]. 

Теорема 8. Почти все КТМ имеют максимальный диаметр. 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы 8, докажем некоторые важ­
ные вспомогательные утверждения, касающиеся строения КТМ, имеющих макси­
мальный диаметр. 
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Для матрицы х = ||#ijllmxn многогранника М(а,Ь) порядка т х п введем мно­
жество 

К(а,Ъ,х) = {(г, j ) £ Nm x А^: xtj > 0}. 

Теорема 9. У невырожденного КТМ М(а,Ь) порядка т х п, 3 ^ га ^ n, n ^ 4, 
имеются вершины х и у такие, что 

К (а, Ъ, х) П К (а, 6, г/) = 0 , 

тогда и только тогда, когда существуют собственные подмножества I С Nm и 
J С ЛГП, удовлетворяющие неравенствам 

тах{а; : г £ iVm} < min < ^ fy, ^ fy > , (21) 
, i € J j€ATn\J 

max{bj : j £ iVn} < min < ^ ai5 ] P а Л . (22) 
k * e / ieNm\i 

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Пусть п ^ 4, 
3 ^ га ^ гг, 

ai = maxjaj: г € iVm}, h = ma,x{bj: j £ iVn}. (23) 

Среди подмножеств / С iVm и J С iVn, содержащих 1 и удовлетворяющих 
условиям (21) и (22) выберем те подмножества 1 и J, каждое из которых имеет 
минимальную мощность. Для определенности будем считать, что / = { 1 , . . . ,(/}, 
J = { 1 , . . . ,р} и 

ai ^ . . . ^ ад, аш ^ am_i ^ . ^ ag+i, (24) 
Ь\ ^ . . . ^ Ьр, 6П ^ Ьп_1 ^ . ^ Ьр+1- (25) 

Будем предполагать, что выполняется неравенство а\ > &1,.так как случай, 
когда выполняется неравенство а\ < Ь\, сводится к первому, если перейти от мно­
гогранника М(а,Ь) к многограннику М(Ь,а). 

Пусть х и у — вершины многогранника М(а,Ь), построенные соответственно 
методами северо-западного и северо-восточного углов (см. задачу 17 из гл. 6 в [2]). 
Тогда согласно условий (21) и (22) справедливы соотношения 

{(hi) € Ш х Nn- Xij >0Ayij >0} = 0, i = 1,га, 
{(г J) €Nm x{j}:xi:i > 0 Л t ^ > 0} = 0 , Vj £ iVp_i U {p' + l ,p ' + 2 , . . . , n } , 

где натуральные числа р и р' удовлетворяют неравенствам 

р—1 р п п 

^ < ai < ]Г bj, Yl bj<ai<J2 h. (26) 
j=i i=i J=P'+I j=p' 

Поэтому множества K(a,b,x) и K(a,b,y) пересекаются либо по строке, номер ко­
торой г ф {1, ш}, либо по столбцу, номер которого j £ {р,р + 1 , . . . ,р '} . 

Возможны два случая. 
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Пусть в первом случае множества К (а, Ъ, х) и К {а, Ь, у) пересекаются по столбцу 
jo, где р ^ jo ^ р'. Положим 

К(а,Ъ,х)ПК(а,Ь,у) = {(г,jo): i e Q], 

где Q - {q0,qo + 1 , . . . ,<?i}, go ^ 2, qx ^ m - 1. 
Тогда 

#г1=0 , г G <2, ^in = 0, ieQ\{qi}, 
Уп=0, ieQ\{qi}, 2/m = 0, г € (3, 

Учгз = °> J = Л + l,io + 2 , . . . ,п - 1. (27) 

Возможны три поделучая. В первом поделучае jo = р. Положим 

Q * _ f О, если2/д11 = 0 , 

\ Q \ { 0 I } , еслиудг1 > 0. 

Построим матрицу х', компоненты которой определяются по формулам 

хг1 = îjo» I & Q , %ij0 = 0, I € Q, 

ieQ* ieQ* 
X'qiJ=XQlJ+A3' i ^ R = O b Л + 1 , . . . ,П}, 
a;^-=Жу - Ду , г € Q' = {qi + l,tfi + 2 , . . . , ra}, j € Д, 

x'ioo = J2Ai^ * e ^' ' ^ > 0 ' 
jeR 

x[j = Xij, в остальных случаях, 

где j x - min{j € {jo - f l , jo + 2 , . . . , n } : rcgiJ- < bj}, а числа Д,-, j G Д, и Д ^ , г G <Э', 
jeR, удовлетворяют системе соотношений 

O^Aij^Xij, ieQ', jeR. (28) 

Заметим, что ввиду условий (21) и (23) такой индекс j \ всегда существует, а 
система (28) совместна, поскольку выполняется неравенство 

7 j bj xq\h ^ x<n3o'i 
3=3\ 

из (23) вытекает, что 

Y хчо ^ bi-
ieQ* 

Поэтому х' G М(а, Ь). В случае, когда yqi\ > 0, справедливы равенства 

xijo = У г jo = *Л I G Ц/ . 
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Отсюда, принимая во внимание равенства (27), получаем, что 

К(а,Ь,х')ПК(а,Ъ,у) = 0 . 

Теперь, исключив все циклы в матрице х' (конечно, если они имеются), составлен­
ные из пар множества К (а, 6, ж'), находим вершину х"', удовлетворяющую условию 

К(а,Ь,х")ПК(а,Ъ,у) = 0. (29) 

Во втором подслучае р < jo < Р- Построим матрицу я' , компоненты которой 
определяются по формулам 

ХП — xiJQi г £ Q » xij0 — О, г € Q-) 

xll — ^1 ~ / ^ жи'05 ^ l j 0 — ^l jo + 2-j XiJ0) 

ieQ* . ieQ* 
Xqin = ^g in i xqijo<) xin == ^ m ~~ ^ i > ' & E Ц/ , 

X*jo = Ж '̂о + Д Ь * G Q', y 9 l i > 0, 

x'{- = Xjj в остальных случаях, 

где числа А^, г € Q', удовлетворяют системе соотношений 
] Г Дг = жд1 i o , 0 ^ A* ^ xin, ieQ'. (30) 

Так как bj0 ^bn в силу (25), из условий (21) и (23) вытекает неравенство 

/ j Хгп > xqij0-
ieQ' 

Это значит, что система (30) совместна. Поэтому с учетом неравенства 

ieQ* 

матрица х' £ М(а,Ъ). Отсюда, как и в первом подслучае, вновь приходим к выводу 
о существовании вершины х" Е М(а,Ь), удовлетворяющей условию (29). 

В третьем подслучае jo = р' - Положим 

_ |<2, еслижв1П = 0, 

\Q\{<7i}> если xqin > 0. 

Построим матрицу у', компоненты которой определяются по формулам 

y'in = yijo> ieQ*\ y'ijo=o, ieQ, 
У in = bn - J^ 2fc*>> Vijo = 2/iio + Yl ^ ' ° ' 

ieQ** ieQ** 

У'Я11 = 2/gii + 2/giio» 2/a = 2/»i ~ Д г , i e Q' , 
Vijo = Ут +&U i€Q', xqiri>0, 

y'ij — Уц в остальных случаях, 
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где числа А^, г Е Q', удовлетворяют системе соотношений 

] £ Д < = 2/Шо> 0^Ai^yiU ieQ'. (31) 
ieQ' 

как &i ^ bjQ1 ввиду (21) и (23), 

X^2/*i >2/giio-
ieQ' 

Следовательно, система (31) совместна. Поэтому с учетом неравенства 

ieQ** 

матрица у' G M(a, b). Заметим, что в случае, когда xqin > О, справедливы равенства 
Xij0 = 0 для всех г Е Q'. Отсюда, учитывая (27), получаем, что 

К(а,Ь,х)ПК(а,Ь,у') = 0 . 

Поэтому всегда найдется вершина у" многогранника М(а,Ь), для которой 

К (а, 6, х) П К(а, Ъ, у") = 0 . (32) 

Рассмотрим теперь второй случай, когда множества К(а,Ь,х) и К(а,Ь,у) пере­
секаются по строке го, где 2 ^ г'о ^ т — 1. Положим 

1Г(а, Ь, а;) П ЛГ(а, Ь, j/) = {(*о, j ) : J € Р } , 

где 
Р = {ро,Ро + 1,- . . ,Pi}, Р О о , P i ^ p ' , 

а числа р и р* удовлетворяют неравенствам (26). Будем предполагать, что р\ > ро, 
так как при р\ = ро теорема уже доказана (первый случай). 

Очевидно, что 
х%э = Vij = °> * € Nm\ {го}, i € {ро + 1,Ро + 2 , . . . ,pi - 1}, 

Возможны три подслучая. В первом подслучае ро ^ Рч р' > Pi • Положим 

р * = f Р, если 2/wpo = О, 
\ Р \ { Р о } , еслиу т р о > 0. 

Построим матрицу х', компоненты которой определяются по формулам 

< i = o , j e P , 

^ 0 j = ^ioi + AJ> i = P'>P' "Ы, . . . ,П, 
xmj = ^mj ~ Ai, j = P',P' + 1, • • • , П, 
жг 01 = ^toPo» : c l l = ^i — #г0ро> ^lpo = XlPo "•* xioPoi Утро > "» 

xj. = x^ в остальных случаях, 
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где числа Aj, j = р' ,р' + 1 , . . . , п, удовлетворяют системе соотношений 

п 

0^Aj^sm j-, j =р',р'+ 1,... ,n, 5Z Aj = 5Z ^oi- (34) 
j = P ' jep* 

Поскольку в силу (24) справедливы неравенства 

JGP* 

система (34) совместна. Отсюда, учитывая неравенства XiOPo ^ bPo ^ bi, заключаем, 
что матрица #' Е М(а,Ъ). Поэтому в силу (33) выполняется соотношение 

К(а,Ь,х')Г)К(а,Ь,у) = 0 

и, следовательно, найдется вершина х" Е М(а,Ь), для которой справедливо (29). 
Рассмотрим второй подслучай, когда ро > р, р' ^ р ь Положим 

р** _ fP, еслижш р 1 = 0 , 
\ Р \ { Ы > е с л и ^шР1 > 0. 

Построим матрицу у', компоненты которой определяются по формулам 

y'mj = 2/»oj> i € Р**, y-oj = 0 , j <E P, 

2/ioi = ^oj + Aj> i = !,••• >P> 

y'mj =Vmj - Aj, j = 1 , . . . ,P, 
2/i0n = Угорп У In ~ "n ~~ Угор\1 У\рг ~ 2/lpi "^ Уг0рп Xmp1 > U, 

2/ij = 2/ij в остальных случаях, 

где числа A j, j = 1 , . . . , р, удовлетворяют условиям 
р 

( K A j ^ 2 / m i , j = l , . . . , p , ] T A J = 5 3 2/ioj- (35) 
j = i j eP** 

Так как в силу (24) справедливы неравенства 

/ ; yioj ^ aio $: G m 
j€P** 

система (35) совместна. Отсюда, с учетом неравенств у{оРо ^ ЬРо ^ Ьп (см. (25)), 
матрица i/ € М(а,Ъ). Поэтому в силу (33) 

К (а, Ъ, х) П К (а, Ь, </) = 0 

и, значит, найдется вершина у" £ М(а, Ь), для которой выполняется (32). 
Рассмотрим третий подслучай, когда ро — Р, р' = Pi- Пусть хтр1утро — 0. Для 

определенности примем, что утро = 0. Построим матрицу у', компоненты которой 
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определяются по формулам 

'y'mj=yioj, jeP**, y'ioj = o, jep, 
yioj=yioJ+AJ> J = 1 , . . . , P - 1 , 

Vmj =ymj ~ A j , J = l , . . . , j ? - l , 

У ion ~ 2/ioPi ? 2/;Ln = On ~ yiopi j У\р\ ~ У^Р\ ~^~ УгоР\ ? %mpi > 0 , 

y'ij — Уio в остальных случаях, 

где числа Д -̂, j = 1,2, ...,р - 1, удовлетворяют системе соотношений 

Р - 1 

О ^ Д, < ymj, j = 1,... ,р - 1, ^ Д,- = J2 yioj-
3=1 jeP** 

Повторяя рассуждения, использованные при рассмотрении предыдущего под-
случая, вновь получаем вершину у" Е М(а,Ь), для которой выполняется (32). 

Пусть теперь xmpiymp0 > 0. Из (23) вытекают неравенства 

Qj\ ^ 0\ -+- Х\р0 ^ Ор1 -j- X\pQ -^ %тр\ ' «^1ро' 

а из (24) неравенство 

J£P 

Поэтому 
OJ\ %lpo ~r Ojffi ХГПр1 ^ у ^ %ioj • 

jeP 

Отсюда вновь приходим к выводу о существовании вершины х" Е М(а,Ь), для 
которой выполняется (29). Теорема 9 доказана. 

Теорема 10. Невырожденный КТМ М(а, Ь) порядка т х п, 3 ̂  га ̂  п, п ̂  4, име­
ет максимальный диаметр, если существуют подмножества I С Nm и 
J С Nn, удовлетворяющие условиям (21) и (22). 

Доказательство. Пусть для невырожденного КТМ М(а,Ь) порядка т х n, n ^ 4, 
3 ^ т ̂  п, существуют собственные подмножества / С Nm и J С iV"n, для которых 
выполняются (21) и (22). Тогда, по теореме 9, найдется пара вершин х и у такая, 
что 

К(а,Ъ,х)ПК(а,Ъ,у) = 0 . 

Поэтому в силу леммы 4.2 из [2] справедливо неравенство diam М(а,Ъ) ^ т + п — 1. 
С другой стороны, используя [17,18], получаем, что diam М(а, 6) ^ га + п - 1. 

Следовательно, diam М(а, Ь) = га + п - 1. Теорема 10 доказана. 

Пока неизвестно, являются ли условия теоремы 10 необходимыми. 

Доказательство теоремы 8. Пусть М{а! ,Ъ') — некоторый невырожденный КТМ 
порядка т х п, 3 ^ га ^ n, n ^ 4, удовлетворяющий условиям (15) и (16). Без 
ограничения общности можно считать, что 
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Положим 
/ = { 1 , 2 , . . . , [m/6]}, J = { l , 2 , . . . , [ n / 6 ] } . 

Тогда на основании следствия 1 и равенства (19) при достаточно больших тип 

, In т + 1 . , In n + 1 
ai < " , К < , 

т п 
-g- < 2 ^ а * = - ^ — ( Я т - Я [ т / 6 ] + 1)< — - — , (36) 

• y < 2 ^ ^ ~ " V ^ n " [n/6] + ' < — в — ' ^ ' 

Из (36) и (37), учитывая соотношения 

s€Nm\I s€l s£Nn\J s£J 

получаем, что для КТМ М(а',Ь') порядка т х п при достаточно больших га,п 
выполняются условия 

m i n < ] T a ; , ] T a'A=Y^a's> 
sei seNm\i J sei 

^s€J s€Nn\J J s€J 

Отсюда, в силу очевидного неравенства 

In/ + 1 In 6 , ^ n o 

заключаем, что для КТМ М(а!, &') порядка т х п при достаточно больших га,п 
условия (21) и (22) выполняются. Поэтому на основании теоремы 10 КТМ М(а1, V) 
порядка тхп имеет максимальный диаметр. Отсюда и из теоремы 2 следует спра­
ведливость теоремы 8. 

6. Свойства, связанные с диаметром р-АТМ 
Для матрицы х — ||#ii...zp||np многогранника М(о},... ,ар) порядка п\ введем мно­
жество 

К(а\... ,ар,ж) = { ( г ь . . . ,ip) e Nni х . . . х Nnp : xh..Ap > 0}. 

Индукцией п о р е помощью леммы 6 легко доказать следующую теорему. 

Теорема 11. Для того чтобы невырожденный р-АТМ М{о},... ,ар) порядка п\, 
п\ ^ 3, П2 ^ 4, имел вершины х1 их2, для которых 

К{а\... , а р , х 1 ) П Х ( а 1 , . . . ,а р ,х 2 ) = 0 , (38) 
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достаточно, чтобы существовала пара индексов l,q €. Np, I ф qy для которой КТМ 
M{al,aq) порядка щ х nq имеет вершины х и у, для которых 

K(al,aq,x)DK(al,aq,y) = 0 . 

В качестве следствия из этой теоремы в силу леммы 1 из [19] получаем следу­
ющий известный результат. 

Следствие 5 ([19]). Максимальный диаметр невырожденного р-ATM порядка п\, 
п\ ^ Ъ, П2 ̂  4, не меньше 

Р, 

8=1 

На основании теоремы 9 теорему 11 можно сформулировать следующим обра­
зом. 

Теорема 12. Для того чтобы невырожденный р-АТМ М(аг,... ,ар) порядка п\, 
п\ ^ 3, П2 ̂  4, имел вершины х и у, для которых выполняется (38), достаточно, 
чтобы существовали пара индексов l,q € Np, I ф q, и собственные подмноэюества 
I С Nni и J С NUq, удовлетворяющие условиям 

[ieJ ieNnq\j 

а? < m i n i m a ' , £ • al\ (39) 
[iei ieNni\i J 

Из теоремы 12 в силу леммы 1 из [19] вытекает следующее утверждение. 

Следствие 6. Для того чтобы невырожденный р-АТМ М(аг,... ,ар) порядка п\, 
п\ ^ 3, П2 ^ 4, имел диаметр, не меньший 

Y^ns - р + 1 , 
*=1 

достаточно, чтобы существовали пара индексов l,q € Np,l Ф q, и собственные 
подмноэюества I С Nni и J С NUq, удовлетворяющие условию (39). 

Из теоремы 8 и следствия б получаем следующий результат. 

Теорема 13. Почти все р-АТМ порядка п\ имеют диаметр, не меньший 

Y^ns-p+l. 
s=l 
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