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Ниже предлагается метод приближенного решения на полярной сетке 
внешней задачи Дирихле для двумерного уравнения Лапласа. Примене­
ние полярной сетки, видимо, наиболее естественно для решения внешних 
краевых задач и задач в неограниченных областях. Хотя внешняя задача 
Дирихле, как известно (см. [1]), сводится к внутренней задаче Дирихле 
и мы в ряде случаев будем использовать это свойство, но разностные урав­
нения для приближенного решения будем строить непосредственно на 
сетке, расположенной в заданной неограниченной области. Используемая 
полярная сетка с числом узлов порядка h~2 In hrY заполняет круг радиуса 
порядка где h — безразмерный шаг сетки по радиусу. 
Соотношение между h и шагом по углу выбрано так, что при 
h 0 ячейки сетки стремятся к квадратам и при любом конечном h 
разностные уравнения во внутренних узлах записываются точно 
так же, как и на квадратной сетке. Т. е. искомое неизвестное равняется 
среднему арифметическому значению неизвестных з четырех ближайших 
у з л а х . При предположении, что решение уравнения Лапласа обладает 
ограниченными вторыми производными на замкнутой области, погреш­
ность приближенного решения имеет порядок А2(1 + |In h \ ) . В заключе­
н и е дается метод построения вспомогательной системы разностных урав­
н е н и и со свободными членами, выражающимися через известные величи­
ны, решение которой мажорирует погрешность приближенного решения. 
'Подобный способ оценки погрешности для случая внутренней задачи Ди­
рихле изложен в [2], [3]. Заметим, что в [4] вопрос решения внешней 
задачи Дирихле методом сеток относится к числу проблематичных. При­
ближенное решение этой задачи методом потенциалов предложено в [5]. 

где у ~" замкнутая кривая с непрерывной кривизной k(s), обладающей 
кусочно-непрерывной ограниченной производной k^(s) (s — дуга у); 
г« —• дважды дифференцируемая функция дуги у, имеющая кусочно-не-

§ 1. Разностные уравнения 

Рассмотрим внешнюю задачу Дирихле 
Аи = 0 на G. и = ф на у> ( l . i ) 
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прерывную третью производную; G — область, ограниченная кривой у и 
содержащая бесконечно удаленную точку. Предполагается, что суще­
ствует окружность радиуса р 0, которой можно коснуться любой точки 
Y так, что круг, ограниченный данной окружностью, целиком принадле­
жит G. Обозначим через р верхнюю грань радиусов всех окружностей, 
обладающих указанным свойством. Как известно, существует единствен­
ное ограниченное на бесконечности решение задачи (1.1) (см. [ 1 ] ) . 

Возьмем окружность S0 радиуса г 0 > 0 с центром в точке О, ограничи­
вающую круг, который не имеет общих точек с G, Будем считать, что 
точка О совпадает с началом прямоугольной системы координат. Пусть 

Ro = max р ( 0 , Р ) , 

где р (О, Р ) — расстояние между точкой О и точкой Р б у . Построим по­
лярную сетку. Проведем из точки О семейство т лучей, образующих с 
осью х у глы 6 = 0^ = р,р, где Р = 2я / т, jx = 0, 1 , . . . , т — 1, и по­
строим семейство окружностей Sh с центром в точке О, имеющих радиусы 
rh = r f e _ i ( l + / г ) , где к = 1, 2, . . . , iV, 

/г = 2 ( У 1 + sin* i + sin I) sin I, (1.2) 

с — некоторая фиксированная положительная постоянная. Будем предпо­
лагать, что rN-i ^ R0. Точки пересечения лучей и окружностей Sk, к = 
= 0, 1 , . . . , N, назовем узлами сетки. Множество узлов, лежащих внутри 
окружности SN И обладающих тем свойством, что отрезки прямых, соеди­
няющих эти узлы с их четырьмя соседними узлами, принадлежат G, 
обозначим через Gh. Множество узлов, лежащих на S N , обозначим через 
Gh* и, наконец, множество остальных узлов, принадлежащих G, обозна­
чим через yh. 

Введем оператор усреднения А: 

K ( r ( l + fe)fe)+Bfr/(l + * ) , 8 ) + . » ( r , e + P ) + « ( r , e - p ) 
Аи(г, 9 ) = - — . 

На Gh* построим оператор А*: 

и на yh введем оператор / : 

1 + 6 

где щ — значение и в соседнем узле P i , расположенном на расстоянии, 
не превышающем rh, от данного узла Р = = Р ( г , 0 ) ; б — отношение рас­
стояния от точки Р до точки Ро, лежащей на пересечении у и прямой, про­
ходящей через у злы P i и Р , к длине отрезка P i P . Предполагается, что 
Р ЕЕ PJPQ cz ( г , 6 <С! 2. 
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Рассмотрим систему разностных уравнений, аппроксимирующую за­
дачу (1 .1 ) : 

uh = Auh на Gh, uh — A*uh на Gh*, 

Фо 
(1.4) 

на yh, 1 + 6 

где фо — значение ф в указанной выше точке Ро. Очевидно, для системы 
(1.4) имеет место принцип максимума (см. [ 6 ] ) , в силу которого она 
имеет единственное решение. Д л я нахождения решения системы (1.4) 
можно применить метод итераций. 

§ 2. Исследование скорости сходимости приближенного решения 

Пусть 
дпп. 

п = 1, 2, UN = sup sup 
0 < а < я G 01ап 

где д I д1а — оператор дифференцирования в направлении прямой, обра­
зующей угол а с осью х. Осуществим обратное преобразование радиусов-
векторов относительно окружности So. Тогда каждая точка (г, 6 ) , распо­
ложенная вне окружности So, перейдет во внутреннюю точку (г, 8 ) , где 

го' 
(2.1) 

Обозначим образы G и у через G и у и рассмотрим внутреннюю задачу 
Дирихле 

Ай = 0 на G, и = ф на у, (2.2) 

где ф( / \ 9) = ф(г, 8). Очевидно, между ограниченными решениями задач 
(1.1) и (2.2) существует связь: 

Пусть 
и (г, 8) = и (г, 8). 

дпй 

(2.3) 

= sup sup 
0 < а < я G dlan 

п = 1, 2. 

В силу (2.1) — (2.3) имеем 

2Е/1 i?o3 

(2.4) 

Погрешность ен = и/i — и удовлетворяет системе разностных урав­
нений 

ед = Aeh + lh на Gh, eh — A*eh + %ь* на Gh, 
(2.5) 

eh = I eh + Цк ш yh. 

Имеем 
\h(r,Q)\ = \u(r,Q) -Au(r,Q)\ = | 2 ( f , 0 ) - Л Я ( г , е ) | , ( 2 . 6 ) 

| | „ * ( r w , 8 ) | = (2.7) 

rN 
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Ы(г, в) | < - — U2 ((г , в ) е у л ) . (2.8) 

Пусть E(r,Q) — множество точек, лежащих внутри отрезков прямых, 
соединяющих точку (г , 0) с точками (г(1 + Л ) , 0 ) , (г / (1 + / г ) , 0 ) , 
(?,е + р), (г, в —p) f 

3 n 2 ( r , 0 ) 
£7* (г, 0 ) = sup 

0<а<я 
п = 1, 2 

(г', в ' )еЕ (г, 9) 

Если (/•, 0) е Сд, Z?(f, 0) cz ( 7 , то, используя (2.6) и формулу Тейлора 
и учитывая гармоничность и, нетрудно получить неравенство 

(Аг2 _ _ _ /,4Г4 _ 

I Бд (г, 6) | < ( £ / * (г , 6) + r f / » ( г , 0)) + Цд- U% (~ 9 ) . 

Кроме того, очевидно, для всех (г, 0) е 

|gft<r, в) | - Л 2 # а 

В силу (2 .7 ) , (1.3) и (2.1) имеем 

1 

9. 
С/2. 

(2.9) 

(2.10) 

I V rjv У 1 + h \ rN-i 
AS ( 0 , 6 ) 

1 + А 
1 m—l 

в ( 0 , 8) — — 2 и 
(1=0 

го2 

> 6ц 

1 + А 

А 3 г 0

4 

+ (2.11) 

£72 

Обозначим через р = р ( г , 6) расстояние между Е ( г , 8) и Y- ИЗ оценок 
производных гармонических функция внутри области, данных в [ 7 ] , сле­
дуют неравенства 

Яр 
U в Я р * 

(2.12) 

Д л я дальнейшего вывода оценки погрешности ен применим метод [ 8 ] . 
Рассмотрим функцию 

i|) = In 1 + h2 — р2 
г0

2х Го2У 
х % + У2' я 2 + J/2' V х2 + J/2 ' хг-\- у2 

г0

2х 
\ ) - \ n h 2 , 

(2.13) 

где р(х,у) и q(x,y) — действительная и мнимая части некоторой функ­
ции w = р(х, у) + iq(x, у), отображающей конформно область С на еди­
ничный круг и переводящей точку О в центр круга. При сделанных нами 
предположениях относительно у имеем на G (см. [ 9 ] , п. 29) 

0 < а 
dw 

dz 
< Ъ < оо, 

где z = х -f- iy, а и Ъ — постоянные. Кроме того, функции р(х, у) и q(x, у) 
обладают на замыкании G непрерывными вторыми производными, удов­
летворяющими условию Гёльдера с показателем X > 0, что следует из 
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19], п. 43, и из [ 1 0 ] . Используя перечисленные свойства функции w, а 
также (1 .3 ) , ( 2 . 1 ) , ( 2 .4 ) , (2.8) — (2.12) , элементарными подсчетами мож­
но установить, что существуют число h0 > 0 и некоторые не зависящие 
от h и и положительные постоянные Ci, с 2, <?з и с 4 такие, что при всех 
h ^ hQ имеют место неравенства 

— Л-ф | < с± In А - 1 , р < с 2/гй 0 , 

ф - 4 г | ) > с 3 / * 2 ^ , ф < | - < с 4, 

г 2 

-ф — Ла|з > с3/г2 — , с 4/? 0 ^ р < 

г|) — Л *гр > 0, |я|э — 1ц | < d In h~\ 

\lh\^ Cih2r0U2, p < c2hR0l 

— + t / 2 ) , с 2й < | - < c 4, 
p z \ H0 J Но 

| 5 f t | < с 1 Л * г 2 ( ^ + С/ 2 ) , c 4i? 0 < P < rjv, 

I |л* I ^ + # 2 j , hi/. К C i W ^ , 

где p = p (г , 8) — расстояние от узла (г, 0) до Y-
Пусть задана функция opi такая, что | v = 0, 

M^Q)==cihw[^+V2) + + (2.15) 

где (r f t , 0) G G ^ U U Y / i \ Y - Очевидно, 

С/1 

* 
xpi — ^ 0 на 

^ — 4 ^ = 0 на Gh, yi — A'qi = cih?r0

2(—+U2 J, 

(2.16) 

Рассмотрим функцию «фг, являющуюся решением системы разностных 
уравнений 

^2 = А\\)2 + lh на Сл, я|52 = Л*г|) 2 на 
(2.17) 

где 

* — 

CihW ( # 2 + ^ ( ^ - + # 2 ) In h-i) , р < с 2 / Ш 0 ) 

0, с 2 Ы? 0 ^ р < 

^ = d w( С/2 + - - ( - ^ + С / 2 ) In / И 

О, с 2 М?о ^ р < r N , 

Так как свободные члены в (2.17)- могут быть отличны от нуля толь­
ко в узлах, расположенных на конечном числе шагов от ул, которое огра-
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ничено постоянной, не зависящей от h и и, то, как нетрудно показать 
(см. [11]), имеет место неравенство 

где съ — постоянная, не зависящая от h и г/. 
Из (2.5), (2.14) — (2.17) и теоремы VI из [6], стр. 254, следует, что 

Ы < — hwl + UA ф + ^ + ф 2 , 

Сз V Д о / 

т. е. в силу (2.13), (1.3), (2.15) и (2.18) 

где с6 — некоторая постоянная, не зависящая от h и г/. 
При сделанных в § 1 предположениях относительно у и ср величины С/1 

и С/2 ограничены, что следует из оценок производных решения задачи 
Дирихле на границе области, данных в [10], оценок производных внутри 
области, полученных в [ 7 ] , § 3, и принципа максимума. Таким образом 
доказана 

Теорема 1. Решение щь системы разностных уравнений (1.4) стре­
мится на сетке при /г->0 к решению и задачи (1.1) со скоростью 
й2(1 + | ]nh\). 

§ 3. Метод оценки погрешности через известные величины 

Согласно оценкам [ 7 ] производные и любого порядка стремятся к нулю 
при г - ^оо . Следовательно, максимум их модуля достигается на у, и по­
этому мы можем воспользоваться оценками U1 и ХГ- через известные ве­
личины, данными в [2]. 

Пусть знак кривизны k(s) кривой у считается положительным, если 
центр кривизны расположен на нормали, направленной в сторону G. Вве­
дем обозначения 

* 
U° = (max ф — min ф)/2, 

v v 
фп = s u p |cp(*)(s) |, п = 1,2,3, 

V 

1 1 
г = - , R = - , 

max| k(s)\ ' |min/c(s)| 
V У 

Zi = sup|W1)(5)|, 
г 

где у' — множество точек непрерывности функции, стоящей под зна­
ком sup. 

Имеем (см. [2]) 
f/1 ^ U\ < £7 2, (3.1) 
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где 

fr= inf inf B C + 1 B 2 C 2 + (i-B2)iC2 + DZ) 
o<p<p o < e * < e 1 — B2 

B = - ~ , D = <S>\ 
я 

„ 2U° e* r V / \ / e* \ 2 

C = c t g — + 0* ф2 + __е* ; 
яр 2 яр v 6r A 2 s i n ( 9 7 2 ) ' 

W= inf inf В С + ^ 2 С 2 + ^ ~ В 2 ) ( С 2 + ^ ) 

rtp2 

o<p<p o<e*<o 1 — J52 

~~ B < 1 

- / «OT"V e* , 6 * 3 \ - , ^ i? = 4 sin Ьт. £> = Ф 2 + — . 
яр V 2 144 7 г 

Ф 1 + Ф 3 ^ + Z 1 ^ 2 + 7 Ф « г + 8I7 1 . 
а9 + 

3 24 
* 

ЕЛ 1 

+ 
7£1г2/ф2г I [ /1) ф 2 г I [/1 

ф 2 г I fj\ Q* [/О Q* ф 1 / 
+ 2 ! ^ nxsin2 f-- ctg2 1 ( 9* — 3t + 2ctg 

пг 2 яр2 2 зтр 
Ъ определено в § 1, 

л / 2 , р г, 
* * 

arcsin(r/p), р > г. 

1 + Р/Д, Р^Я, 

, , i ? - y i ? 2 - p 2 s i n 2 0 * 

р(1 — cos 9 ) 

а — 
р/r, р ̂  г, 

arcsin( (р sin 6 * ) / г ) 

9* р > г, 

О, 2 р < Л , 

2 р > Д , 
п = 

1, 

г — К г 2 — р 2 sin2 0* 
р(1 —cos0*) 

р < г , 

, р > г . 

Кроме того, в силу (2.4) и (3.1) 

« . . л . А . Л * . „ А - Д2 



Пусть (г, 0) е Gh; ро — расстояние от точки (г, 0) до у; pj, / = 

= 1, 2, 3, 4,— расстояние меяеду у и отрезком прямой, соединяющим точ­

ки (г, 0) и ( г ( 1 + Л)атО'*/2>, e + P c o s y ) ; 

Pi 

max 
f pjitf го2 r o 2 ( l + A) \ ^ , 

1 г 2 ( 1 + Й ) 2 ff0 Г J 
0, min p?t <C rh. 

Следуя [ 2 ] , зададим на Gh функцию 

i* = w (г, 0) - min J _ x , x I , (3 .3) 

где 

X = <*> + x i + fe> 

fo4ra • 

( 0 = = 4 T i T l ? m i n { C / 2 , ¥ 2 ( p o ) } ' 

x* = - f m i n { T ? T S ( P M I ) ' Й 4 ( ¥ 3 ( P O ) + IT2 ^ 4 ( p * + 2 i ) ) } , T p (p) == min { ¥ ? (p), П (P ) } , 

« ( P > - ^ x p — v p — V 

P 7 T v + l ~ / . . \ I r r v « ~ « . . \ ftp U*+1q (li) + U" cos ^ - 5 Р _ > 2 С Г , 
[ \ p — v / p — V 

(3.4) 

Uv(p-v) 
H- = — V v T i — ' - » g (ц) = sin |i — ц cos [i, 

U p 

% — функция, вычисляемая по тем же формулам, что и л, с той лишь раз-
* 

ницей, что г, pj ( / = 0, 1, 2, 3, 4 ) , Uv (v = 1, 2) заменяются, соответ­

ственно, на f, pj, Uv. 
В точках (г, 0) уп построим функцию 

V = *L±U*> (3.5) 

где б — параметр на yh, определенный в § 1. 
Пусть, наконец, 

2 ^ I \R0 r N ^ J \ 2<v<m0 [p\ \ r N / \rNJ) 

где Шо(2 ^ m 0 ^ /тг) —число, фиксируемое исходя из удобств вычисле­

ний; ^р(р) — функция, вычисляемая по тем же формулам, что и Ч ^ С р ) , 
* * 

но с заменой Uv (v = 1, 2) на ir7v. 
Величина \Р\>Р(р) (v = 0, 1 ) , задаваемая формулой ( 3 . 4 ) , является 

оценкой сверху модуля р-й (р > v ) производной гармонической функ-
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ции и в точках, расположенных на расстоянии р от границы области 

(см. [ 2 ] ) , что легко устанавливается незначительным видоизменением 

метода [ 7 ] оценки производных, когда, кроме ограничения по максиму­

му на функцию, дополнительно накладывается ограничение по максимуму 

на ее первую производную. Поэтому, используя (2.6) — ( 2 . 8 ) , (3 .1) '—(3.6) 

и формулу Тейлора и учитывая гармоничность и, нетрудно установить 

выполнение неравенств 

\Ьь\ ^ w на Gh, \lh*\ < W на Gh*, \r\h\ =s£ и на yh. (3.7) 

Рассмотрим систему разностных уравнений 

г н = A&h + w на Gh, Eh = А*гп + wm на Gh*, (33) 

Eh = iEn + v на y^ 

Из (2 .5 ) , (3.7) и теоремы V I из [ 6 ] , стр. 254, вытекает 

Т е о р е м а 2. В каждой точке на Gh U Gh* U yh имеет место неравен­

ство 

| uh — и | ^ ел, 
где и — решение задачи (1 .1 ) , щх и ЕП — решения систем разностных урав­

нений (1.4) и ( 3 .8 ) . 

З а м е ч а н и е . Методом, изложенным в § 2, можно установить, что решение 
системы разностных уравнений (3.8) имеет порядок 0(h2(l + | 1 п & | ) ) . 
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