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�� Danna� rabota prodol�aet seri� state� v �Zapiskah na�
uqnyh seminarov POMI�	 posv�wennyh zadaqam	 ukazannym v
zaglavii	 i sme�nym voprosam�
K qislu klassiqeskih voprosov geometriqesko� teorii funk�

cii otnosits� zadaqa o maksimume proizvedeni�

nY
k��

�

R��k�Dk� ak� 
��

stepene� konformnyh radiusov v seme�stve D�a� vseh sistem ne�
nalega�wih odnosv�znyh oblaste� fD�� � � � � Dng	 ak � Dk	 pri
k � �� � � � � n	 gde a � fa�� � � �ang 
 sistema razliqnyh toqek na
C 	 � � f��� � � � � �ng 
 sistema polo�itel�nyh qisel� Kak obyq�
no	 qerez R�Dk� ak� oboznaqaem konformny� radius oblasti Dk

otnositel�no toqki ak	 xtrih v proizvedenii 
�� oznaqaet	 qto
pri ak �� pod somno�itelem R�Dk� ak� ponimaets� R���Dk����
Pust� M �D� a� 
 privedenny� modul� oblasti D otnositel�no

toqki a � D � M �D� a� � �
�� logR�D� a�	 esli a �� �	 M �D� a� �

� �
�� logR�D� a�	 esli a ��� Zadaqa o maksimume summy

M �
nX

k��

��
kM �Dk� ak� 
��

v seme�stve D�a� �vl�ets� odno� iz osnovnyh zadaq ob �kstre�
mal�nom razbienii	 kotorym v poslednie gody udel�ets� znaqi�
tel�noe vnimanie� �ta zadaqa predstavl�et sobo� �kstremal�no�
metriqesku� problemu v seme�stve vseh dopustimyh metrik i k
ne� primenim ves� arsenal metoda �kstremal�no� metriki� V

Rabota vypolnena pri qastiqno	 podder
ke Programmy ���� g� fun�
damental�nyh issledovani	 Prezidiuma RAN 
Issledovani� v fundamen�
tal�nyh oblast�h sovremenno	 matematiki��

���
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silu rezul�tatov edinstvennosti �togo metoda	 maksimum sum�
my 
�� v seme�stve D�a� zavisit tol�ko ot toqek ak i qisel �k
i my oboznaqaem ego qerez M�a�� � � � � an���� � � � � �n�� Izvestny ne�
obhodimye i dostatoqnye uslovi�	 opredel��wie �tu veliqi�
nu	odnako konkretnoe naho�denie ukazannogo maksimuma pri do�
statoqno bol�xih n predstavl�et znaqitel�nye trudnosti� Po
�to� priqine zadaqa o M�a�� � � � � an���� � � � � �n� rassmatrivalas�
pri razliqnyh uslovi�h simmetrii� Pervye obwie rezul�taty
v �tom napravlenii byli poluqeny V� N� Dubininym metodom
simmetrizacii 
sm� ��	 �	 ����
Veliqinu M�a�� � � �an� �� � � � � �� oboznaqaem qerez M�a�� � � � � an��
S zadaqe� o maksimume proizvedeni� 
�� ili summy 
�� v se�

me�stve D�a� 
zadaqa �� neposredstvenno sv�zana zadaqa o mak�
simume veliqiny

log J�a�� � � � � an� � ��M�a�� � � � � an�� �

n� �
log

Y
��k�n��

jak � alj� 
��

v seme�stve D vseh dopustimyh sistem oblaste� otnositel�no
l�byh sistem toqek a 
zadaqa ��� Veliqina 
�� 
 invariant ot�
nositel�no gruppy � drobno�line�nyh avtomorfizmov C � Mak�
simum invarianta J�a�� � � � � an� budem oboznaqat� qerez Jn�
Zadaqa � otnosits� k qislu zadaq so svobodnymi pol�sami

associirovannogo kvadratiqnogo differenciala� Pri n � � re�
xeni� zadaqi � 
pri � � �� i zadaqi � izvestny 
sm� ����� Pri
n � 	 zadaqa � byla rexena pri dopolnitel�nom simmetrizaci�
onnom predpolo�enii� Imenno	 spravedliva

Teorema �� Dl� sistem toqek fa�� � � � � a�g� simmetriqnyh otno�
sitel�no nekotoro� okru�nosti ili pr�mo�� maksimum invari�
anta J�a�� � � � � a�� realizuets� dl� sistemy toqek

a
� � f
� �� e��i��� e���i����g�

Ukazannye toqki �vl��ts� pol�sami kvadratiqnogo differenci�
ala

Q��z�dz� � � �

���
z�z� � ��

z� � ���
dz��

a krugovye oblasti D�� � � � � � D
�

� 	togo differenciala obrazu�t 	ks�
tremal�nu� sistemu oblaste� rassmatrivaemo� zadaqi
 L�ba�
druga� 	kstremal�na� konfiguraci� danno� zadaqi sootvetstvuet
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ukazanno� pri preobrazovanii iz gruppy �
 Dl� ukazannogo maksi�
muma imeem ravenstvo

logJ� � ��� ��
��

Dokazatel�stvo �to� teoremy bylo poluqeno v ��� i ��� raz�
liqnymi metodami�
V ��	I� byla anonsirovana

Teorema �� Dl� l�bo� sistemy toqek fa�� � � � � a�g maksimum in�
varianta J�a�� � � � � a�� realizuets� tol�ko v sluqa�h� ukazannyh v
teoreme �


Predlo�ennoe v ��	I� dokazatel�stvo teoremy �	 kak bylo uka�
zano v ��	 II�	 �vl�ets� oxiboqnym� V ��	II� byli kratno opi�
sany osnovnye momenty vozmo�nogo dokazatel�stva teoremy ��
V danno� rabote my podrobno ostanavlivaems� na faktah	 is�
pol�zuemyh pri dokazatel�stve teoremy �� Imenno	 posredstvom
geometriqeskogo podhoda my ukazyvaem sistemy toqek	 kotorye
ne �vl��ts� �kstremal�nymi v rassmatrivaemo� zadaqe	 i tem
samym iskl�qaem �ti sistemy toqek iz rassmotreni�	 a tak�
�e privodim rezul�taty tehniqeskogo haraktera	 pozvol��wie
ocenit� znaqeni� issleduemo� veliqiny dl� osta�wihs� sistem
toqek�
�� Uslovims� v nekotoryh oboznaqeni�h� Esli a�	 a�	 a� 


razliqnye toqki C 	 to pust� C�a�� a�� a�� 
 okru�nost�	 proho�
d�wa� qerez ukazannye toqki	 U �a�� a�� a�� 
 vnutrennost� �to�
okru�nosti	 ��a�� a�� a�� 
 evklidov treugol�nik s verxinami v
ukazannyh toqkah	 K�a�� a�� a�� 
 zamknuta� vypukla� oboloqka
mno�estva fa�� a�� a�g	 t�e� K�a�� a�� a�� 
 zamykanie ��a�� a�� a��	
K�h��a�� a�� a�� 
 giperboliqeska� zamknuta� vypukla� oboloqka
ukazannogo mno�estva po otnoxeni� k krugu U �a�� a�� a���
Tak kak v �kstremal�nom sluqae vse toqki sistemy

fa�� a�� a�� a�� a�g	 a tak�e l�bye qetyre iz �tih toqek ne mo�
gut le�at� na odno� okru�nosti ili pr�mo� ���	 to my budem
rassmatrivat� sistemy toqek f��� �� a� b��g	 udovletvor��wie
uslovi�

Re a � 
� Ima � 
� b � U ���� �� a�� 
��

V sluqae a� � ��	 a� � �	 a� � a vmesto C�a�� a�� a��	 U �a�� a�� a��
i t�d� budem ispol�zovat� oboznaqeni� C�a�	 U �a� i t�d�
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Pust� c � c�a� 
 centr okru�nosti C�a�	 R � R�a� 
 ee radius�
Polaga�

c � i tg �� ���� 	 � 	 ����

imeem

R � �� cos �� a � c� Re i�� �� 	 
 � ����

Esli c�a� � K�a�	 to treugol�nik ��a� �vl�ets� ostrougol�nym
ili pr�mougol�nym i Imc�a� � 
	 v protivnom sluqae ��a� 

tupougol�ny� treugol�nik i Im c�a� 	 
� V dal�ne�xem �ti dva
sluqa� igra�t razliqnu� rol��
Pri dokazatel�stve teoremy � suwestvenno ispol�zovalas�

sledu�wa� lemma ���	 ��	I��

Lemma �� Pust� dl� sistemy f��� �� a� b��g vypolneny uslo�
vi� �
�
 Pust� c�a� � K�a� i b � K�h��a�
 Togda sistema
f��� �� a� b��g �vl�ets� 	kstremal�no� sistemo� zadaqi o maksi�
mume J�a�� � � � � a�� tol�ko v sluqae

f��� �� a� b��g� f��� �� i
p
�� i�

p
���g�

Ukazanna� �kstremal�na� konfiguraci� obladaet vysoko�
stepen�� simmetrii� v dannom sluqae ��a� 
 ravnostoronni�
treugol�nik	 a c�a� 
 ego centr�
Prokommentiruem kratko osnovnye momenty dokazatel�stva

lemmy �	 tak kak analogiqnye utver�deni� ispol�zu�ts� v
dal�ne�xem� Pust� snaqala b � c�a�� V �tom sluqae rassma�
trivaem razbienie z�sfery na ugly Sk	 k � �� �� �	 ime�wie
verxiny v toqkah b i � i ograniqennye luqami	 prohod�wi�
mi sootvetstvenno qerez toqki �� i �	 � i a	 a i ��� Pust�
wk � fk�z� 
 otobra�enie ugla Sk na verhn�� poluploskost�
Imwk � 
� Na wk�sfere rassmatrivaem sootvetstvu�wu� pro�
blemu modul�� Pust� �k�wk�jdkj 
 �kstremal�na� metrika �to�
problemy modul�	 Qk�wk�dw

�
k 
 opredel��wi� �tu metriku kva�

dratiqny� differencial� Na z�sfere rassmatrivaem metriku
��z�jdzj	 opredel�emu� usloviem ��z�jdzj � �k�fk�z��jf �k�z�jjdzj pri
z � Sk	 k � �� �� �� Suwestvennym momentom �vl�ets� dokaza�
tel�stvo	 qto tak postroenna� metrika okazyvaets� dopusti�
mo� metriko� problemy modul�	 opredel��we�M���� �� a� b����
�to sleduet iz togo fakta	 qto pri vypolnenii uslovi� lem�
my � polosoobraznym oblast�m kvadratiqnyh differencialov
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�Qk�wk�dw�
k pri otobra�eni�h	 obratnyh k wk � fk�z�	 na z�

sfere sootvetstvu�t dvuugol�niki s verxinami v sootvetstvu�
�wih parah toqek iz ��� �� a� b��	 polnost�� zapoln��wie z�
sferu i oblada�wie sledu�wim svo�stvom� ka�da� kriva�	 go�
motopna� na C n f��� �� a� b��g toqeqno� krivo� v odno� iz toqek
��� �� a� b��	 peresekaet protivopolo�nye storony ka�dogo iz
dvuugol�nikov ime�wih ukazannu� toqku svoimi obwimi ver�
xinami	 i potomu imeet v p�metrike dlinu � �� Iz dopustimosti
metriki ��z�jdzj poluqaem ocenku dl�M���� �� a� b���	 kotora� i
privodit k utver�deni� lemmy �� V sluqae b �� c�a�	 b � K�h��a�
vmesto uglov Sk rassmatrivaem dvuugol�niki s verxinami v toq�
kah b	 � bolee special�nogo vida i metriku ��z�jdzj opredel�em
pri pomowi neskol�ko bolee slo�no� konstrukcii� Pri doka�
zatel�stve dopustimosti �to� metriki	 kak i v pervom sluqae	
suwestvenno ispol�zu�ts� uslovi� lemmy ��
Naxe� bli�a�xe� cel�� �vl�ets� rasprostranenie lemmy �

na drugie sluqai�

	� Suwestvennu� rol� v posledu�wem igra�t
drobno�line�nye preobrazovani� z � fk�z� a�	 k � �� �� ��

f��z� a� �
�a� �� z

z � �
� f��z� a� �

z � �� �a

z � �
� f��z� a� �

az � �

z � a
�

Ka�doe iz �tih preobrazovani� perevodit sistemu ���� �� a���
v tu �e sistemu toqek� Svo�stva ukazannyh preobrazovani� uka�
zany v privodimo� tablice 
qerez L�z�� z�� oboznaqaem pr�mu�	
prohod�wu� qerez toqki z�	 z���

�� � a � C�a	 R L���� a	 L��� a	
f��z� a	 � a � �� L��� a	 L���� a	 R C�a	
f��z� a	 a � �� � L���� a	 L��� a	 C�a	 R

f��z� a	 � �� � a R C�a	 L��� a	 L���� a	

V dal�ne�xem nam potrebu�ts� dal�ne�xie svo�stva preobra�
zovani� fk�z� a�	 k � �� �� �� Dostatoqno ograniqit�s� preobrazo�
vaniem z � f��z� a��
Pust�

a�� �
i�� � sin ��

cos �


 toqka pereseqeni� okru�nosti C � C�a� s polo�itel�no� mni�
mo� poluos��	 i pust� C�� 
 okru�nost�	 prohod�wa� qerez toqki
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��� �� a���

c�� � fz � jz � a��j � R��g� R�� � ja�� � �j �
p
��� � sin��

cos �
�

Lemma �� C�� �vl�ets� nepodvi�no� okru�nost�� preobrazova�
ni� z � f��z� a�� pri ukazannom preobrazovanii okru�nost� C��
perehodit v seb�


Dokazatel�stvo� Nepodvi�nymi toqkami preobrazovani� z �
f��z� a� slu�at korni uravneni� z� � �az � � � 
	 t�e� toqki

z��� � a �
p
a� � ��

Netrudno ubedit�s�	 qto toqki ��� z�� �� z� le�at na okru�nosti
C�� � De�stvitel�no	

a�� � z� � a�� � �a�
p
a� � �� �

�

cos �

�
i�� � sin��

� �i sin � � ei �� � ei
�
�
�
	�

�

�r
� cos


��
�

sin

��

�

�

�
�

cos �
e

�
�
�
	 �

�

��
�i sin

��
�
� 


�

�
�
p

��sin
�sin ��

�
�

otkuda

ja�� � z�j � �

cos �

��ip��sin



�
� cos




�
� �

p
��sin
� sin ��

�� � R���

Tak kak z�	 z� 
 nepodvi�nye toqki preobrazovani� z � f��z�	 a
toqki ��� � perehod�t drug v druga pri �tom preobrazovanii	 to
C�� �vl�ets� nepodvi�no� okru�nost�� ukazannogo preobrazova�
ni��
Analogiqno opredel��ts� nepodvi�nye okru�nosti C�k pre�

obrazovani� z � fk�z� a�	 k � �� ��
Oboznaqim qerez ����� ���� modul�rny� treugol�nik s ver�

xinami v toqkah ��� ����

����� ���� � fz � jzj � ���� 	 Re z 	 �� Imz 	 
g�
����� ���� � lim

h��
����� ���ih�� Dl� a	 b � C 	 a �� b	 pod tre�

ugol�nikom ��a� b��� ponimaem obraz ����� ���� pri line�nom



��� G� V� KUZ�MINA

otobra�enii z � �
� ��b� a�z � b � a�	 pri kotorom �� � a	 � � b�

Qerez K�a� b��� oboznaqaem zamykanie ��a� b����
Pust� �k � �k�a�	 k � �� �� �	 
 okru�nosti	 ortogonal�nye

okru�nosti C�a� i prohod�wie sootvetstvenno qerez toqki � i
a	 a i ��	 �� i �� Pust� �k 
 duga okru�nosti �k	 prinadle�awa�
krugu U �a�� Dugi ��	 ��	 �� obrazu�t granicu mno�estva K

�h��a��

Lemma 	� Pri otobra�enii z � f��z� a� oblasti ����� ���� i
IntK�h����� �� a� perehod�t drug v druga


De�stvitel�no	 funkci� f��z� � f��z� a� otobra�aet polu�
okru�nost� fz � jzj � �	 Imz 	 
g v dugu ��	 a vertikal�nye
storony ����� �� a� 
 v dugi �� i ���
V dal�ne�xem sluqai �� c�a� � K�a� i �� c�a��K�a� rassmatri�

va�ts� otdel�no�

� Pust� c�a� � K�a��
V silu lemmy �	 dl� dokazatel�stva teoremy � v �tom sluqae

trebuets� rassmotret� sistemy ���� �� a� b��� pri uslovii b �
U �a� nK�h��a��
Mno�estvo U �a� n K�h��a� sostoit iz treh dvuugol�nikov Dk	

k � �� �� �	 granice� oblasti Dk slu�at duga �k i duga okru��
nosti C�a�	 soedin��wa� ee koncy� V rassmatrivaemom sluqae
ka�da� iz oblaste� Dk	 k � �� �� �	 razdel�ets� sootvetstvu�wim
iz otrezkov ��� a�	 �a���� i ���� �� na dvuugol�niki D�k i D	

k 	 gde
D�k imeet odno� iz svoih storon sootvetstvu�wu� dugu okru��
nosti C�a�	 a D	

k imeet odno� iz svoih storon dugu �k�

Pust� mno�estva �k 	 D�k 	 k � �� �� �	 
 zamknutye qetyreh�
ugol�niki	 opredel�emye sledu�wim obrazom� �� imeet odno�
paro� storon otrezki ���� b��� i �b��� ��	 gde b�� �vl�ets� koncom
diametra kruga U �a�	 protivopolo�nym toqke a	 a drugo� pa�
ro� storon 
 dugi graniqnyh poluokru�noste� modul�rnyh tre�
ugol�nikov ����� a��� i ��a� ����	 prinadle�awih oblasti D�k �
Qetyrehugol�niki �� i �� opredel��ts� analogiqnym obrazom�
Imeem

�� � fK���� a���
K�a� ����g�
�� � fK��������
K���� a���g�
�� � fK�a� ����
K��������g 
��


sm� ris� ���
Sledu�wa� lemma dopoln�et lemmu ��
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Ris� ��

Lemma 
� Pust� c�a� � K�a� i pust�

b � �� ��� ����

Togda sistema f��� �� a� b��g ne �vl�ets� 	kstremal�no�


Dokazatel�stvo� Pust�	 dl� opredelennosti b � ��� Togda ka�
�dy� iz treugol�nikov ����� b� a� i ��a� b� �� �vl�ets� ostro�
ugol�nym ili pr�mougol�nym� Pri �tom toqka �� le�it vnu�
tri modul�rnogo treugol�nika ��b� a��� ili �e toqka � le�
�it vnutri modul�rnogo treugol�nika ��b� a���� V pervom iz
�tih sluqaev pereoboznaqim toqki a� b� � sootvetstvenno qerez
��� �� a�	 a toqku �� 
 qerez b�� Po lemme �	 pri otobra�enii
z � f��z� a�� toqke b� sootvetstvuet toqka �b	 prinadle�awa� mno�

�estvu K�h����� �� a��� Po lemme �	 sistema ���� �� a���b���	 a po�
tomu i ishodna� sistema ���� �� a� b���	 ne �vl��ts� �kstremal��
nymi� Vo vtorom sluqae rassu�denie polnost�� analogiqno�
Oboznaqim qerez D���� i D���� podmno�estva oblasti D�� 	 pred�

stavl��wie sobo� segmenty kruga U �a�	 ime�wie svoimi horda�
mi sootvetstvenno otrezki ���� b��� i �b��� ��� Qetyrehugol�nik ��	
dvuugol�niki D����	 D

�

��� i obrazy �tih dvuugol�nikov pri oto�

bra�enii z � f��z� a� zapoln��t oblast� D�� � Pust� D�k�� i D�k��	

k � �� �	 
 podmno�estva oblasti D�k 	 opredel�emye toqno tak �e
kak D���� i D����� Po lemme �	 dl� dokazatel�stva teoremy � v slu�

qae b �
�S

k��

D�k dostatoqno rassmatrivat� sistemy f��� �� a� b��g	
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gde

b �
��

k��

�D�k�� �D�k���� 
��

Pust� teper� b �
�S

k��

D	
k � Dl� opredelennosti	 pust� b �

D	
� � Oboznaqim qerez D	

��� i D	
��� podoblasti dvuugol�nika

D	
� 	 prinadle�awie sootvetstvenno modul�rnym treugol�nikam

��a� ���� i ����� a���� Esli b � D	
���	 to rassmotrim treugol��

nik ��b� a� �� i okru�nost� C�b� a� ��� Pust� z � w 
 line�noe pre�
obrazovanie	 pri kotorom toqki � i a perehod�t sootvetstvenno v
�� i �	 a toqki b i �� 
 v b� i a��	 Im b� � 
	 Ima�� � 
� Treugol�nik
����� �� b�� ostrougol�ny� i pri otobra�enii w � f��w� b�� 
ili
w � f��w� b

��� toqke a�� sootvetstvuet toqka a��� 	 prinadle�awa�
oblasti D�� �b

��	 postroenno� dl� toqek ���� �� b��� Sledovatel��
no	 ukazanny� sluqa� svodits� k rassmotrennomu vyxe� Sluqa�
b � D	

� issleduets� soverxenno analogiqno� Pust� teper� b � �

�	

gde �

� � D	

� n f �D	
��� � �D	

���g� V �tom sluqae posredstvom opisan�

nogo vyxe postroeni� prihodim k sisteme toqek f��� �� b�� a��� ��g	
dl� kotoro� ����� �� b�� 
 tupougol�ny� treugol�nik	 Im b� � 
	
a��� � U����� �� b��� V sluqae b � �


� mo�no tak�e rassmotret�
okru�nost� C���� �� b� i treugol�nik ����� �� b�� Pri superpozi�
cii preobrazovani� iz gruppy � sistema f��� �� a� b��g pereho�
dit v f������b����ag	 gde Im�b � 
	 ����� ���b� 
 tupougol�ny� tre�

ugol�nik	 �a � K�h����� ���b�� Takie sistemy toqek rassmatriva�
�ts� v sledu�wem paragrafe�

�� Pust� c�a��K�a��

V �tom sluqae issledovanie znaqitel�no otliqaets� ot pre�
dyduwego� Pust�

U	�a� � fz � z � U �a�� Ima � 
g� U��a� � fz � z � U �a�� Ima 	 
g�

Naqnem so sluqa� b � U��a�� 
V predyduwih oboznaqeni�h
U��a� � D�� �a��� Kak i vyxe	 pust� mno�estvo �� opredeleno
v 
��� Pust� 
 �� argfa� c�a�g	 
 � ��� ���� 
pol�zuems� oboznaqe�
ni�mi p� ��� Pust� 

 � 

��� 
 rexenie uravneni�

cos ��cos � � cos
�� ���� sin ���� � sin
� � 
� � 	 

 	 ����
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Netrudno ubedit�s�	 qto pri 
 � 

 mno�estvo �� sv�zno i ogra�
niqeno xest�� analitiqeskimi dugami	 pri 
 	 

 �to mno�e�
stvo sostoit iz dvuh komponent sv�znosti� Spravedliva

Lemma 
�� Pust� c�a��K���� �� a�� b � ��
 Togda sistema
f��� �� a� b��g �vl�ets� 	kstremal�no� tol�ko v sluqae

f��� �� a� b��g� f��� �� i�
p
���i�

p
���g�

Dokazatel�stvo �to� lemmy povtor�et dokazatel�stvo lemmy
�� Utver�denie ob �kstremal�no� sisteme toqek sleduet iz lem�
my �� Ukazanna� sistema sootvetstvuet �kstremal�no� sisteme
toqek lemmy � pri preobrazovanii z � f��w��i

p
��	 w � i

p
�z�

Pust� D�k 	 k � �� �� �	 
 dvuugol�niki v kruge U �a�	 oprede�

lennye v p� �	 D�� � U��a�� Nepodvi�na� okru�nost� C�k�a�	
k � �� �� �	 razdel�et oblast� D�k na dve oblasti	 perehod�wie
drug v druga pri otobra�enii z � fk�z� a�� Tu iz ukazannyh
oblaste�	 granica kotoro� soder�it dugu okru�nosti C�a�	 obo�
znaqim qerez D�k�
Pust� b � U��a�n��� Togda dostatoqno sqitat�	 qto b � D��n���

Pust� pri �tom b � K���� ����� Treugol�nik ����� �� b� �vl�ets�
ostrougol�nym� Pri preobrazovanii z � w � �z treugol�ni�
ku ����� �� b� i toqke a sootvetstvu�t treugol�nik ����� ���b�
i toqka a� � �a	 prinadle�awa� oblasti D�� ��b�	 postroenno�
dl� okru�nosti C���� ���b�	 i my prihodim k sluqa�	 rassmo�
trennomu v p� �� Takim obrazom	 v sluqae b � U��a� dostatoqno
ograniqit�s� rassmotreniem sluqa�

b � D�� n f�� �K���� ����g� 
��

V sluqae 
 � 

��� ukazannoe mno�estvo sostoit iz qetyreh
oblaste�	 dve iz kotoryh ime�t svoimi storonami dugi polu�
okru�nosti ����a� �� fz � jzj � �� Imz � 
g	 	 a dve drugie pred�
stavl��t sobo� segmenty kruga U �a�	 ime�wie svoimi hordami
sootvetstvenno otrezki ��������i tg�� i ��� ���i tg�� 
sm� ris� ���
Otmetim	 qto sredi toqek	 udovletvor��wih uslovi� 
��	 ime�
�ts� te	 dl� kotoryh treugol�nik ����� a� b� ili ���� a� b� �vl��
ets� ostrougol�nym	 i primenimy rassu�deni� p� ��
Pust� teper� b � U	�a�� Esli b � K���� �� a� to rassmotrim

treugol�nik ����� �� b�� Toqka a le�it vnutri ugla	 obrazovan�
nogo pr�mymi L���� b� i L��� b� i pri otobra�enii z � f��z� b�
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Ris� ��

toqke a sootvetstvuet toqka a� � U��b�	 i my prihodim k predy�
duwemu sluqa�� Esli b � U	�a�nK���� �� a�	 t�e� b � D�� �a��D�� �a�	
to dostatoqno sqitat�	 qto

b � D���a� �D���a�� 
��

Itak	 dokazana

Lemma �� Dl� dokazatel�stva teoremy � dostatoqno pokazat��
qto ka�da� iz sistem toqek f��� �� a� b��g� udovletvor��wih
uslovi� ��� i odnomu iz sledu�wih uslovi��

�� c�a� � K�a� i vypolneno uslovie �
��

�� c�a��K�a� i vypoln�ets� uslovie ��� ili ����

ne realizuet maksimuma konformnogo invarianta J�a�� a��a��a��a��


�� Predyduwie lemmy pokazyva�t	 qto dl� dokazatel�stva te�
oremy � trebuets� rassmotret� sistemy ���� �� a� b���	 gde toqka
b � U ���� �� a� i dostatoqno blizka k okru�nosti C���� �� a�� Dl�
�to� celi udobno vospol�zovat�s� preobrazovaniem

z � �

z cos � � i sin �
�

pri kotorom okru�nost� C���� �� a� perehodit v ediniqnu�
okru�nost�	 a sistema ���� �� a� b��� perehodit v sistemu �
� a�	
a�	 a�	 a��	 gde a�	 a�	 a� 
 toqki okru�nosti jzj � ��
Spravedliva sledu�wa�
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Teorema 	� Pust� a
 � 
� a�� a�� a� � toqki okru�nosti jzj � ��
ja�j � � � 
�

argfak	��akg � �� 
k� k � �� �� �� � �zdes� a� � a���

gde


 	 
k 	 ��
�X

k��


k � �� 
��

Dl� konformnogo invarianta

logJ � ��M�
� a�� � � �a�� �� �� � � �� ��� �

�
log

Y

�k�l��

jak � alj 
���

spravedlivo neravenstvo

logJ � F�
�� 
�� 
�� 
�� � ���
�� 
�� ���

gde

F�
�� 
�� 
�� 
�� �
�X

k��

�
�� � �
�k� log� � �� � �
�k� log
k

���� 
k�
� log��� 
k�� �� � 
k�

� log�� � 
k�
	

��

�
logf
� sin� 
� sin� 
� sin� 
� sin� 
� sin��
��
�� sin��
��
��g�

���
�� 
�� �� �
�

�
f��� �
��� logG�

p
r�� � ��� �
��� logG�

p
r��

��
��
���

�
� log�g � �

�



log

�
� �

G��� � �

� sin� � 
�

�

� log

�
� �

G��� � �

� sin� � 
�

�
� log

�
� �

G��� � �

� sin� ��
��
��

�

�

Zdes� rk � ������k�� k � �� �� G�t� � �
�
�t���t� � funkci� �ukovskogo


Dokazatel�stvo� Pust� Sk 
 ugol s verxino� v naqale koordi�
nat	 storony kotorogo prohod�t qerez toqki ak	 ak	��

Sk � fz � arg ak 	 arg z 	 arg ak	�g� k � �� � � � � ��

Pust�

wk � fk�z� � fze�iargakg�����k�
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 otobra�enie ugla Sk na poluploskost� Imwk � 
� Na wk�sfere
rassmotrim zadaqu o veliqine

M�
���� rk� �
k �� ����M�
� ���rk� �
k� �� ���
gde rk � 
� Pust� �k�wk�jdwkj 
 �kstremal�na� metrika proble�
my modul�	 opredel��we� �tu veliqinu� Pust� metrika ���z�jdzj
opredel�ets� usloviem�

���z�jdzj �


�k�fk�z��jf �k�z�jjdzj pri z � Sk� k � �� � � � � ��


 v ostal�nyh toqkah C �

Rassu�deni�	 neodnokratno ispol�zovavxies� v predyduwih ra�
botah avtora	 pokazyva�t	 qto ���z�jdzj �vl�ets� dopustimo� me�
triko� problemy modul�M�
� a�� � � � � a�� �� �� � � �� ��� De�stvitel��
no	 iz prostyh geometriqeskih soobra�eni� sleduet	 qto ka�da�

kriva� na C
�

� C n f
� a�� � � � � a�g	 gomotopna� toqeqno� okru�no�
sti s centrom v naqale koordinat	 imeet v ���metrike dlinu � �	

i ka�da� kriva� na C
�

	 gomotopna� toqeqno� okru�nosti s cen�
trom v odno� iz toqek a�� � � � � a�	 imeet v ���metrike dlinu	 udovle�
tvor��wu� tomu �e neravenstvu� Pust� ���z�jdzj 
 �kstremal��
na� metrika ukazanno� problemy modul�� Uqityva� upom�nutoe
svo�stvo ���metriki	 poluqaem�

��M�
� a�� � � � � a�� �� �� � � � � �� � �� lim
	�


�
plowad�


�
C ��� �

�

��
� 	 log � 	

� �� lim
	�


�X
k��

�
plowad�


�
Sk��� �

�

��
�
k log �� log ��

	

� �� lim
	�


�X
k��

�
plowad�

�

fk�Sk���� �

�

��
�
k��� log �g


zdes�	 kak obyqno	 C ��� i Sk��� poluqa�ts� iz C i Sk udaleniem
��okrestnoste� otmeqennyh toqek�� Ots�da	 uqityva� znaqeni�
jf �k�z�j v toqkah ak i ak	�	 nahodim�

��M�
� a�� � � � � a�� �� �� � � �� �� � �fM�
���� �� �
�� �� ��
�M�
���� �� �
�� �� �� �M�
���� r�� �
�� �� ��

�M�
���� r�� �
�� �� ��g�
�X

k��

log��
k� � �

�

� �

�
�
�

�

�
�
� �
�
log ��


���
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gde
rk � ������k�� k � �� �� 
���

Dl� uproweni� poluqennogo vyra�eni� rassmotrim drobno�
line�noe preobrazovanie

�f �w� �
�r � ��w

�r � �r � ��w
�

perevod�wee toqki 
���� r sootvetstvenno v 
���� �� Uqityva�
ravenstva

�f ��
� �
r � �

�r
� �f ����� � �r

r � �
� �f ��r� �

�

r�r � ��
�

poluqaem

�M�
���� r� �
� �� �� � �M�
���� �� �
� �� ��
��

�

�
�
� log

r � �

�r
� log

�

�r � ���
	
�

Ots�da i iz 
���	 
��� nahodim

��M�
� a�� � � � � a�� �� �� � � �� ��

�

�X
k��

f�M�
���� �� �
k� �� �� � log��
k�g � �

�
��

gde

� �
� �

�
�
�

�

�
�
� �
�
log� � ��
����� log

r� � �

�

���
����� log
r� � �

�
� �
�� log r� � �
�� log r�� 
���

Ispol�zu� ravenstvo
p

�	
���
 cos �a

� sin� �
q
�
�
� � G�
���

� sin� �

�
	 nahodim

Y

�k�l��

jak � alj � ���� � 
� sin� 
� � sin� 
� � sin� 
�

� sin� 
� � sin��
��
�� sin��
��
��




�

� �
G���� �

� sin� � 
�

��
� �

G��� � �

� sin� � 
�

��
� �

G��� � �

� sin� ��
��
��

�
���

�

���
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Ispol�zu� izvestnoe vyra�enie dl� M�
���� �� �
� �� ��	 
 � �

sm�	 naprimer	 ����	 v rezul�tate neslo�nyh preobrazovani� iz

��	 
��� i 
��� poluqaem neravenstvo dl� log J 	 ukazannoe v for�
mulirovke teoremy�

Teoremu � dopoln�et

Teorema ��� Pust� a
 � 
� toqki a�� a�� a�� a� perenumerovany v
por�dke vozrastani� ih argumentov� ja�j � ja�j � �� ja�j � ja�j �
� � 
 i qisla 
k� k � �� �� �� �� udovletvor��t uslovi�m ���
 Togda
dl� konformnogo invarianta ���� spravedlivo neravenstvo

log J � F�
�� 
�� 
�� 
�� � ���
�� 
�� 
�� 
�� ���

gde funkci� F�
�� 
�� 
�� 
�� opredelena v teoreme ��

���
�� 
�� 
�� 
�� �� �
�

�

�X
k��

��� �
�k� logG�
p
rk�

��

�

�X
k��

log

�
� �

G��� � �

� sin� � 
k

�
�

rk � ������ k�� k � �� �� �� �� G�t� �
�

�
�t � ��t��

Dokazatel�stvo �to� teoremy polnost�� analogiqno dokaza�
tel�stvu teoremy ��

Zameqanie� Teoremy � i �� v qastnom sluqae � � � byli poluqe�
ny v ���� Issledovanie svo�stv funkcii F�
�� 
�� 
�� 
�� pokazalo
���	 qto v sluqae a
 � 
	 jakj � � pri k � �� � � � � �	 imeem neraven�
stvo

logJ�
� a�� � � � � a�� � F�
�� � � � � 
��

� F����� � � � � ���� 	 logJ�
� �� e��i��� e���i������

i ravenstvo J�
� a�� � � � � a�� � F����� � � � � ���� dostigaets� tol�ko v
sluqae 
� � � � � � 
� � ���	 t�e� tol�ko dl� ravnootsto�wih toqek
ak na okru�nosti jzj � ��
Takim obrazom	 sistemy vida f��� �� a� b��g	 gde znaqeni� jaj i

jbj dostatoqno blizki k �	 ne realizu�t maksimuma J�a�� � � � � a���
Estestvenno	 dl� uspexnogo ispol�zovani� teorem � i �� v r��

de sluqaev trebuets� predvaritel�no primenit� k rassmatriva�
emo� sisteme toqek drobno�line�noe otobra�enie� rassu�deni�
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takogo roda neodnokratno ispol�zovalis� v predyduwih doka�
zatel�stvah�

� Teoremy � i �� pokazyva�t	 qto esli toqka b dostatoqno

blizka k odno� iz toqek ��� �� a	 to sistema f��� �� a� b��g ne �vl��
ets� �kstremal�no�� Posledni� fakt mo�no ustanovit� i bolee
neposredstvenno	 ispol�zu� klassiqeskie neravenstva dl� pro�
izvedeni� konformnyh radiusov� Ograniqims� odnim sluqaem�
Pust� po�pre�nemu f��� �� a� b�g � fa�� a�� � � � � a�g	

fD�� D�� � � � � D�g 
 dopustimoe seme�stvo oblaste� rassmatriva�
emo� zadaqi	 ak � Dk	 R�Dk� ak� budem oboznaqat� qerez R�ak��
Pust� toqka b dostatoqno blizka k toqke �� Po neravenstvu La�
vrent�eva

R���R�b� � jb� �j��
a po neravenstvu Goluzina

R����R�a�

R���
�


�

��
p
�
ja� �j�

Sledovatel�no	

J �
R����R���R�a�R�b�

R���f�j�a� � ���b� � ���a� b�jg���

� 
� ���


���� �b� ����a� ��

�b� ���a � ���a� b�

����
���

� 
���

Polaga�

b � � � � ei�� � � 
� � vewestvennoe�

a � i tg � �
ei�

cos �
� � � 
� � 	 
 	 � � ��

nahodim

ja� �j � j� � i tg � �
ei �

cos �
j � �

cos �
jei � � ei� j � �

cos �
cos


��
�

�

ja� �j � j � � � i tg � �
ei �

cos �
j � �

cos �
sin


��

�
�

jb� �j � �� ��

ja� bj � ja� �j � � �
�

cos �
sin


��

�
� � �
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Ots�da i iz 
��� poluqaem qto dl� spravedlivosti neravenstva

J 	 J� � 
� 
�
	


dostatoqno vypolneni� uslovi� � � ��
� ��	 gde ��
� �� 
 rexenie
uravneni�

�� cos��
������ cos �
sin��
�������� sin��
������� � cos ���� � ��

� 
� 
�� � 
� 
���

Oboznaqim funkci� v levo� qasti 
��� qerez F �
� �� ��� �ta
funkci�	 kak funkci� ot 
	 ubyvaet v prome�utke ��� � � ��� Ta�
kim obrazom	 dl� spravedlivosti neravenstva J 	 J� pri � � 

dostatoqno vypolneni� neravenstva � � ����	 gde ���� 
 rexe�
nie uravneni� F ��� �� �� � 
� Zametim nakonec	 qto sluqa�	 kogda
toqka b prinadle�it okrestnosti toqki ��	 svodits� k predydu�
wemu� dl� spravedlivosti neravenstva J 	 J� pri vseh jb��j � �
dostatoqno vypolneni� uslovi� � � ���
� ��	 gde ���
� �� 
 rexe�
nie uravneni� F��
� �� �� �� F �� � 
� �� �� � 
� Funkci� F��
� �� ��
vozrastaet v prome�utke ��� ����	 maksimum �to� funkcii dosti�
gaets� pri 
 � � � � i raven F ��� �� ��� Takim obrazom	 dokazana

Lemma �� Pust� � � 
� � 	 
 	 � � �� i pust�

a � i tg � �
�

cos �
ei ��

Pust� � � 
� F �
� �� �� � funkci� v levo� qasti ����
 Pust� vypol�
neno odno iz uslovi��

�� jb� �j � ��
� ��� gde ��
� �� � rexenie uravneni� F �
� �� �� � 
�
�� jb��j � ���
� ��� gde ���
� �� � rexenie uravneni� F��
� �� �� ��

F�� � 
� �� �� � 

 Togda spravedlivo neravenstvo

J���� �� a� b���	 J��

�to �e neravenstvo imeet mesto i v ka�dom iz sluqaev

jb� �j � ���� ili jb� �j � �����

gde ��
� � rexenie uravneni� F���� �� �� F ��� �� �� � 
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