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ются диагоналями шестиугольника AFBDCE, стороны кото-
рого между собой, очевидно, равны. Углы А, В и С этого ше-
стиугольника – прямые, а углы D, E и F равны по 150° .
6. Можно.
Будем действовать наоборот: из кубиков разных размеров бу-
дем складывать большой куб. Заметим, что из достаточно
большого набора одинаковых прямоугольных параллелепипе-
дов с целыми ребрами можно сложить куб (например, куб с
ребром, равным произведению измерений параллелепипеда
или равным их НОК).
Покажем теперь, как собрать куб из равного количества ку-
биков двух разных размеров, затем трех разных размеров,
четырех разных размеров и т.д.
1) Склеим из восьми единичных кубиков один куб с ребром
2. Возьмем еще 8 кубиков с ребром 2 и склеим из них парал-
лелепипед 2 2 16× × . Приклеим с этому параллелепипеду ку-
бик, состоящий из восьми единичных, и получим параллеле-
пипед 2 2 18× × . В нем 8 единичных кубиков и 8 кубиков с
ребром 2. Из таких параллелепипедов мы можем сложить
куб, в котором будет одинаковое число кубиков обоих видов.
Например, можно сложить куб с ребром 18, в нем будет по
8 9 9 648× × =  кубиков обоих видов.
2) Возьмем теперь один такой кубик с ребром 18, в котором
по 648 кубиков двух разных видов, и приклеим к нему 648
кубиков с ребром 18 так, чтобы получился параллелепипед

( )( )18 18 18 648 1× × × + . В таком параллелепипеде будет по
648 кубиков трех разных размеров. Из таких параллелепипе-
дов можно сложить новый куб, в котором будет поровну ку-
биков трех разных размеров.
3) Продолжая описанный процесс построения, мы можем по-
лучить куб, состоящий из равного количества кубиков любого
числа различных размеров.
7. 32.
Понятно, что если измазать целиком 4 строки, то поставить
ладей не удастся. Пусть теперь измазана 31 клетка. Раскра-
сим параллельные диагонали доски в 8 цветов (сначала пос-
ледовательно в 1, 2, 3, ..., 8, потом снова в 1, 2, ..., 7). Кле-
ток каждого цвета ровно 8, так что найдется цвет, среди кле-
ток которого не более трех измазанных. На остальные пять
можно поставить ладей.
8. 288.
Оценка. Для каждого уголка рассмотрим прямоугольник
2 3× , в который он вписан. В каждый такой прямоугольник
будет вписано по 4 уголка. Несложно показать, что из этих
уголков упорядочены не более двух. Значит, упорядочены не
более половины всех уголков. Осталось подсчитать их коли-
чество. Число способов вырезать горизонтальный прямоу-
гольник 2 3×  из квадрата 10 10×  равно 9 8× , столько же спо-
собов вырезать вертикальный. В каждый прямоугольник впи-
сано по 4 уголка, значит, общее количество уголков 9 8× ×

2 4× × , а упорядочено из них не более чем 9 8 4 288× × = .
Пример. Запишем числа от 1 до 100 в порядке возрастания
слева направо: в первую строку от 1 до 10, во вторую от 11
до 20 и т. д. Несложно убедиться в том, что в каждом прямо-
угольнике 2 3×  найдется ровно два упорядоченных уголка.
9. Вася сможет играть так, чтобы не платить штраф.
Докажем, что Вася всегда может сделать ход, как бы ни хо-
дил Петя. Заметим, что после любого хода четность количе-
ства четных кучек меняется. Значит, перед ходом Васи их
всегда будет нечетное число, т.е. у Васи всегда будет четная
кучка, которую он может разбить.
10. При N = 4k или N = 4k + 1 выигрывает Петя, при N =
= 4k + 2 или N = 4k + 3 выигрывает Вася.
Построим путь, начинающийся в той вершине треугольника,
где изначально стоит фишка, и проходящий по одному разу
через все вершины треугольной сетки. Общее количество уз-

КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Неравенство о средних. Как мы помним, достаточно дока-
зать неравенство для положительных значений переменных, а
при таком ограничении оно легко сводится к неравенству
между средним квадратическим и средним арифметическим.
Выпуклость. Можно заметить, что неравенство (**) – част-
ный случай неравенства Йенсена для выпуклой функции

( ) 2g x x=  (в левой части – среднее арифметическое значений
функции g в точках a, b, c, а в правой части – значение g в
точке, равной среднему арифметическому a, b, c).
Помимо статьи [6] из списка литературы к «Калейдоскопу»,
о применении выпуклых функций к неравенствам написано в
статье [8], а также в весьма трудной статье [9] о мощном не-
равенстве (из которого можно вывести практически все клас-
сические неравенства, о которых здесь шла речь).
Упорядоченные наборы. Неравенство (**) можно также по-
лучить как частный случай неравенства Чебышёва (см., на-
пример, [5]) для наборов 1 2 3x x x£ £ ; 1 2 3y y y£ £ :

1 1 2 2 3 3

3

x y x y x y+ +
≥ 1 2 3 1 2 3

3 3

x x x y y y+ + + +
◊ .

Метод Штурма. При фиксации суммы правая часть не меня-
ется, остается понять, как меняется сумма квадратов при
сближении переменных.
Условный экстремум. Соображения однородности позволяют
сформулировать задачу так: найти максимальное значение
|x + y + z| при 2 2 2 1x y z+ + = . Здесь уместна геометрическая
переформулировка: при каком наибольшем |d| плоскость
x + y + z = d пересекает сферу 2 2 2 1x y z+ + = ?

Геометрическая интерпретация: 2 2 2a b c+ +  – это расстоя-

ние от начала координат до точки ( ), ,M a b c , а 
3

a b c+ +
 –

расстояние от начала координат до плоскости x + y + z – a –
– b – c = 0, в которой лежит точка M.

лов сетки равно ( ) ( )( )1 2
1 2 1

2

N N
N

+ +
+ + + + =… .

Если N дает остаток 2 или 3 при делении на 4, то разобьем
вдоль пути все вершины на пары соседних. Теперь Васина
выигрышная стратегия состоит в том, чтобы ходить во вто-
рую вершины из пары, которую «начал» Петя. Если же N
дает остаток 1 или 0 при делении на 4, то Петя может сделать
первый ход, сдвинув фишку вдоль пути, а затем разбить ос-
тавшиеся узлы на пары соседних и играть аналогично Васи-
ной стратегии.

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ КВАДРАТЫ

Задачи для самостоятельного решения

1. На стороне AD отметим точку Р так, что DP = AN, тогда
KLMP – квадрат (рис.7). Кроме того, PKM– = 45 AKN∞ = – .
Тогда LMC AKP AKN PKN PKM PKN– = – = – + – = – + – =
= MKN– .
2. Построим два вспомогательных квадрата и введем обозна-
чения так, как на рисунке 8.

Рис. 7 Рис. 8
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Тогда прямоугольные треугольни-
ки ACD и CAЕ равны (по гипоте-
нузе и катету). Следовательно,
AD = СЕ, значит, отношение сто-
рон данного прямоугольника рав-
но 2.
3. Опустим перпендикуляры AK
и AL на прямые EF и EB соот-
ветственно (рис.9). Тогда доста-
точно доказать, что на одной пря-
мой лежат точки D, K и F. Четы-

рехугольник AKEL – квадрат, так как три его угла прямые, а
диагональ EА – биссектриса угла E.
Треугольники DAK и BAL равны, так как AD = AB, AK =
= AL, 90DAK BAK BAL– = ∞ - – = – . Значит, DKA– =

90BLA= – = ∞ , откуда и следует, что точки D, K и F лежат
на одной прямой.
4. Равенство треугольников MBC¢  и C CN¢  доказывается,
например, построением квадрата, описанного около АВСD

(рис. 10). Тогда треугольник
MC N¢  – прямоугольный и равно-
бедренный, поэтому является по-
ловиной квадрата MC NK¢ , впи-
санного в ABCD. Середина О от-
резка MN является центром квад-
рата MC NK¢ , следовательно, она
является и центром ABCD.
Отметим, что точка О является
также центром квадрата, описан-
ного около ABCD.
5. Построим вспомогательный
квадрат AKLG, тогда KB = GF и
отрезок BF содержит точку P –
центр этого квадрата (рис. 11).
Докажем теперь, что точка Q ле-
жит на отрезке BF. Действитель-
но, так как E – ортоцентр тре-
угольника АСG, то четырехуголь-
ник APQG вписанный, т.е

45CQP CAG– = – = ∞ . Кроме
того, так как 90CQA– = ∞ , то
точка Q лежит на описанной ок-

ружности квадрата АВСD. Следовательно, CQB CDB– = – =
= 45∞ , т.е. лучи QР и QВ совпадают.
6. Пусть в четырехугольнике ABCD: AD = BC и AD BC^ ,
AB = a, CD = b. На стороне АВ данного треугольника пост-
роим квадрат АВGH (рис. 12). Пусть О – его центр, тогда из

условия задачи следует, что при
повороте с центром О на 90∞  об-
разом отрезка AD является отре-
зок ВС. Значит, треугольник
COD – прямоугольный и равно-
бедренный, поэтому О – центр
квадрата CDEF.
Проведя отрезки FG и EH, полу-
чим еще три четырехугольника,
равных исходному (они получают-
ся из ABCD поворотами с центром

О). Следовательно, площадь каждого из них равна

4
ABGH CDEFS S-

= 
2 2

4

a b-
.

7. Так как AK = AL, то прямоугольный равнобедренный тре-
угольник AKL можно достроить до квадрата AKDL (рис.13).
Пусть параллельные прямые ВЕ и AF пересекают DL в точ-
ках М и N соответственно, тогда ABMN – параллелограмм,
т.е. MN = AB. Кроме того, LAN AKC– = –  (острые углы с

Рис. 9

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12

Рис. 13

Рис. 14

Рис. 15

соответственно перпендикулярны-
ми сторонами), значит, равны пря-
моугольные треугольники LAN и
AKC. Следовательно, NL = AB =
= MN. Так как MB NAP , то EF =
= FL (по теореме Фалеса).
8. 0,5.
Рассмотрим квадрат ACKL
(рис.14). Углы BAC и EAL равны.
Значит,  ABC AEL∆ ∆= , аналогич-
но, ABC KDC∆ ∆= . Из этого следует, что точки D и E рас-
положены симметрично относительно центра квадрата. Далее,

ABCDE ABC ACDE AEL ACDE ACDELS S S S S S= + = + = . Ломаная
CDEL делит квадрат на равные части,
значит, 0,5ACDELS = .
9. 3 2 2- .
Сформулируем условие задачи на язы-
ке геометрии. Через центр квадрата со
стороной 1 метр проведена прямая, не
совпадающая с его осью симметрии.
Одна из получившихся частей квадрата
отражена относительно этой прямой
(рис. 15,а). Каково наибольшее значе-
ние суммы площадей прямоугольных
треугольников, выделенных цветом?
Докажем, что эти четыре треугольника равны между собой.
Для этого рассмотрим квадрат, симметричный данному отно-
сительно той же прямой (рис.15,б).

Разноцветные треугольники разбиваются на пары, симметрич-
ные относительно оси, а соседние треугольники одного цвета
получаются друг из друга поворотом на 90∞  вокруг общего
центра двух квадратов (так как при таком повороте каждый
квадрат переходит в себя). Таким образом, все восемь прямо-
угольных треугольников, выделенных на рисунке 15,б, равны
друг другу. Кроме того, из этих рассуждений следует, что пе-
риметр каждого треугольника равен стороне квадрата.
Рассмотрим один из прямоугольных треугольников. Дока-
жем, что из всех треугольников с данным углом и данным пе-
риметром наибольшую площадь имеет равнобедренный. Пло-
щадь треугольника можно вычислить по формуле S = pr (p –
полупериметр, r – радиус вписанной окружности). Поэтому
она будет наибольшей, если r принимает наибольшее значе-
ние. Пусть в треугольнике АВС фиксирован угол А, тогда
рассмотрим его вписанную окружность и вневписанную ок-
ружность, касающуюся стороны ВС и продолжений двух дру-
гих сторон в точках Р и Q (рис.15,в). Так как AP = AQ = p,
то положение вневписанной окружности не зависит от поло-
жения касательной ВС. Кроме того, радиусы окружностей,
вписанных в угол ВАС, увеличиваются по мере удаления цен-
тра от вершины А. Значит, из всех окружностей, вписанных
в треугольники АВС, наибольший радиус будет у той, кото-
рая касается вневписанной. А это достигается, если АВ = АС.
Отметим, что в нашем случае, фиксированный угол равен
90∞ , а вневписанная окружность – это окружность, вписан-
ная в квадрат.
Таким образом, сумма S площадей четырех треугольников,
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выделенных на рисунке 15,а, равна 22x , где x – длина кате-
та равнобедренного прямоугольного треугольника. Значение x
можно найти, например, из уравнения 2 1x x x+ + = , тогда

2
1

2
x = - , 3 2 2S = - .

10. ( )1 2

2
a b

+
+ .

Пусть АВDE – квадрат, построенный на стороне АВ, тогда
OM – средняя линия треугольника ADC, ON – средняя ли-
ния треугольника BEC (рис.16). На отрезках AC и BC во

внешнюю сторону построим
квадраты AKLC и BTPC.
Проведем отрезки BK и AT,
тогда ABT DBC∆ ∆=  и

BAK EAC∆ ∆=  (по двум сто-
ронам и углу между ними).
Следовательно, DC = AT и
ЕС = BK.
Так как AT AC CT£ + , где
АС и СТ имеют фиксирован-
ные длины, то наибольшее
значение длины AT достига-
ется, если точка Т лежит на
луче АС. Аналогично, длина
BK – наибольшая, если точка
K лежит на луче ВС. Для

выполнения этих условий необходимо и достаточно, чтобы
135ACB– = ∞ . В этом случае

( )1

2
OM ON TA KB+ = + = ( ) ( )1 1 2

2 2
2 2

b a a b a b
+

+ + + = + .

Использованные равенства двух пар треугольников можно до-
казать иначе, используя повороты плоскости на угол 90o

вокруг точек В и А соответ-
ственно.
11. Пусть дан прямоугольный
треугольник АВС с гипотенузой
АВ = с. Построим квадрат
АВGH на гипотенузе, затем
квадрат CDEF, описанный око-
ло АВGH (рис.17). Повернем
квадрат АВGH вокруг общего
центра этих двух квадратов так,
чтобы стороны полученного
квадрата и квадрата CDEF ста-
ли параллельными.

Дальнейшее разрезание и перекладывание полученных частей
понятно из рисунка 17.

Рис. 16

Рис. 17

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП XLII ВСЕРОССИЙСКОЙ
ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ ПО МАТЕМАТИКЕ

9 класс

1. Обманывает.
Назовем ковер, все стороны которого больше 1, большим, а
ковер, все стороны которого меньше 1, – маленьким. Таким
образом, изначально у путешественника был один большой
ковер. Докажем, что общее число больших и маленьких ков-
ров у путешественника не уменьшается; отсюда следует, что
описанная ситуация невозможна. Для этого достаточно рас-
смотреть только случай, когда путешественник отдает меняле
большой или маленький ковер.
При обменах первого вида большой ковер меняют на малень-
кий, а маленький – на большой. Поэтому общее количество
больших и маленьких ковров не уменьшается.

Рассмотрим обмены второго вида. При обмене большого ков-
ра a b×  путешественник получит ковры 1a b×  и 2a b× . Если

10 a< , 2 1a ≤ , то 1 2 1a a a= ≤ , что неверно. Учитывая нера-
венство b > 1, получим, что хотя бы один из новых ковров
будет большим. Аналогично, при обмене маленького ковра
хотя бы один из новых ковров будет маленьким. Значит, при
таком обмене общее количество больших и маленьких ковров
также не уменьшается.
3. N = 3.
Заметим сразу, что 1s i id N d+ − =  при всех i = 1, 2, …, s.
Число 1i id d+ −  делится на ( )1НОД ,i id d + , так что

( )1 1НОД ,i i i id d d d+ +≤ − . При i = 1, …, s – 1 обозначим

( ) ( )1 1НОД , 0i i i i ir d d d d+ += − − ≥ . Согласно условию,

( ) ( ) ( )2 1 3 2 1 1 1s s sd d d d d d d d N−− + − + + − = − = −…

и

( ) ( ) ( )1 2 2 3 1НОД , НОД , НОД , 2s sd d d d d d N−+ + + = −… .

Вычитая из первого равенства второе, получаем

1 1 1sr r −+ + =… . Это означает, что 1kr =  для некоторого k, а
все остальные ir  равны нулю.
Итак, ( ) ( )1 11 НОД ,k k k kd d d d+ += − − . Правая, а потому и ле-
вая, часть этого равенства делится на ( )1НОД ,k kd d + , поэто-
му ( )1НОД , 1k kd d + =  и 1 2k kd d+ − = . Это возможно, только
если каждое из чисел kd  и 1kd +  нечетно.
Так как kd  и 1kd +  – два последовательных делителя числа

N, то 
1k

N

d +
 и 

k

N

d
 – тоже два последовательных делителя чис-

ла N. Поэтому если 
1

m
k

N
d

d +
= , то 1m

k

N
d

d += . При этом

( ) ( )
( )1

1
1 1

НОД ,
НОД ,

НОК ,
k k

m m
k k k k

N d dN
d d

d d d d
+

+
+ +

⋅
= = <

( )1
1

1

k k
m m

k k

N d d
d d

d d
+

+
+

−
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Значит, 0mr > , что возможно лишь при k = m (и, следова-
тельно, s = 2k).

Итак, 1k
k

N
d

d+ = , т.е. число 1k kN d d +=  нечетно. Но тогда
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d d d− −≤ ≤ . Следовательно,
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1
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r −≥ ≥ − = , т.е. 3N ≤ . Поскольку N > 1, получа-

ем единственно возможное значение N = 3, которое, как лег-
ко убедиться, удовлетворяет условию.
4. Представим себе, что доминошки (прямоугольники 1 2× )
еще не вырезаны, и будем вырезать их по одной. В каждый
момент процесса назовем ценой еще не вырезанной клетки
число ее невырезанных соседей по стороне, уменьшенное на 2
(например, цена неугловой клетки, лежащей на границе квад-
рата, изначально равна 1). Тогда исходная цена каждой клет-
ки есть 2 – t, где t – количество отрезков периметра квадра-
та, находящихся на границе этой клетки. Значит, исходная
суммарная цена всех клеток равна 22 100 400 19600⋅ − = .
Проследим, как изменяется суммарная цена S всех невыре-
занных клеток после вырезания доминошки. При этом выки-
дываются две клетки (сумма цен которых не превосходит
2 + 2 = 4), а также уменьшаются на 1 цены клеток, гранича-
щих с доминошкой (которых не больше шести). Поэтому пос-
ле вырезания доминошки S уменьшается не более чем на 10.
Итак, после вырезания 1950 доминошек S станет не меньше
чем 19600 1950 10 100− ⋅ = . Значит, найдется невырезанная
клетка k, цена которой положительна. Это значит, что у k не
менее трех невырезанных соседей. Тогда k вместе с этими
тремя соседями образует требуемую фигурку.


