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Знаменитая теорема Фробениуса СО допускает следующую форму­

лировку: 

Пусть G - конечная группа, / / - её собственная подгруппа . 

Если подгруппа /Ч совпадает со своим нормализатором и взаимно 

проста со всеми с ней сопряженными (отличными от неё) подгруппа­

ми, то совокупность элементов группы & , не принадлежащих под­

группам, сопряженным с Н , вместе с единицей составляет нормаль­

ный делитель. 

В настоящей статье эта теорема обобщается на тот случай, ког­

да G - периодическая группа с конечной подгруппой Н чётного п о ­

рядка, удовлетворяющей условиям вышесформулированной теоремы, при­

чём доказательство теоремы 2 (9 2) для бесконечного случая не з а ­

висит от теоремы Фробениуса. 

Теоремы 1 и 2 развивают некоторые идеи доклада автора, п р о ­

читанного в октябре 1968 года на Батумском симпозиуме, посвящен­

ном памяти Отто Юльевича Шмидта. 

§ 1. 

Группу (конечную или бесконечную) будем называть группой чёт-
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ного порядка, если она содержит инволюции, и группой нечётного по­

рядка, если она инволюций не содержит. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Подгруппа Н некоторой группы О 2 - в з а и м -

но проста со всеми своими сопряженными, если она пересекается с 

любой другой, с ней сопряженной в G , подгруппой, отличной от неё, 

по подгруппе нечётного порядка. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Элемент ^ некоторой группы С- называет­

ся строго вещественным относительно инволюции £ , если £ '<^£ — . 

ЛЕММА 1. П у с т ь ^ - п е р и о д и ч е с к а я г р у п ­

п а , Н - е ё с о б с т в е н н а я п о д г р у п п а ч ё т ­

н о г о п о р я д к а , с о в п а д а ю щ а я с о с в о -

и м н о р м а л и з а т о р о м . 

Е с л и п о д г р у п п а / - / 2 - в з а и м н о п р о ­

с т а с о с в о и м и с о п р я ж е н н ы м и , т о м е ­

ж д у м н о ж е с т в о м и н в о л ю ц и й и з / - / и 

н е к о т о р ы м м н о ж е с т в о м и н в о л ю ц и й 

л ю б о г о с м е ж н о г о к л а с с а Ну , ye. G- , 

м о ж н о у с т а н о в и т ь в з а и м н о о д н о -

з н а ч н о е с о о т в е т с т в и е . Е с л и & - к о ­

н е ч н а я г р у п п а , т о ч и с л о и н в о л ю ц и й 

и з / V с о в п а д а е т с ч и с л о м и н в о л ю ц и й 

и з 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть с - некоторая инволюция из Н , 

Z7L- множество всех инволюций из Н 

Обозначим через Су элемент Су = с<^ ~'/<^ • г Д е / - любая 

инволюция из . Если И , то И и утверждение л е м ­

мы очевидно. 

Пусть у & Н , но тогда 1 ^ 1 - нечётное число. Действитель­

но, если бы порядок элемента С: был бы четен, то из условия лем¬ 

мы вытекало бы, что Су & Н и пересечение Hng~'H<y; было бы 

чётным, что невозможно. 

Итак, порядок элемента Су нечётен, а потому для некоторо­
го числа <~с- > о 

</ 

9 " с / = ? /9-
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Отсюда и из условий леммы следует, что 

Очевидно, cf = сс.' - инволюция из Нф . Если множество состо­

ит из одной инволюции о , то соответствие, о котором говорится в 

лемме, найдено. 

Пусть в множестве 171 содержится более чем один элемент , 

и j 1 - инволюция из "ТТС , отличная от у . Как и выше, можно по¬ 

казать существование такого элемента С,f = / r v <у , что 

Элемент 6Z= i-Cy, - инволюция из Hp . Допустим, что с, = . Из 

этого равенства вытекает 

а из последнего равенства, ввиду выбора элементов СУ , С/, , по¬ 

лучаем j = J 1 , что невозможно, так как j ' =Ф J 1 . Таким образом , 

мы доказали, что соответствие 

/ — ^ 
является взаимно однозначным отображением множества всех инволю­

ций из Н на некоторое подмножество инволюций из Hp, . 

Пусть теперь & - конечная группа, п. = \0 : Н ~\ , к - число 

инволюций из Н . Из условий леммы вытекает, что общее число и н ­

волюций в & равно S =• гък . Пусть Hp - любой смежный класс. 

Выше было доказано, что множество инволюций из Н эквивалентно 

некоторому подмножеству инволюций из /У^. Отсюда следует, что ч и ­

сло инволюций из Н<у не меньше числа к . Однако оно не может 

быть строго больше числа к . В противном случае число инволюций 

в Q- , ввиду S=rt-K. , было бы больше 5 , что невозможно. 

Лемма доказана. 

Отметим здесь, что, когда группа G- конечна, доказанная л е м ­

ма при некоторых дополнительных ограничениях (подгруппа Н и з о ­

лирована) неявно содержится в работе С 2 П . 

ЛЕММА 2 . П у с т ь О - г р у п п а , н - е е п о д ­

г р у п п а , у д о в л е т в о р я ю щ и е у с л о в и я м 
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л е м м ы 1 . Т о г д а 

1 ) л ю б о й э л е м е н т ^ е ^ г о б л а д а е т п р е д -

с т а в.л е н и е м ^ = h-y > h. & Н , у - н е к о т о р а я и н ­

в о л ю ц и я ж з С \ 

2) д л я л ю б о й и н в о л ю ц и и у е. Сг 1(/ & Н в 

п о д г р у п п е / - / с у щ е с т в у е т н е к о т о р о е 

м н о ж е с т в о ОС р а з л и ч н ы х э л е м е н т о в т о й 

ж е м о щ н о с т и , ч т о и м о щ н о с т ь м н о ­

ж е с т в а и н в о л ю ц и й т/13/-/, ч т о д л я к а ж ­

д о г о э л е м е н т а £ : £ OZ и м е е т м е с т о с о ­

о т н о ш е н и е : у ~'aJ = & ' \ 

3) в с е и н в о л ю ц и и и з / - / с о п р я ж е -

н ы' в И . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы 1, в смежном классе Н<у суще­

ствует инволюция . j . Н о тогда, очевидно, fiy , к. е И . Далее, 

по лемме 1 в / / ^ существует множество инволюций ~дЫ((у,) , эквива -

лентное множеству всех инволюций из И . Пусть С, и с^- две 

различные инволюции из ^7? (ф) • . По вышедоказанному 

где Н./,к.г_еН . Очевидно, h, Ф h z и 

/ _ / ^ / / = ^ / ' , /~'&г/ = . 
Для каждой инволюции Ce.'TTtQiy) существует единственный элемент 

/ т е / - / , для которого c—fij . Множество ОС таких элементов эк­

вивалентно 7Т7 ((у) , а это означает, что оно будет эквивалентно 

также множеству TTZ . 

Что касается утверждения 3) леммы 2, то оно вытекает из 2 -

взаимной простоты подгруппы N и из условия леммы: Л/р(Н) = И 

Лемма доказана 

Пусть Q - периодическая группа, с и А - её некоторые р а з ­

личные инволюции. 

Множество М(С,К) строго вещественных элементов нечётного 

порядка, содержащее единицу группы, относительно инволюции ^ , на-г 

зовём 2-свободным , если для любого элемента С <£• JU (с, к) эле -

мент S = 6с 'кс имеет нечётный порядок и множество JW(L,K) 
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не содерклтея ни в каком "отьшем множестве элемен (-)в группы Ст с 

перечисленными выше свойствами. 

В частности, когда С — i , то элемент £ = ск имеет нечётный 

порядок и, следовательно, существует такой элемент СС G. [£] , что 

а' к а = L 

. 11 •" \\ \\ \ 3. 2 - с в о б о д н о е м н о ж е с т в о Л1(с,к) 

м о ж н о п р е д с т а в и т ь в в и д е т е о р е ­

т и к о - м н о ж е с т в е н н о й с у м м ы п о д м н о 

ж е с т в , ЫЕЗЭ?: 

М(с,к) = ^ М о £ , (1) 

о б л а д а ю щ и х с л е д у ю щ и м и с в о й с т в а 

м и: 

1 ) п о д м н о ж е с т в а jti^ , с* S. с?д*С , п о п а р н о 

ч е п е р е с е к а ю т с я ; 

2) д л я к а ж д о г о , & ^ ЯР¥ , с у ш е с т 

в у е т т а к о й э л е м е н т 'Z^ £ Cq (к) , ч т о 

в с е э л е м е н т ы и з Л-^с< с т р о г о в е щ е ­

с т в е н н ы о т н о с и т е л ь н а и н з о л ю ц и и J = L ОС ', 

п р и ч е м е с л и ОС 7^ уЗ , т о Т,-^ ^yj 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть С - произвольный элемент ;;.ъЛ((С;к). 

Рассмотрим элемо;-; ; S= LC А. С . Так как порядок элемента S 

нечётен, то для некоторого элемента ,5 ( <Е ^ 5 ^ будем иметь 

S'ck cS, = l . 

С другой стороны, CL 'к а - С . Из последних двух равенсти п о л у ­

чаем 

ex S с'к с S, а' = А 

г л е л о в а т е л ь н о , 

CS, a' = h е CG (А) , S, =c'h а. 

Пусть ^ • Тогда S/ =• CjfCt . Протрансформи руем п о -

cneawic. равенство с помощью инволюции 

i: с S, с = i git а с. 
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Ввиду строгой вещее прочности элементов 3 и CL относитель­

но инволюции с , получим 

- / - / - / • - / - / 

или 

ас ''cji.ee' = cj"'. 

-I 
Очеьидно, J.= L СС - инволюция и 

Так как С - произвольный элемент из УИ.(с) к) , то мы доказа -
ли , что для любого элемента С G. /УС^с^) существует такой э л е ­
мент Т <= CQ(/<) , что g = Т С - строго вещественный элемент от¬ 

—i 

носительно инволюции j_ =• L CL 

Отсюда, очевидно, в ы т е к а е т справедливость леммы. 

Лемма доказана. 

В дальнейшем через будем обозначать множество всех 

элементов из JLifi^k) , строго вещественных относительно ин­

волюции J = с (X , и условимся считать Xf = / 
Л ЕМ VI А 4. П у с т ь 

М(0,к)= £ Лес • 
осе.?гГ 

Е с л и д л я н е к о т о р о г о оС м н о ж е с т в о 

~^ct б е с к о н е ч н о , т о ц е н т р а л и з а т о р 

э л е м е н т а с У =СС б е с к о н е ч е н ~ - • - и с о д е р ­

ж и т в. с е э л е м е н т ы в и д а CS ' , г д е С 

и S - п р о и з в о л ь н ы е э л е м е н т ы и з -^ос i 

п р и ч ё м А ^ С (Ъ(ы) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы 3 элементы вида ^ С и 7^ S 

строго вещественны относительно инволюции J - LCL 1 : 

sj - s - 'C 

http://''cji.ee'
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Из первого и последнего равенств получим : 

или 

а.с-(s~'c)саг' = 5 с ' х ^ (J = с<£') . 

Так как элемем-гы S и С строго вещественны относительно инволю­

ции l , то из последнего равенства получим 

Очевидно, совокупность элементов вида SC-~' , где S ^ t C e ^ 4 * , б е с к о ­

нечна и, следовательно, централизатор элемента c/^ — CXt^ бесконечен, 

причём к ф C&(C%t), 

Действительно, допустим, что kG С^/ЬС^) , то е с т ь 

к'о^к = к'а'кк'х^к =с*ы-

Так как Ц^ЕСС^Ск) , то из перестановочности элементов Хы. и ^ 

получим 

k'd'k = а г ы или k'd'k - ОС-'. 

Последнее равенство неьозможно, так как по предположению Сс'кС7=сфк, 

Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1. П у с т ь б г - б е с к о н е ч н а я п е р и ­

о д и ч е с к а я г р у п п а , к - е ё и н в о л ю ц и я . 

Т о г д а л и б о ц е н т р а л и з а т о р н е к о т о ­

р о й и н в о л ю ц и и и з Q б е с к о н е ч е н , л и ­

б о в G с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н а я п о д ­

г р у п п а с н е т р и в и а л ь н ы м ц е н т р о м , 

н е с о д е р ж а щ а я и н в о л ю ц и и к 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если С^(к) - бесконечная группа, то ут -

верждение теоремы справедливо. 

Пусть С&(к) - конечная группа. Если для любой инволюции 

i. € G элемент ^ имел бы чётный порядок, то из конечности цент­

рализатора Cq(/<) И бесконечности группы Ст , очевидно, вытека -

ло бы существование инволюции с бесконечным централизатором в & . 
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Пусть для некоторой инволюции с е СУ элемент S—LK нечет­

ного порядка, причём /< Ф i 

Обозначим через 7~ множество всех строго вещественных эле ­

ментов нечётного порядка группы Q относительно инволюции о 

Из тех же соображений, что и выше относительно элементов ви­

ла Г/с , вытекает бесконечность множества / . Далее , очезилнэ, 

что а Т существует лишь конечное число элементов, для которых 

порядки элементов вида: и. = с в к в , £ е Т четны. Выбрасывая т а ­

кие элементы из 7~ , мы получим бесконечное 2 -свободное множе­

ство /У( (с, к) . 

Так как С.- С^' - конечная группа, тоУИ',с,/<> — Ж, -Г Жг+ • • • +JVn , 

где JW„ е. = 1,2, .. •, го - подмножества, определенные в лемме 3. 

Чтобы завершить доказательство теоремы I, о с т а ё т с я применить 

леммы 3 и 4. 
Теорема доказана. 

ПРИМЕЧАНИЕ. При некотором ограничении, накладываемом на 

мощность группы G- , метод доказательства теоремы 1 позволяет 

установить существование в группе О- собственных подгрупп м о щ н о ­

сти группы (У , если только силовская 2. -подгруппа группы О- не 

инвариантна в G-

ТЕОРЕМА 2. П у с т ь G- п е р и о ц и ч е с к а я 

г Р У п п а , W - е ё н е к о т о р а я с о б с т в е н н а я 

к 0 н е ч н а я п о д г р у п п а ч ё т н о г о п о Р я д -

к а. 

Е е л и п о д г р у п п а с о в п а л а е т с о 

с в 0 и м н о р м а л и з а т о р о м и в з а и м н с: > п р о -

с т а с о в с е м и с н е й с о п р я ж е н н ы м и 

п 0 д г р у п п а м и (отличными от неё) т о с о в о к у п -

н 0 с т ь э л е м е н т о в г р у п л ы О , н С* п р и -

н а д л е ж а щ и х п о д г р у п п а м , с о п р я ж е н н ы м 

с Н 1 в м е с т е с е д и н и ц е й с о с т а в л я е т 

а б е л е в н о р м а л ь н ы й д е л и т е л ь 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Когда группа G конечна, то теорема 2 
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является частным случаем хорошо известной теоремы Фробениуса. 

Пусть Ст - бесконечная группа. Ввиду леммы 2 и условий тео -

ремы 2, подгруппа Н обладает единственной инволюцией. Обозначим 

её через К . Тогда для любой другой инволюции с- элемент &=ск <?<•/ 

и нечётного порядка, а для некоторого элемента с* & { &} будем иметь 

а"'ка = с . 

Так как централизатор любой инволюции конечен, то группа Q-

обладает бесконечным 2. -свободным множеством Л^сС,*) , очевид­

но, совпадающим с множеством всех строго вещественных элементов 

нечётного порядка относительно инволюции с 

мсс.к) = м, + мг+ • • • •+- Мп , 

где JHe (е ~ . .., п) - множества, определенные в лемме 3. 

ЛЕММА 5. Е с л н /V = | < j , т о у т в е р ж д е н и ь 

т е о р е м ы 2 с п р а в е д л и в о . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы 1 и 2, в каждом смежном 

классе существует строго вещественный элемент нечётного по­

рядка относительно инволюции к 

Пусть С тл. S - два таких элемента. Рассмотрим элемент 

S~'CS • Он имеет нечётный порядок. Для некоторого строго веще­

ственного элемента су S~'c £ е Нgr , S~'c S — /ссу , где fa & Н 

Если бы И.—/< , то элемент S~'cS -инволюция, что невозмож -

но. Следовательно, fz = Y и S 'с S = су . 

Так как элементы S, с , су строго вещественны относительно 

ИНВОЛЮЦИИ К , ТО l<~*( S~'C S) К = К "'р* = <£~' . С Д Р У Г О Й с т о ­

роны,* ^ S ' f c s ; / ^ * " ^ / ^ " ^ / ^ - ^ . Отсюдаcy~ /=s~'c~ /S=SC~ /s~' , 

c^—S^cT's'2- . Так как элемент 5 нечётного порядка, то сs—SC . 

Группа О порождается инволюцией к и всеми строго вещественны­

ми элементами нечётного порядка относительно инволюции к • Отсю­

да, очевидно, вытекает справедливость леммы 5. 

ЛЕММА б. П у с т ь Т - б е с к о н е ч н а я а б е -

л е в а п о д г р у п п а и з £- , в с е э л е м е н т ы 

к о т о р о й с т р о г о в е щ е с т в е н н ы о т н о ­

с и т е л ь н о и н в о л ю ц и и с . Т о г д а 7 ~ £ Jtff 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как Т - бесконечная группа, то для 

некоторого & пересечение Т п е состоит более, чем из о д н о -
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го элемента . 
Пусть С и 5 - два различных элемента из Т п /W е и h=csT'. 

Так как k =t= / и с ~i/7с = h~"' , то ввиду условий теоремы 2 

и леммы 5, С& (/г ) - абелева группа, причём Т < С^ ( h.) и каж -

дый элемент из С^ ( fz) строго вещественный относительно инволю­

ции с . По лемме 4 элемент сС= сс /fze е. С ^ (/ъ) • Следова -

тельно, с~'Ыс = с£~' . Так как элемент сс строго вещественный 

относительно 6 , то с~'а~'те 6= ccC'tес= Т~'сс . Очсюв.&J~/rz ey~Z~^. 

Последнее равенство возможно только при условии -се = / ' , так как 

Лемма доказана. 

Переходим непосредственно к доказательству теоремы 2. Так как 

М (с, А:? бесконечно, а число подмножеств УИ*е { е — -f,S, . • •, п.) 

конечно, то по крайней мере для некоторого числа с£ ^су, бесконеч­

но. Ввиду леммы 4, CQ(C/) , c/=aT'Z(^ бесконечен и содержит все 

элементы вида с S ~1 , гае с> S е JU ^ 

Покажем, что СQ ( С/1 - абелева группа и каждый элемент из 

С (у (Ы) строго вещественный элемент относительно некоторой ин­

волюции £ е G-

Пусть h=^cS~'=^i . Так как С и S строго вещественны 

относительно инволюции с , то элементы С и S можно пред -

ставить в виде: С— сс, , S= сс & , Л = cs / = с'с,с'^ с ' . Отсю­

да следует, что h. строго вещественный относительно инволюции 

£=66/ с~~' . Ввиду леммы 5, централизатор Са Qfi) - абелева группа 

и каждый элемент из С$. (гс? строго вещественный относительно ин­

волюции t .. Так как deC^iri) , -rot /c££:=d~/

 и , следователь ­

но, C(y(.f~L)=CG (сс~) - бесконечная группа, все элементы которой 

строго вещественны относительно инволюции £ . Очевидно, все ин­

волюции в G- сопряжены, в частности, инволюции с и t : 

су ' t су = С , су е G . 

Но тогда бесконечная абелева подгруппа су ''СQ.(cCjcy = Т состоит 

из строго вещественных элементов относительно инволюции с. . По 

лемме 6 Т~ £ /И, . Отсюда вытекает , что Jrt, - бесконечная а б е ­

лева подгруппа. 

Очевидно, централизатор любого неединичного элемента из Jhf, 

в & содержится в Ж, и JW, = ССг (сс) . 



О некотором обобщении теоремы Фробениуса 
на периодические группы 

Докажем, что О =• JW, Я. Н . Допустим, что G- ̂ Л/, Я Н. Е с ­

ли все инволюции из О содержатся в JW', Я- £ к } , то , очевидно , 

Cj-=JW, Л. Н . Пусть t- - инволюция не принадлежащая подгруппе 

JW, Я. . Рассмотрим элемент S = /< £ . Он имеет нечётный 

порядок и, следовательно, для некоторого элемента се \_6\ будем 

иметь с~'£с = к . 

Из конечности С& С £) и леммы 3 вытекает , что 

где Зе (e—-t,2, ... , п) - подмножества, определенные в л е м м е 3 , 

и 3,— Cq, (с) . Аналогичными рассуждениями, которые были приве -

дены для JW, , можно показать , что JB, - бесконечная абелева под­

группа и централизатор любого неединичного элемента из 3 , в О 

содержится в 3, . 

Все элементы из подгрупп JW, и 3, строго вещественны отно -

сительно инволюции к 

Рассмотрим 2. -свободное множество . Л / C J — JW/+JWg¥... +JWN . 

Очевидно, JW, = JW, . Ввиду леммы 8,3,SJW,, но тогда £е JW, Я- {к\ , 

что противоречит предположению £ & JWR Я. [ а ; ] . 

Теорема доказана. 

ПРИМЕЧАНИЕ. При некотором ограничении, накладываемом ча 

мощность группы Сг , теорема 2 может быть доказана (тем же м е ­

тодом) для того случая, когда мощность подгруппы Н строго м е н ь ­

ше мощности группы Q- . 
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A GENERALIZATION OP THE THEOREM OP FROBENIUS ON PERIODIC GROUPS 
V.P.Shunkov (Krasnoyarsk) 

(Summary) 

The well-known theorem of Probenius is transferred on any 
periodic group О with a finite subgroup H of the even order 
which contains involutions,coincides with its normalizator and 
is coprime with its conjugated subgroups. 


