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Рассматриваются линейные системы 

x = A(t)x, ж Е Г , t>0, (1л) 

с ограниченными кусочно-непрерывными коэффициентами. 
Для любой неограниченно возрастающей последовательности неотрицательных чисел 

{tk}kLi и ненулевого решения х(-) системы (1л) положим Xx{tk} = lim ijjT1 In Через 
к—>+оо 

А[х] ниже обозначается показатель Ляпунова функции х(-). 
В работе [1] установлено, что для любого решения х(-) системы (1л) равенство А[х] = 

= Хх{9к} имеет место для некоторого всюду плотного Gs -множества значений в > 1. Этот 
результат существенно усилен в [2], где, в частности, показано, что такое множество может 
быть выбрано одним и тем же для всех решений системы (1л)-

В настоящей работе рассмотрены вопросы метрической типичности тех временных гео­
метрических прогрессий t = вк, по которым вычислимы показатели Ляпунова решений систе­
мы (1д), а также исследована задача об универсальности [2] таких прогрессий для всех систем 
из произвольного однопараметрического семейства. 

Обозначим через р внешнюю меру Лебега и положим := [0, +оо) . 
Теорема 1. Для любого решения х(-) системы (1А) равенство \[х] = Хх{вк} имеет 

место для почти всех в > 1. 
Доказательство . В силу теоремы 2 из [1] для любого решения х(-) системы (1л) найдет­

ся а > 1 такое, что справедливо равенство Х[х] = Хх{ак}. Поэтому существует неограниченно 
возрастающая последовательность натуральных чисел {ть}с}(^=1, для которой имеет место со­
отношение А [ж] = lim а~Пк\п\х(аПк)\. 

По теореме Г. Вейля [3, с. 663] найдется множество Е = S({n^}) С R, р(Е) = 0, такое, что 
при любом ЬЕМ\Е последовательность дробных частей чисел Ьп^ равномерно распределена 
на промежутке [0,1). 

Функция f(b) ~ а~ь : Ш -» липшицева на любом компакте и поэтому абсолютно 
непрерывна на Й. Следовательно, мера Лебега множества f(E) равна нулю. 

Справедливы включения IR+ \f(E) = f(R)\f(E) С / ( R \ S ) . Из них вытекает соотношение 
/(£) D 1 + \ / ( R \ S) . Поэтому верны оценки 0 < Д(Е+ \ / ( Е \ Н)) < Д / ( 5 ) = 0, а значит, 

p(R+\f(R\E))=0. (2) 

Зафиксируем произвольное 1 < в Е f(R\E). В силу включения \oge а Е Ш\Е дробные доли по­
следовательности rifclogflO? равномерно распределены на промежутке [0,1). В частности, они 
всюду плотны в [0,1), т.е. найдутся неограниченно возрастающие последовательности нату­
ральных чисел { /с /}^ , {pi}fZi-> удовлетворяющие при всех / Е N оценке \ogea—pi\ < 
Последняя оценка эквивалентна неравенству | \oge(anki6~Vl)\ < l~l. Следовательно, верны 
оценки 6Н < А

ПК1В-Р' < в1 . Поэтому lim a n * '0-»" = 1. Отсюда вытекает справедли-
/ - > + о о 

вость для почти всех в > 1 равенства А [ж] = lim a~nki \n\\x(anki)\\ — lim 9~Plln \\x(9Pl)\\. 
fc—>-+oo /с—*+00 

С учетом соотношения (2) теорема 1 доказана. 
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Л е м м а 1. Пусть для любого W С M m , т Е N, при всех w Е W функция hw(-) : R+ -> Ш 
монотонно убывает на К+ и lim hw(t) < 0. Тогда для каждого е > 0 найдется t£ та-

кое, 'что при в с л т м t > t£ внешняя мера множества Gt = G\ := {w Е W : hw(t) > e} 
удовлетворяет оценке /J(G£) < e. 

Доказательство . Предположим, что утверждение леммы неверно. Тогда найдется неогра­
ниченная монотонно возрастающая последовательность { i ^ } ^ такая, что при всех k Е N 
справедливо неравенство 

ДО?,) > е. (3) 

Для любых 0 < s < £, w € Gt по условию леммы выполнены оценки е < hw(t) < hw(s). По­
этому верно соотношение w G Gs. Таким образом, при всех 0 < s <t имеет место включение 
Gs D Gt- Отсюда и из (3) вытекают соотношения Д ( П ь ^ 1 ^ ) ~ к^11^ l*{Gtk) > £• Следова­
тельно, найдется wo G OT^i^h- Тогда верны неравенства lim hWQ(t) > lim hWQ(tk) > e, 

* - > + o o / с - > + о о 

что противоречит условию леммы. Лемма доказана. 
Теорема 2. Для любого семейства функций gw{-) : Е+ —> М п , w Е М т , такого, что 

функция f(w,t) := t - 1 In 1^(^)1 равномерно ограничена и непрерывна во всех точках 
(w,t) G Е т х R+, при почти всех в > 1 равенство £w := X[gw] = £w(Q) '•= Хх{вк} имеет 
место для почти всех w G Шт. 

Доказательство . Зафиксируем произвольные е > 0, 1 < a G К, 6 = ( b i , . . . , 6 m ) T £ R m 

и положим в := [а, а + 1], := {у G E m : b{ < у{ < bi + 1, г G { 1 , . . . , т } } . 
Пусть для всякого t > 0 T t := G в х W : sup{/(w, 0*)| к G N, б* > *} > ^ W + e}, 
:= {u? Е W : s u p / ( w , s ) > £w + е}. Тогда, согласно лемме 1, в которой последовательно 

s>t 
положено := s u p { / ( w , в к ) \ к G N, б* > t} — г̂и(̂ ) •= s u p / ( w , s) — найдется г 

s>t 
такое, что при всех t > г справедливы оценки 

Д ( Т * ) < е , p(Kt)<e. (4) 

Для всяких w е W, t > г, J > 0 положим М^г := {0 Е G : sup{/ (w, G N, 
т < вк < t} < £w — <5}, Dt := {w £ W : p(M^j) > e}. В силу теоремы 1 верны равенства 

lim Jt{M^ t) = /J(M£ +00) = 0. Тогда, согласно лемме 1, в которой положено hw(t) := Д(М£ t ) , 
t—Ц-оо ' ' ' 

найдется t\ такое, что при всех t > t\ справедлива оценка 

Д ( А ) < е. (5) 

Наконец, положим Ht ~ {w G W : sup f(w,s) < ^w — e}. Поскольку функция hw(t) := 
T<S<t 

:= (;w— sup f{w,s) монотонно убывает на и имеют место неравенства ^ = lim f{w,t) < 
r<s<t t^+oo 

< sup f(w,s) = lim sup f(w,s), то значение max{0, hw(t)} стремится к нулю при t —> +оо. 
r<s 1-*+°° T<S<t 

Поэтому, согласно лемме 1, найдется t2 такое, что при всех t >t2 справедлива оценка 
< е. (6) 

Положим s :— m a x j t i , ^ } . В силу непрерывности функции / ( • , •) и компактности множества 
W х [т, 5] найдется п = п£ G N такое, что при всех г < £ < 5, г>, id Е VF, |v — ги| < п ^ 1 верна 
оценка 

| / M ) - / ( t M ) | < £ . (7) 

При этом существует pw := max{/(u; , t) : t Е [т, s]}. 
Д л я всякого натурального i < п™ однозначно определены л , . . . , .?™ ^ { 0 , . . . , п е — 1} 

такие, что i = ^ П Г _ 1 - Поэтому корректно определено множество 
га 
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Тогда в силу (7) для любых v, w Е W{ выполняется оценка 

\Pv~Pw\<£- (8) 

Для всяких w Е W, S > 0 положим В^ : = R \ {t Е [г, 5] : f(w,t) > £w — J} . Зафиксируем 
произвольные и 6 \ К т , ги Е W» \ Я 5 . Из неравенств (4), (6), (7) и (8) при всех t Е Bjjf 
вытекают соотношения 

tv - f(v, t) = (fv - p v ) + (pv - pw) + (pw - (w) + {£w - f{w, t)) + (/(tu, t) - / ( v , t)) > e. 

Таким образом, справедливо включение Bjjf С BJ. Поэтому верны соотношения 

+ о о + о о 

М*а = Р\{0 Е в : 9к Е В*} С Р | { В Е в : 0* Е ^ } = М ^ . (9) 
fc=l к=1 

Положим Li : = П^е^\АГ т -ОДм» J := {г Е N : /Z(Li) < е}. Д л я всяких г ^ J, ги Е \ l f T 

выполнены оценки Д ( М ^ 5 ) > Ji(Li) > е. Отсюда вытекает включение W% \ Кт С Ds. Тогда в 
силу (5) верны неравенства = / ^ ( U ^ J ^ ) — Р( -^т) + Д( А О < 2е. Следовательно, 
справедливы оценки 

^ t=o ' »=o ^ ieJ i$j ' 

< ^ е ^ ) + 5 ^ М в И ^ ) < ^ ( ^ ) + М в ) - 2 е = Зе. (10) 

Для всякого (5 > 0 положим Ss := {(0,ги) Е 0 х И ^ : £ш(0) < ^ - J } . При всех weWi\(KT\JHs) 
в силу (9) имеют место включения Sw := {0 Е 6 : (0,ги) Е 5 6 е \ Т 5 } С М £ * + 0 0 С М ^ 5 С Li. 
Поэтому верны соотношения 

S6e \TS= U = ( U К ^ ) ) и ( U С 

с ( U K © ) ) u ( [ J ( J ( t i / , S w ) ) С ( ( ^ и Я ) х 0 ) и ( у ^ х ^ У 
^weKUH ' ^ i=0 weWi\(KuH) ' М = 0 ' 

откуда в силу (4), (6) и (10) вытекает неравенство 

p{Se€) < бе. (11) 

Для любого ко Е N верны соотношения В\у := {(в,™) Е 6 х W : £w ф £w{9)} С {Jt=k0 S2~k. 
Поэтому ввиду (11) справедливы оценки ~р(В) < Ylt=k0~P(S2~ ) < 2 1 _ / с ° , из которых в силу 
произвольности выбора ко вытекает равенство р(В) = 0. 

Используя теорему Фуббини, получаем существование множества Е = E(W) С в , 
р{® \ Е) — 0, такого, что для всех 0 Е Е верно равенство 

p{w: (0,w) eBw} =0. (12) 

Имеет место равенство E m = \JieZm W(i). Тогда из (12) получаем для всех 0 Е f l i € Z m ~ ( W ( * ) ) 
соотношения p{w : (0,w) Е U » G Z m ^ ( * ) } = XlieZ™ M^vv î)) = 0- При этом справедливы 
равенства Д ( 0 \ f)zez™ < Yliez™ ~Р(® \ = °- Теорема 2 доказана. 
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Л е м м а 2. Для любого счетного множества {q^ : к G N} С (1,+оо) найдется кусочно-
непрерывная функция / ( • ) : R+ —> {—1,1} такая, что функция g/(t) := ехр{/ 0* f(s) ds} удо­
влетворяет при всех k G N оценке := \[gj] > £/(<&) : = ^g/ioi}-

Доказательство . Д л я всяких G N положим p ^ j := q^l — 2 ~ f c - 1 ( l — g^ 1 ) ) , := 

: = [ p f c j - , ^ ) , M , : = ( U ; = ° t ^ ) \ [ 0 , e f e ) , M:=\Jj£Mk. 
Пусть f(t) = — 1 при всех t G M и /(£) = 1 для каждого t G R+ \ M. 
Зафиксируем произвольное £ G R+ и положим / = lt := l + [lnt], га& = га&(£) := 1 -I-[log9fc £], 

где [•] - целая часть числа. Тогда справедливы равенства [0, t) П М = Ujfe=i[0»t) ^ ЭДь = 

= U i = i Ujf^ilO**) ^ Поэтому ввиду того, что граница (обозначаемая через д) любого 
объединения конечного числа промежутков вложена в объединение их границ, верны включе­
ния 

l mk I тк I rrik 

д([о, t) п м) с U • д([о, t) n Ml) с ( J [ J дм{ = ( J • fa, 
k=lj=l fc=lj=l k=lj=l 

Отсюда, поскольку функция / (• ) непрерывна всюду вне множества 9([0,£)ПМ), вытекает ее 
кусочная непрерывность на [0, £), а следовательно, и на всем R+. 

Найдутся натуральные числа j = jt и к = fcj такие, что выполнено включение £G [<^ - 1 , 
Тогда имеют место оценки 

(
тк \ 171 к rnk i ?/-, _ - 1 \ . 

из которых следуют неравенства 

+ 0 0 + 0 0 

2 - * - ! = . 
2 к=1 к=1 

Поэтому справедливы соотношения 

In / ( f ) = М ( [ 0 , t ) \ M ) - /*([0, t)f)M)= /х([0,t)) - 2 , i ( [ 0 , * ) П М ) > О, 

из которых в силу произвольности выбора t G К+ вытекает оценка £/ > 0. 

Д л я любых k,j € N верны равенства Cfc : = 2 _ А : - 1(1—<^Г *) = l—pkjq'^-' = . f(t)dt = 

= q^J{\ngf(pkj) - Ingf(ql)), откуда имеем оценки 

- l i m Pfcj l n 9/(Pfcj) = l i m Ь * ] ( ^ с * + 1 п 3 / (д£ ) ) ) >ck+ lim ( p f c j l n g / ^ ) ) > c * 

Лемма доказана. 
Теорема 3 . В предположении справедливости континуум-гипотезы найдется однопара-

метрическое семейство кусочно-непрерывных функций fw(-) : R+ —>• {—1,1}, w G М, таких, 
что при всяком s > 1 равенство t,fw — £fw(s) имеет место только для счетного множе­
ства значений w G R 

Доказательство . Пусть < - отношение сравнения порядковых чисел (ординалов) [4, 
с. 236]. Для каждого ординала а определено множество Wa := {Ь : Ь < а } . Обозначим 
через |а| его мощность. 

Согласно определению 8.1.1 из [4, с. 275], найдется ординал Л такой, что справедливо 
равенство 

Wn = {a: \а\ = \Щ. (13) 

Тогда в силу следствия 8.1.3 из [4, с. 276] верна оценка > |N|, откуда при выполнении кон­
тинуум-гипотезы вытекает равенство \Щ = \Щ. Поэтому найдутся биекции г : (1,+оо) -> Wq, 
j : R -+ W n . 
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Для любого w G Е в силу (13) множество не более чем счетно. Следовательно, не 
более чем счетно и равномощное ему множество Sw := {s > 1 : i(s) < j(w)} = {s > 1 : i(s) G 
G Wj(w)}. Отсюда, согласно лемме 2, вытекает существование кусочно-непрерывной функции 
fw(-) : Е+ —> {—1,1} такой, что для всех s G Sw имеет место неравенство £fw > £fw(s). Тогда 
при всех 1 < s G Е верны соотношения {w G Е : £fw = £fw(s)} С {w G E : s £ Sw} = {w G E : 
i(s) > j(w)}i a и з (13) вытекает счетность последнего множества. Теорема доказана. 

Теорема 4 . Найдутся система (1А) с кусочно-непрерывными ограниченными коэффици­
ентами и, для каждого а > 5 матрица Q(-) = Qa,A{'), I I Q W I I 0 n P w £ —>> оо, такие, что 
неравенство Х[х] ф А х {а^} имеет место для некоторого решения х(-) = x ^ _ j _ q ( - ) возмущен­
ной системы (1a+Q). 

Доказательство . Зафиксируем некоторое 1 < q < у/Е/2, для каждого k G N положим 
Л := к + q*) и обозначим 5 := |J£Li Sfc-

Определим функцию а(-) : Е+ —у Е, полагая а(£) = 0 при t G 5, а(£) = 1 при всех 
остальных t G Е+ \ S. Пусть А(-) = diag[a(-), — а(-)]. 

Для всяких в > л/5, г G N пусть к{ — ki(9) = [ilogq9] + 1. Очевидно, что имеют место 
соотношения 

в* < qki < q9\ (14) 

Определим матрицу Q(-) равенством Q(t) = Qe(t) = 2~1nk~1J при t G U S i ^ С 5, 

где J = ^ - матрица поворота на угол 7г /2, и положим Q(t) = 0 при всех осталь­

ных t > 0. Введем обозначение ^ : = : h + qki, г G N, и для всяких s , i G R+ положим 

Ь(£, 5) := e x p { / J a ( r ) cfr}. Обозначим через Хд(£, г) матрицу Коши системы (1д). При всех 

* G [ p i , ^ 4 " 1 ) С Е _ | _ \ 5 , г G N, х = {х\,х2)Т G Е 2 имеют место соотношения 

XA+Q(t,qki)x = Х Л + д(£,Рг)^А+д(Рг,^)^ = Хл(*,Рг)*д(Рг,^)я = 

= d i a g [ b ( t , ^ ) 5 b ( P b ^ ) ] ^ ( ^ b ^ 2 ) T = (-b(t,pi)x2,b(pi,t)xi)T. (15) 

Обозначим ei := (1 ,0 ) т , е2 := (0 ,1 ) т , и пусть ^ = {/tej : /3 G Е} , j G {1,2}, - координатные 
оси. Из (15) вытекает при всех г Е N равенство XA+Q{qki+1 ,qki)lj = h-j, откуда следует 
соотношение XA+Q{qki+2,qki)lj = lj- Тогда для га G {0,1} справедливы равенства 

X A + Q { q k ^ ^ ) h = Хд+<з(д* м + "*,9* м + 1 ) ( П ^ + Q ( 9 f c a i - 2 - + 1 , 9 f c w - J " - 1 ) ) i i = 

= X A + Q ( q k ^ , q k ^ ) l 1 = l 2 - r n , 

из которых для любого решения х(-) системы (1A+Q) С начальным условием x(qkl) G /1 

xtf**™) = e2-m\x(qk2i+m)\. (16) 
получаем соотношение 

В силу (14) верно равенство 

ki-l 

Sn[qk*-\9*) = Mt:= ( J 5 , . (17) 

Справедливы соотношения 

ki 1 1 

n(Mi) = j < ^ - 1 < i log, в([г log, в] - [(* - 1) log, 0] - 1) < t log2

q в. (18) 
j-ki-i j-ki-i 
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Пусть т := г — 2[г/2]. Тогда в силу (15), (16) верны соотношения 

х(9{) = XA+Q{9\qk^)el+m\x{qk^)\ = Ъ{9\ + qk^)^)1+m \х(^)\е2-т. 

Поэтому справедливы равенства 

е{ 

\ъ\х(в1)\-\ъ\х{Ч

к^)\ = ( - l ) 1 + m J a(s)ds = ( - l ) 1 + V ( [ P i - b * * ) \ S ) = (-1)1+^([дк*-\в{)\S). 
Pi-i 

Отсюда, учитывая (17), получаем оценку 

( - l ) 1 + i In } | = p([qk-\в') \ Mi) >в>- qk^ - p{Mi), 
\x{q^-i)\ 

из которой в силу (14), (18) вытекают неравенства 

In\х(0*)\ > (в{ - Яв^1) - р{М{) -\\п\х(д

к^)\\ > 

> (в1 - qO1-1) - г log 2 в - || А(-) Ц ^ - 1 > в1 {в -2q)-i log 2 в. 

Последние в свою очередь влекут за собой справедливость при всех достаточно больших г £ N 
оценки ( -1 )* + 1 0 - '1п |ж (0*) | > с(д,0) := 1 - 2qQ~x - л/5/2 + q > 0. 

Таким образом, имеют место соотношения Х[х] > Хх{в2к~1} > 0 > Хх{62к}, откуда (для 
а = в2) и вытекает утверждение теоремы 4. 
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