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О НЕРАВЕНСТВАХ ТИПА БЕРРИ–ЭССЕЕНА

ДЛЯ ПУАССОНОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ СУММ∗

В. Ю. Королев1, И. Г. Шевцова2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: Для равномерного расстояния между функциями распределения �(x) стандартной нормаль-
ной случайной величины и Fλ(x)пуассоновской случайной суммы независимых одинаково распределен-
ных случайных величин X1, X2, . . . с конечным третьим абсолютным моментом, где λ > 0 — параметр
пуассоновского индекса, доказано неравенство

sup
x

|Fλ(x)−�(x)| 6 0,4532
E|X1 − EX1|3

(DX1)
3/2

√
λ

, λ > 0 ,

типа оценки Берри–Эссеена, использующее центральные моменты, в отличие от ранее известных
аналогичных неравенств, использующих начальные моменты.

Ключевые слова: пуассоновская случайная сумма; центральная предельная теорема; оценка скорости
сходимости; неравенство Берри–Эссеена; абсолютная константа

1 Введение
ПустьX1, X2, . . .— независимые одинаково рас-

пределенные случайные величины (с. в.) с E|X1|3 <
< ∞. Пусть Nλ — с. в., имеющая пуассоновское
распределение с параметром λ > 0. Предположим,
что при каждом λ > 0 с. в. Nλ, X1, X2 независимы.
Случайная величина

Sλ = X1 + . . .+XNλ

называется пуассоновской случайной суммой (для
определенности полагаем Sλ = 0, если Nλ = 0).
Пуассоновские случайные суммы Sλ являются
весьма популярными математическими моделями
многих реальных объектов. В частности, в страхо-
вой математике величина Sλ описывает суммарное
страховое требование в классическом процессе рис-
ка в «динамическом» случае. Многие примеры при-
кладных задач из самых разнообразных областей, в
которых используются пуассоновские случайные
суммы, приведены, скажем, в книгах [1, 2].

Как известно, при указанных выше условиях на
моменты слагаемых распределения пуассоновских
случайных сумм Sλ асимптотически нормальны,
что обусловливает большую важность задачи изуче-
ния точности нормальной аппроксимации для рас-
пределений пуассоновских случайных сумм.

Функцию распределения (ф. р.) стандартизо-
ванной пуассоновской случайной суммы

S̃λ =
Sλ − ESλ√
DSλ

=
Sλ − λEX1√

λEX21

обозначим Fλ(x). Также введем обозначения:

L0 = L0(X1) =
E|X1 − EX1|3
(DX21 )

3/2
;

L1 = L1(X1) =
E|X1|3
(EX21 )

3/2
.

ВеличиныL0 и L1 называются соответственно цен-
тральной и нецентральной ляпуновскими дробями.
Пусть �(x)— ф. р. стандартного нормального зако-
на.

Как известно, изначально оценки точности нор-
мальной аппроксимации для распределений пуас-
соновских случайных сумм доказывались в тер-
минах центральных ляпуновских дробей L0 по
аналогии с оценками для сумм неслучайного числа
независимых с. в. Результаты такого типа можно
найти, например, в [3]. Однако, как было показано
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позднее, при изучении нормальной аппроксима-
ции для распределений пуассоновских случайных
сумм более естественно использовать нецентраль-
ные ляпуновские дроби L1.

В частности, в работе [4] показано, что если для
абсолютной константы C в классическом неравен-
стве Берри–Эссеена известна оценка C 6 M , то та
же самая оценка справедлива для абсолютной кон-
станты C1 в аналоге неравенства Берри–Эссеена
для пуассоновских случайных сумм, использующем
нецентральную ляпуновскую дробь:

–λ ≡ sup
x

|Fλ(x)−�(x)| 6 C1
L1(X1)√

λ
, λ > 0 , (1)

при этомC1 6 M . Тот же результат был независимо
получен в работе [5], но с более точной оценкойM .
В 2010 г. в работе [6] было показано, что привяз-
ка константыC1 к классическому неравенству Бер-
ри–Эссеена на самом деле менее жесткая, и было
впервые продемонстрировано, что верхняя оценка
константы C1 меньше теоретически наименьшего
возможного значения (

√
10+3)/(6

√
2π) = 0,4097 . . .

абсолютной константы C в классическом неравен-
стве Берри–Эссеена. Позднее с помощью моди-
фикации метода, использованного в [6], авторы
указанной статьи показали, что C1 6 0,3041 [7, 8].

Необходимо отметить, что, несмотря на то что
верхние оценки константы C1 в (1) изучаются уже
более 30 лет (см. исторические обзоры в [7, 8]),
нижние оценки для C1 получены лишь недавно в
работе [9], где, в частности, было показано, что
C1 > 0,2344.

В 1996 г. в работе [10] было показано, что для
любой с. в. X с E|X |3 < ∞ имеет место соотноше-
ние:

L1(X)

L0(X)
6 2

√
2 < 2,8285 ,

откуда с учетом результатов [7, 8] вытекает, что
для абсолютной константы C0 в аналоге неравен-
ства Берри–Эссеена для пуассоновских случай-
ных сумм, использующем центральные ляпунов-
ские дроби,

–λ 6 C0
L0(X1)√

λ
, λ > 0 , (2)

справедлива оценка C0 6 0,3041 · 2
√
2 < 0,8602.

Более того, в 2001 г. в работе [11] было высказано
предположение, что

sup
X

L1(X)

L0(X)
=

√
17 + 7

√
7

4
= 1,48997 . . . < 1,49 ,

где супремум берется по всем распределениям
с. в. X с E|X |3 <∞, и было описано гипотетиче-
ское экстремальное распределение с. в. X .

В данной работе будет показано, что
L1(X)/L0(X) 6 1,49 для любой с. в.X с E|X |3 <∞,
откуда вытекает, что

C0 < 0,3041 · 1,49 < 0,4532 ,
что строго меньше наилучшей известной верхней
оценки C 6 0,4784 абсолютной константы в клас-
сическом неравенстве Берри–Эссеена (см. [7, 8]).

2 Основные результаты

Теорема 1. Для любой с. в.X сE|X |3 <∞ справедливо

неравенство

L1(X) 6 1,49L0(X) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

J(X) =
L1(X)

L0(X)
.

Тогда утверждение теоремы эквивалентно тому, что
sup
X
J(X) 6 1,49, где супремум берется по всем

с. в. X с E|X |3 < ∞. Если EX = 0, то, очевид-
но, L0(X) = L1(X) и утверждение теоремы верно.
Пусть теперь EX 6= 0. С учетом инвариантности
ляпуновских дробей L0(X) и L1(X) относительно
преобразований масштаба имеем

sup
X
J(X) = sup

a6=0
sup

X : EX=a
J(X) = sup

X : EX=1
J(X) =

= sup
X : EX=0

L1(X + 1)

L0(X)
=

= sup
b>0

sup
X : EX=0, EX2=b2

E|X + 1|3
(1 + b−2)3/2E|X |3

.

Таким образом, утверждение теоремы эквивалент-
но тому, что

sup
b>0

sup
X : EX=0, EX2=b2

Jb(X) 6 0 ,

где

Jb(X) = E|X + 1|3 − 1,49(1 + b−2)3/2E|X |3 .
Из результатов работ [12–14] вытекает, что экс-
тремум функционала моментного типа, линейно-
го по функции распределения случайной величи-
ны X, при двух линейных ограничениях EX = 0 и
EX2 = b2 моментного типа достигается на некото-
ром трехточечном распределении. Пусть

P(X = x) = p ;

P(X = y) = q ;

P(X = z) = 1− p− q ,

где p, q > 0, p+ q 6 1, x 6 y 6 z. Вычисляем
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EX = p(x− z) + q(z − y) + z ;

EX2 = p(x2 − z2) + q(y2 − z2) + z2 ≡
≡ g1(x, y, z, p, q) ;

E|X |3 = p(|x|3 − |z|3) + q(|y|3 − |z|3) + |z|3 ≡

≡ g2(x, y, z, p, q) ;

DX = p(1− p)(z − x)2 + q(1− q)(z − y)2 −

− 2pq(z − x)(z − y) ≡ g3(x, y, z, p, q) ;

E|X − EX |3 = −p(q(z − y)− (1− p)(z − x))3 +

+ q|p(z − x)− (1− q)(z − y)|3 +

+ (1− p− q)(p(z − x)− q(z − y))3 ≡

≡ g4(x, y, z, p, q) ;

J(X) =
g2(x, y, z, p, q)

g4(x, y, z, p, q)

(
g3(x, y, z, p, q)

g1(x, y, z, p, q)

)3/2
≡

≡ g(x, y, z, p, q) ,

причем в силу инвариантностиJ(X)относительно-
го масштабного преобразованияX без ограничения
общности можно считать, что −1 6 x 6 y 6 z 6 1.
Таким образом,

sup
X
J(X) = sup {g(x, y, z, p, q) : p, q > 0 ,

p+ q 6 1, −1 6 x 6 y 6 z 6 1} .
Численная оптимизация непрерывной функции
g(x, y, z, p, q) пяти аргументов показывает, что ее
максимальное значение на описанном компакте не
превосходит 1,49, что и доказывает теорему. 2

Теормема 2. При условиях, сформулированных выше,

для любого λ > 0 справедливо неравенство

–λ 6 0,4532
L0√
λ
. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая результат рабо-
ты [8] и теорему 1, получаем

–λ 6 0,3041
L1(X1)√

λ
6

6 0,3041 sup
X

L1(X)

L0(X)

L0(X1)√
λ

6

6 0,3041 · 1,49L0(X1)√
λ

< 0,4532
L0(X1)√

λ
.
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