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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ, НАСЫЩЕННЫЕ

КОНЕЧНЫМИ ПРОСТЫМИ ГРУППАМИ ЛИЕВА

ТИПА РАНГА 1

А. А.ШЛЁПКИН

Вв е д е н и е

Говорят, что группа G насыщена группами из множества групп R,

если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы

G, изоморфной некоторой группе из R, [1]. В „Коуровской тетради“ [2,

вопр. 14.101] поставлен

ВОПРОС. Верно ли, что периодическая группа, насыщенная конеч-

ными простыми группами лиева типа, ранги которых ограничены в сово-

купности, сама является простой группой лиева типа?

В данной работе даётся частичный ответ на этот вопрос для групп

лиева типа ранга 1.

ТЕОРЕМА. Пусть периодическая группа G насыщена конечными

простыми группами лиева типа ранга 1. Тогда G изоморфна простой

группе лиева типа ранга 1 над подходящим локально конечным полем.

§ 1. Определения, известные факты

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть G — группа, X — множество групп. Пишем

G ∈̃X, если G изоморфна некоторой группе из X, и G ˜6∈X в противном

случае.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть G — группа, K — подгруппа в G, X —

множество групп. Положим далее

XG(K) = {H | K ≤ H ≤ G,H ∈̃X}.

Если из контекста ясно о какой группе G идёт речь, то вместо XG(K) мы

будем использовать запись X(K).

Пусть группа G насыщена группами из множества групп R. Тогда R

будем называть насыщающим множеством для G. Отметим, что насыща-

ющее множество для группы G определяется неоднозначно. В частности,

если 1 — единичная подгруппа группы G, то множество R(1) также явля-

ется насыщающим множеством для группы G.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 [3, 4]. Пусть U = U3(q), где q — степень

простого нечётного числа.

(1) Если q + 1 не делится на 4, то силовская 2-подгруппа из U изо-

морфна полудиэдральной группе SD(m) = 〈a, b | a2
m+1

= b2 = 1, ab =

= a−1+2m〉, где 2m делит q − 1, 2m+1 не делит q − 1.

(2) Если q + 1 делится на 4, то силовская 2-подгруппа из U изо-

морфна сплетённой группе Wr(m) = 〈a1, a2, b | a
2m

1 = a2
m

2 = b2 = e, a1a2 =

= a2a1, a
b
1 = a2, a

b
2 = a1〉, где 2m делит q + 1, 2m+1 не делит q + 1.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 [4]. Силовская 2-подгруппа из L2(r), где r —

степень простого нечётного числа, является диэдральной группой.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 [5]. Пусть периодическая группа G насыщена

группами из множества конечных простых групп

{L2(r), U3(q) | r, q — нечётные, r > 3}.

Тогда

G ∈̃ {L2(R), U3(Q) | R,Q − локально конечные поля

нечётных характеристик}.
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 [6]. Пусть периодическая группа G насыщена

конечными простыми неабелевыми группами, и в любой её конечной 2-

подгруппе K все инволюции из K лежат в центре K. Тогда

G ∈̃ {J1, L2(R), Re(F ), U3(Q), Sz(P ) | R,F,Q, P —

локально конечные поля}.

§ 2. Доказательство теоремы

Предположим противное, и G — контрпример. Пусть

M = {L2(f), U3(h), Sz(2
2m+1), Re(32n+1) | f > 3, h > 2, m > 1, n > 1} −

множество всех конечных простых групп лиева типа ранга 1,

D = {L2(r), U3(q) | r, q — нечётные, r > 3, q > 3},

C = {L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1) | l > 2, k > 1}.

Тогда M = D ∪ C — насыщающее множество для группы G. Ясно, что

M(1) = D(1) ∪ C(1) 6= ∅, и M(1) — также насыщающее множество для

группы G.

ЛЕММА 1. Имеют место соотношения D(1) 6= ∅, C(1) 6= ∅.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Тогда D(1) = ∅,

либо C(1) = ∅.

Пусть D(1) = ∅. В этом случае M(1) = C(1), и взяв C(1) в качестве

насыщающего множества для G, по предложению 4 получим, что

G ∈̃ {L2(R), U3(Q), Sz(F ), Re(P ) | R,Q,F, P — локально конечные поля};

противоречие с тем, что G — контрпример.

Пусть C(1) = ∅. В этом случае M(1) = D(1), и взяв D(1) в качестве

насыщающего множества для G, по предложению 3 получим, что

G ∈̃ {L2(R), U3(Q) | R,Q — локально конечные поля};

противоречие с тем, что G — контрпример. Лемма доказана.
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Обозначим через S силовскую 2-подгруппу из G.

ЛЕММА 2. Группа S бесконечна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. По теореме Шунко-

ва (см. [7, предлож. 8]) все силовские 2-подгруппы из G конечны и сопря-

жены c S. По условию насыщенности S < K ∈ M(1). По лемме 1 подгруп-

па S изоморфна либо силовской 2-подгруппе SX для некоторой группы

X ∈ C(1), либо силовской 2-подгруппе SY для некоторой группы Y ∈ D(1).

Если она изоморфна SY , то S — сплетённая 2-группа, либо S — полудиэд-

ральная группа (предлож. 1), либо S — диэдральная группа (предлож. 2).

Из леммы 1 вытекает, что SX является собственной подгруппой одной из

перечисленных выше трёх групп (диэдральная, полудиэдральная, сплетён-

ная). Это невозможно в силу строения силовских 2-подгрупп в группах из

множества

C = {L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1) | l > 2, k > 1}.

Следовательно, S ≃ SX .

Все инволюции из S лежат в Z(S), и по предложению 2

D(1) = {Y | Y < G, Y ≃ L2(r) (r = 3, 5 (mod 8))}.

Тогда для любой группы H ∈ M(1),

H ∈̃ {L2(r) (r = 3, 5 (mod 8)), L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1}.

По предложению 4 и [6, предлож. 4] верно

G ∈̃ {L2(R), U3(Q), Sz(F ), Re(P ) | R,Q,F, P — локально конечные поля};

противоречие с тем, что G — контрпример. Лемма доказана.

ЛЕММА 3. Если S содержит элементарную абелеву подгруппу

порядка 8, то S — локально конечная группа периода 4, и все инволюции

из S лежат в Z(S).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть A — элементарная абелева подгруппа

порядка 8 из группы S. По лемме 3 и [8, предлож. 4] верно A < SA ≤ S, где
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SA — бесконечная локально конечная подгруппа группы S. Будем считать

SA максимальной локально конечной подгруппой группы S, содержащей

группу A. Пусть K — произвольная конечная подгруппа из группы SA. По

условию насыщенности 〈A,K〉 < R ∈ C(1). Следовательно, период конеч-

ной группы 〈A,K〉 не превосходит 4, и все инволюции из 〈A,K〉 лежат в

центре 〈A,K〉. Отсюда вытекает, что SA — бесконечная локально конечная

группа периода не более 4, и все инволюции из SA лежат в Z(SA).

Если все инволюции из S лежат в SA, то они образуют характери-

стическую подгруппу группы S, лежащую в SA. В этом случае для любого

s ∈ S группа 〈A, s〉 является конечной 2-группой. По условию насыщен-

ности 〈A, s〉 < R ∈ C(1). Следовательно, |s| ≤ 4, S — локально конечная

группа периода 4 по теореме Санова [9]. Из условия насыщенности и лем-

мы 2 вытекает, что все инволюции из S лежат в Z(S), и в этом случае

получаем требуемое.

Предположим теперь, что i — инволюция из S \ SA. Возьмём инво-

люцию j ∈ SA. Ясно, что конечная группа 〈i, j〉 ∩ SA = D 6= 1 не ле-

жит в SA. В силу нормализаторного условия в конечных 2-группах можно

выбрать элементы x ∈ NS(D) \ SA, y ∈ NSA
(D) \ D, x2 ∈ D, y2 ∈ D.

Следовательно, K1 = 〈x, y,D〉 6< SA, D < D1 = K1 ∩ SA, |D1| > 2|D|. Про-

должая этот процесс, мы всегда сможем для любого наперёд заданного

положительного числа m найти такую конечную подгруппу Km 6< SA, что

|Km ∩ SA| > 2m|D|. В силу строения SA (см. выше), начиная с некоторо-

го m, все инволюции из Dm = Km ∩ SA образуют элементарную абелеву

подгруппу Rm порядка не менее 8, и Rm < Z(Dm).

Возьмём элемент y ∈ NKm
(Dm)\Dm и y2 ∈ Dm. Пусть x — произволь-

ная инволюция из SA. Тогда 〈x, y,Dm〉 — конечная 2-группа, содержащая

элементарную абелеву подгруппу Rm порядка не менее 8. Повторяя для

группы 〈x, y,Dm〉 все рассуждения, проведённые выше для группы A, по-

лучаем, что xy = yx. В силу произвольности выбора инволюции x из SA

элемент y перестановочен со всеми инволюциями из SA. Обозначим через

IA подгруппу из SA, порождённую всеми инволюциями из SA. Для любого

s ∈ SA группа 〈s, y, IA〉 будет бесконечной локально конечной группой пе-
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риода 4, а фактор-группа 〈s, y, IA〉/IA — конечной элементарной абелевой

группой порядка не более 4. Следовательно, sy ∈ SA. Поскольку элемент

s группы SA выбран произвольно, SA〈y〉 — локально конечная подгруппа

группы S. С другой стороны, SA — максимальная по включению локально

конечная подгруппа группы S. Следовательно, SA = SA〈y〉, и y ∈ SA. По-

следнее противоречит выбору y. Итак, все инволюции из S лежат в SA, и,

как показано выше, в этом случае требуемое имеет место. Лемма доказана.

Будем говорить, что p-группа P , где p — простое число, имеет ранг n,

если в ней есть максимальная конечная элементарная абелева подгруппа

порядка pn.

ЛЕММА 4. Если S не содержит элементарных абелевых подгрупп

порядка 8, то S — черниковская группа ранга 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, в данном случае S ограничен-

ного ранга и черниковская в силу [10, 11]. По условию леммы ранг S равен

2. Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы. Предположим, что группа G со-

держит подгруппу A, и A — элементарная абелева подгруппа порядка 8.

Пусть R — множество силовских 2-подгрупп группы G, каждая из которых

содержит подгруппу, изоморфную группе A. Пусть T — множество всех

остальных силовских 2-подгрупп группы G. Если одновременно R 6= ∅ и

T 6= ∅, то по [12, лемма 6] для любого наперёд заданного натурального m

найдутся такие R ∈ R, T ∈ T со свойством |T ∩ R| > m, что невозможно

по леммам 3, 4. Следовательно, T = ∅, все инволюции из S лежат в Z(S)

(лемма 3), и M(1) состоит из групп, изоморфных группам из множества

{L2(r) (r = 3, 5 (mod 8)), L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1}.

По предложению 4

G ∈̃ {L2(R), U3(F ), Sz(Q), Re(P ) | R,F,Q, P — локально конечные поля};

противоречие с тем, что G — контрпример.

Итак, группа G не может содержать подгрупп, изоморфных группе

A. Следовательно, R = ∅. Пусть S ∈ T. По леммe 4, S — бесконечная



124 А.А.Шлёпкин

черниковская группа ранга 2. В силу леммы 1, G содержит конечную под-

группу K, такую что K ∈ C(1). Пусть SK — силовская 2-подгруппа из K.

Так как SK < S, то ранг SK равен 2, а K ≃ U3(4). Возьмём s ∈ S\SK такой,

что |s| > 4. По условию насыщенности 〈s, SK〉 < F ∈ D(1). Обозначим че-

рез SF силовскую 2-подгруппу из F , содержащую SK . По предложениям 1,

2, SF — либо диэдральная группа, либо сплетённая группа, либо полудиэд-

ральная группа. Ни одна из указанных гупп не может содержать подгрупп,

изоморфных SK , поскольку Z(SK) — четверная группа, фактор-группа

NF (Z(SK))/Z(SK) содержит подгруппу SK/Z(SK), которая является эле-

ментарной абелевой группой порядка 16, но ни в диэдральной группе, ни в

сплетённой группе, ни в полудиэдральной группе четверных групп с таким

свойством нет; противоречие. Теорема доказана.
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