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О п р е д е л е н и е . Пусть Х\и %2 - примитивные 
характеры Дирихле по модулям ^ и | 2 , ^ = а + it, 
хяу-произвольные положительные веществен­
ные числа такие, что ху = (t/2n)2kxk2. Тогда 

R(s, х, Xv%2) = L(s, Xj)L(s, x2) -

- J 1х{т)Хг{п) (mn) -s - p(s, xx)p(s, x2) x 
mn <x 

x .£•%\im)l2{n) (mn)s \ 
mn<y 

где p(s, Xj) - функции из функциональных уравне­
ний для L(s, xi) (Us, xj) = P(s, Xj)W - s, %)),j = 1,2. 

Представление L(s, Xi)L(s> %2) в виде 

L{s,xx)L{s,x2)= ^Xx{m)x2{n){mn)-S + 
mn < x 

+ p(s, x,)p(s, X2) X Xi(m)X2(") (m")s ' + 
mn<y 

+ R(s,x,xvXz) 

называется п р и б л и ж е н н ы м ф у н к ц и о ­
н а л ь н ы м у р а в н е н и е м для L(s,Xi)L(s,Хг)-

В связи с занятиями вопросами распределения 
нулей дзета-функции Эпштейна и других рядов 
Дирихле автору потребовалось приближенное 
функциональное уравнение для L(s, Хх)Щ, Хг) с ос" 
татком R(s, x, Х\ > Хг) > убывающим на критической 
прямой (при 5=1/2 + it) с ростом \t| по крайней ме-
peKaKOCOoglfl)-«), а > 2 . 

В литературе известны многочисленные вари­
анты приближенных функциональных уравнений 
для различных рядов Дирихле (см. [1 - 4]), однако 
воспользоваться ими для указанных целей не уда-
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ется, так как остатки этих формул в одних 
случаях не удовлетворяют условию 0((log | f J)-"), a 
в других - являются аналитическими выражения­
ми столь сложного вида, что оценка их порядка 
представляется весьма трудной задачей. 

В 1987 г. Y. Motohashi [5] получил для t,2(s) фор­
мулу 

t,2(s) = £ (тп)~* + x4s) X (""*) ' " ' + R(s> *)• 
тп<х тп<у (1) 

где s = a + it,0<o<l,0<t0< \t\, хиу- веществен­
ные числа такие, что ху = (t/2%)2, x(s) - функция из 
функционального уравнения для £,(s), R(s, x) - ос­
таток, представленный в виде асимптотического 
ряда. 

Если s = ill + it, х,= у - И/271, то для R(s, x) ус­
тановлена оценка R(s, x) = 0(\t\'mlog2\t\). 

Параметры х и у в (1) имеют специальный вид. 
Теорема 1 настоящей статьи представляет со­

бой приближенное функциональное уравнение 
для L(s, Х\)Ш, Хг)> где Xi > Хг ~ примитивные харак­
теры Дирихле по модулям fcj и fc2. 

При кхк2 < |f|1/9-2£ остаточный член на критиче­
ской прямой есть ОСИ-6), \t\ -» °°, е > 0 - произ­
вольно малое число. 

Как и в (1), параметры х и у в теореме 1 имеют 
специальный вид. 

Далее, в работе определяется функция F(t, Xi > Хг)> 
являющаяся аналогом функции Харди-Сель-
берга, а также функции F(t, x) из статей A.A. Ка-
рацубы [6, 7]. 

Для функции F(t, Xi, Хг)в теореме 2 установле­
но приближенное уравнение. 

Перейдем к формулировкам результатов ста­
тьи. 

Т е о р е м а . 1. Пусть е > 0 - произвольно ма­
лое число, А, В - натуральные взаимно простые 
числа, Х\ и Хг - примитивные характеры Дирих­
ле по модулям кхик2, S = G + it, 0 < G < 1, 0 < tx < t. 
Пусть А,В,кх,к\ удлетворяют неравенствам 

A<f, B<f, k^ut119'2*. 
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Тогда 
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ный характер, i(Xj) - сумма Гаусса, 

443 

i>f
 t k i A л 

*(*>2^X»X2) = •cot,) = 2х/о« *. 
0{tm-a+2\{kxk2)2-°+(kxk2y+°)Y, 

постоянная в знаке О зависит лишь от е. 

/ = 1 

¥ = 5 l n ( ( 2 i ) k ^ ~ t + («i +«2> 4• 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 прово-
Пусть Xi и Хг - примитивные характеры Ди- ДИТСя по следующей схеме, которая в основных 

рихле по модулям куик2.В работе [7] следующим чертах совпадает со схемой работы [5]. Сначала 
образом определены функции 8(г, х) и % xj) 

т,х,) 
у J _ -

1 
Р \Y+lt'xJ 

-1/2 

» j - 1.2, 

' Щ%Р = em'%1>L{^ + it,xj), j= 1,2. 

Определим функцию F(t, х,, Хг): 

F(UXV12) = 

= Z(f, x , ) % X2) 

за счет тождественных преобразований, напоми­
нающих преобразования при решении проблемы 
делителей Дирихле (см., например, [8, с. 12 - 13]), 

tkxA проблема оценки R (s, — - , х,, Хо) сводится к 
2KB 

проблеме получения асимптотических формул 
для сумм типа 

l_X^n-R(s,^fn,X), (2) 

1 
'2 ф,(о + '0 (p2(^ + it) где а и ^ - натуральные взаимно простые числа, 

U = tJk^/2%, X' = %i>k = k2,x = X2 (или х' = Хг. 

где ф/j) = ]Г ß/v)v-J, ß/v.) - вещественные числа, к = к\. X = Xi), а величины Я ( j , — — , х) опреде-

| р » | < 1,7= 1, 2; здесь числа ß/v) и X можно л я ю т с я Р а б с т в а м и 
выбирать некоторым специальным образом в за­
висимости от решаемой задачи. 

Т е о р е м а 2. Пусть Е > 0 - произвольно ма­
лое число, Xi и Хг - примитивные характеры 
Дирихле по модулям к{ и к2. Пусть кхк2 < г1/9_5е, 
T<t< 2T, Х=ТЕ. Тогда для F(t, Xi, Хг) справедлива 
формула 

m Xv Хг) = MXiMl2)^ S ПГХ"" + 

/*, VA. 
2K 

аЩ, 

*^ !^>x)=^x) -
- £ X(m)m-S - p(j, X) 2 X(">) 

m< 
2jtgn 

muqn/a 

tk a 

+ й е д ^ 1 т 1 " + 0 ( П 

, 2л 

rt, VA 

гое 

ÛM = X 
X/m)x/n)ß/v,)ß/v2)ß2(v,)ß2(v4) 

v2v4 

{суммирование ведется по натуральным числам m, 
mnVjV3 

/г, V|, v2, v3, v4 таким, что = Л., 1 < Vt, ... 
V 2 V 4 

.. .,v4 < X), e(x,) = C'Jkj (x(Xy))-1, aj равно О, если Х/ -
четный характер, и щ равно 1, если X/ ~~ нечет-

Затем для R(s, , х) методом контурного ин-
2к qn 

тегрирования выводится аналитическая формула. 
Наконец после подстановки этой формулы в (2) 

получается несколько тригонометрических сумм 
по п, одна из которых - главный член - вычисля­
ется точно, а остальные - остаток - оцениваются 
по модулю. 
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