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О ДОСТИЖИМЫХ КЛАССАХ ПОЛУГРУПП С НУЛЕМ 
. В последнее время в алгебре интенсивно ведутся исследования по раз­

личным направлениям, связанным с рассмотрением многообразий, квазимного­
образий и предмногообразий (по другой терминологии—реплично полных клас­
сов) универсальных алгебр. В этой области заметное место стало занимать 
изучение понятия достижимости, введенного Т. Тамурой [1] для многообразий 
и квазимногообразий, и рассматривавшегося А. И. Мальцевым [2], [3] для 
предмногообразий алгебраических систем, а также его естественного обобще­
ния—понятия у-ступенной достижимости, где f—произвольный ординал, введен­
ного в работе [4] (1-ступенная достижимость—это достижимость в смысле 
[1] —[3]), и некоторых близких к нему понятий, в частности, f-ступенной раз­
решимости и конечной достижимости. Эти понятия изучались рядом авторов 
для различных классов универсальных алгебр. Для полугрупп возможна полез­
ная модификация обсуждаемых понятий (см. [5], [6]) для случая, когда на 
полугруппах ограничиваются рассмотрением конгруэнции Риса [7], однозначно 
определяемых идеалами полугрупп; соответствующая достижимость и разре­
шимость называется идеальной. В связи с тем, что идеалы играют важную 
роль в теории полугрупп, представляет интерес изучение и этих понятий. 

В данной статье все отмеченные выше понятия изучаются-для полугрупп 
с сигнатурным нулем. И хотя вопрос об описании достижимых подмногообра­
зий многообразий полугрупп с выделенным элементом поставлен еще Т. Та­
мурой [1] (при исследовании этого вопроса естественно обратиться сначала 
к случаям, когда выделенный элемент является нулем или'единицей полугруп­
пы), решающим обстоятельством в выборе указанного многообразия для наших 
исследований явилось следующее. В теории полугрупп с сигнатурным нулем 
зачастую весьма полезными оказываются аналоги многих понятий теории колец. 
В последней же понятие достижимости тесно связано с радикальностью и 
полупростотой в смысле Куроша—Амицура (см. [8], [9]). Поскольку аналоги 
этих понятий рассматриваются для полугрупп с нулем, интересно изучить их 
взаимосвязь и в этом случае. Некоторые результаты в этом направлении полу­
чены Л. Марки в [10]. Там же обращается внимание на вопрос описания дости­
жимых многообразий полугрупп с нулем. 

В данной работе решается более общий вопрос, нежели вопрос Марки, 
а именно, охарактеризованы конечно достижимые нетривиальные подмного­
образия многообразия 91 всех полугрупп с сигнатурным нулем—это те и только 
те многообразия полугрупп с нулем, в которых выполняется тождество хп = х 
для некоторого натурального числа « > 1; все они 1-ступенно достижимы в 91 
(теорема 1) (этот результат анонсирован в [И]). Кроме того, доказано, что 
Х-ступенно идеально достижимые в 91 многообразия полугрупп с нулем для 
любого ординала ? > 0 исчерпываются замкнутыми относительно идеальных 
расширений 1-ступенно достижимыми в 91 многообразиями полугрупп с нулем; 
последние 1-ступенно идеально достижимы в 91 (теорема 2). В конце статьи 
установлено существование одновременно радикальных и полупростых классов 
полугрупп с нулем (в смысле [10]), удовлетворяющих тождеству хг = х и не 
являющихся многообразиями; тем самым получен утвердительный ответ на 
другой вопрос Л. Марки, который оставлен открытым в работе [10]. 

§ 1. Предварительные сведения 
Предполагается, что читатель знаком с основными определениями работ 

[4] и [6]. Заметим только, что вместо используемого там термина „реплично 
полный класс" мы употребляем ставший более распространенным термин 
„пред многообразие" и, в соответствии с этим, вместо термина „реплтная 
конгруэнция"—• термин „предвербальная конгруэнция". 
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Полугруппы с нулем будем рассматривать как алгебры с одной бинарной 
ассоциативной операцией—умножением и одной нульарной операцией—выде­
лением нуля. Подалгебры таких алгебр называются подполугруппами с нулем. 

Пусть W0 — свободная полугруппа с нулем над счетным алфавитом 
X— {х, у, xlt х2,...\; она получается из свободной полугруппы W над X 
присоединением нуля. Для слова w^W0 через E(w) будем обозначать мно­
жество всех букв из X, входящих в запись w, через /(да)—длину слова w, т. е. 
общее число вхождений в w всех букв из X; в частности, Е(0) = 0 и / (0) = 0. 
Для слов и и г» .из W0 запись и = v означает, что и графически совпадает с v. 
Под тождеством, как обычно, понимается упорядоченная пара слов и, v^W°, 
записанная в виде равенства u = v. Если каждая буква тождества входит одина­
ковое число раз в запись его левой и правой части, то оно называется урав­
новешенным. Тождества вида w — w называются тривиальными. 

, Для системы тождеств 2 через [Щ обозначается класс всех полугрупп 
с нулем, в которых истинны все тождества из S. Зафиксируем обозначения 
некоторых классов полугрупп с нулем: % = [ху = ух], 93 = [х2 = х], 6 = [х = 0], 
91 = [х = х], 6 = \х2 = х, ху = ух], Z == [ху = 0], Ж—предмногообразие, порож­
денное бесконечной моногенной полугруппой с нулем. 

Подпредмногообразие 36 некоторого многообразия ft полугрупп с нулем назы­
вается ограниченным в ft, если многообразие var36 полугрупп с нулем, порож­
денное 96, не совпадает с ft. Предмногообразие 36 полугрупп с нулем, содер­
жащее единственное минимальное подпредмногообразие 2, называется 2-пред-
полным [12]. 

Индексом пред многообразия 36 полугрупп с нулем назовем ординал ind36, 
равный натуральному числу k, если \ххх2 ...x t = 0 ] c j и [ххХ2... xkxk+l = 0 ] с Ж , 
и равный первому бесконечному ординалу со, если натурального числа с таким 
свойством не существует. 

Будем говорить, что класс 36 полугрупп с нулем замкнут относительно 
коммутативных связок, если любая полугруппа S с нулем, допускающая раз­
ложение в коммутативную связку своих подполугрупп 5; (г£/), при котором 
S°i £ 96 для каждого г£/, сама принадлежит 36. 

Полугруппы, являющиеся объединением групп, будем называть клиффор-
довыми (в [13] они называются вполне регулярными). В соответствии4с этим, 
класс, состоящий из клиффордовых полугрупп, называется клиффордовым. 

Пусть S— полугруппа с нулем. Положим S1 = S; для непредельного орди­
нала а > 1 полагаем Sa = Sa'~l S, а для предельного а > 0 считаем S* = П Sr. 

[3<а 
Если существует такой ординал у, что S"1 = 0, то полугруппу S назовем -\-cmy-
пенно нильпотентной, а если у—наименьший ординал с указанным свойством, 
то 5 будем называть -[-нильпотентной. 

Для подмножества М полугруппы 5 с нулем через (М) и (М)° соответ­
ственно обозначаются идеал и подполугруппа с нулем, порожденные М в S. 

Прежде чем перейти к формулировке лемм, напомним, что для предмного-
образия 36 полугрупп с нулем и полугруппы 5 с нулем через р (36, 5) и AT (ft, S) 
обозначаются соответственно предвербальная ^-конгруэнция [4] и рисовский 
предвербальный ^-идеал [6]. Заметим, что в нашем случае единственным клас­
сом конгруэнции р(36, S), являющимся подполугруппой с нулем, будет класс, 
содержащий нуль полугруппы 5. Обозначим его через R (36, S) и назовем пред-
вербальным ^-идеалом. Кроме того, для всякого ординала а единственный 
класс частичного отношения эквивалентности pa(96, S) [4] обозначим через 
/?a(96, S). Понятно, что Ra (36, S)—подполугруппа с нулем из S и /?а+1(36, S) — 
идеал в Ra(di, S). Очевидны также следующие равенства: R0 (36, 5)=5, R{ (36, S)= 
=R (96, S), Ra (36, S)= П R, (36, S) для предельного a>0 и Ra (36, S)^R (36, /?a„i (36, S)) 

для непредельного a. Отметим, что согласно определениям работы [6], анало­
гичные равенства имеют место для оператора К. 

file://-/-cmy-
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Для удобства ссылок отметим две известные леммы (см. [4] и [6]). 
Лемма 1. Пусть 96—пред многообразие полугрупп с нулем, S—произволь­

ная полугруппа с нулем, А—ее подполугруппа с нулем. Тогда для любого 
ординала а /?Д96, А)с#а(96, S) и /СДЭ6, А)С.Ка(&, S). 

Лемма 2. Если 2, ^.-предмногообразия полугрупп с нулем и й с й , то 
для любой полугруппы S с нулем и для всякого ординала а, /?а(й, S)cRa(2, S) 
и Л. (R,'5) с ^ ( 8 , 5 ) . 

Из леммы 2 непосредственно следует 
Лемма 3. Пусть й—пред'многообразие полугрупп с нулем, S— (идеально) 

^-разрешимая ступени т полугруппа с нулем, 2~подпредмногообразие из й. 
Если полугруппа S является (идеально) ^-разрешимой, то ступень ее (идеаль­
ной) й-разрешимости не меньше *[• 

Следующая лемма легко доказывается трансфинитной индукцией по орди­
налу а. 

Лемма 4. Пусть Q—riped многообразие полугрупп с нулем, i = ind 96, 
S— произвольная полугруппа с нулем. Тогда для любого ординала а. /?а(96, S) cz 
c/Ce(S, S)cS l". 

Лемма 5. Если пред многообразие 96 полугрупп с нулем содержит много­
образие Z, то всякая *\-ступенно нильпотентная полугруппа является -\-cmy-
пенно идеально ^-разрешимой и, следовательно, -\-cmy пенно ^-разрешимой 
(-[—произвольный ординал). 

Для доказательства достаточно заметить, что ind 96 > 2, после чего вос­
пользоваться леммами 2 и 4. 

В дальнейшем нам понадобится знание минимальных и предполных пред-
многообразий полугрупп с нулем. 

Лемма 6. Классы 9Л, 6, Z, и только они, являются минимальными 
пред многообразиями полугрупп с нулем. Любое нетривиальное предмного-
образие полугрупп с нулем содержит какое-нибудь минимальное предмного-
образие. 

Доказательство этой леммы является небольшой модификацией доказа­
тельства предложения 6 работы [4] и мы его опускаем. 

Следствие . Минимальными подмногообразиями многообразия 91 являются 
многообразия 6, Z, и только они. 

Заметим, что это утверждение отмечалось в [10]. 
Мы опустим ввиду простоты доказательство следующей леммы (ср. с [12]). 
Лемма 7. Нетривиальное пред многообразие 36 полугрупп с нулем явля­

ется SR-, 6-, Т-предполным тогда и только тогда; когда 96 состоит соот­
ветственно из полугрупп с нулем без кручения, клиффордовых полугрупп 
с нулем, нильполугрупп. 

§ 2. Конечно достижимые многообразия полугрупп с нулем 
Т е о р е м а 1. Нетривиальное многообразие 96 полугрупп с нулем конечно 

достижимо в Ъ1 тогда и только тогда, когда 'З.—клиффордово многообразие. 
При этом 96 \-cmyпенно достижимо в У1. 

Справедливость этой теоремы будет вытекать из нижеследующих лемм. 
Лемма 8. Для всякого нетривиального клиффордова пред многообразия 

96 полугрупп с нулем и любой полугруппы S с нулем имеет место равенство 
R{% S) = R(<o,S). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Факторполугруппа 5/р(96, S) принадлежит 96 и по­
этому является полуструктурой вполне простых, полугрупп (см., напр., [7]). 
Ясно, что нуль полугруппы 5/р(96, 5) образует отдельный компонент этого 
разложения. Переходя к прообразам при естественном гомоморфизме S на 
5/р(96, S), получим полуструктурное разложение полугруппы S, причем одним 
из компонентов этого разложения будет идеал /?(96, S). Теперь понятно, что 
R(<5, S)czR($., S). С другой стороны, очевидно, что 6 с: 96 и, следовательно, 
/?($, 5 ) с / ? (€ , S). Таким образом, /?(96, S) = R(&, S). 

file://-/-cmy-
file://-/-cmy
file:///-cmy


32 Л. М. Мартынов 

Учитывая, что компоненты наибольшего полуструктурного разложения 
любой полугруппы уже неразложимы в полуструктуру своих подполугрупп [14], 
из леммы 8 получаем следующее утверждение. 

Лемма 9. Любое клиффордово пред многообразие полугрупп с нулем 
является 1-ступенно достижимым в 91. 

В случае полугрупп свободные полугруппы для многих типов предмного-
образий не являлись конечно достижимыми (см. [4]). В нашем случае таких 
типов предмногообразий гораздо меньше, а именно, справедливо 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть 96—нетривиальное пред многообразие полугрупп 
с нулем, F—свободная, полугруппа с нулем. Тогда F либо 1-ступенно ^-раз­
решима, либо является ^-разрешимой ступени ш; второй случай имеет место 
тогда и только тогда, когда 96—нетривиальное пред многообразие нильпо-
лугрупп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 96—-нетривиальное предмногообразие нильпо-
лугрупп, то Z сг 96. Так как F есть ш-нильпотентная полугруппа, то по лем­
ме 5.F является ш-ступенно 96-разрешимой, т. е. /?ш(96, F) = 0. С другой сто­
роны, у F нет ненулевых нильподполугрупп, и поэтому /?n(96, 3).ф 0 при #<щ. 
Таким образом, в этом случае F есть 96-разрешимая ступени со полугруппа. 

Пусть 9: не является предмногообразием нильполугрупп. Тогда в силу 
лемм 6 и 7 96, содержит один из классов 6, 9Л. Если 6 с 96, то из очевидного 
равенства R(<5,F) — 0 по лемме 2. получаем /?(96, F). = 0 и, следовательно, 
F в этом случае 1-ступенно 96-разрешима. Если 9JIQ96, то в силу хорошо 
известного факта о совпадении классов свободных алгебр в предмногообразий 
алгебр и многообразии, им порожденном (см., напр., [3]), и равенства var9Jl=3l 
имеем p(3J?, F) = p(%, F). Из построения вербальной ^-конгруэнции легко 
следует, что R(%F) = Q. Но тогда R(m,F) = 0 и по лемме 2 R(<$,F) = 0. 
Таким образом, в этом случае F 1-ступенно 96-разрешима. Предложение 1 
доказано. 

Л е м м а 10. Пусть и — v—такое тождество, что Z сг 2 == [и = v] и 2 Ф 91. 
Тогда существует ш-нильпотентная полугруппа, являющаяся 2-разрешимой 
ступени со. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим два возможных случая. 
1, и (х,, . . . , хт) = v (JC[,'..., хт)~уравновешенное тождество. 
Возьмем свободную полугруппу/7 с нулем над алфавитом X = {xt] \i = 0, 1, 

2,...; j = 1,..., т] и в ней построим последовательность значений данного 
тождества: 

и1+1 = и (хащиг... щ,..., х-тщщ ... щ), vl+1 = v {хпщщ ... и;,..., х1тихщ ... щ). (1) 
Докажем, что в качестве искомой полугруппы в этом случае можно взять 
полугруппу S с нулем, заданную множеством X образующих и множеством 
\vk — 0\k — \, 2,...} определяющих соотношений. 

Покажем сначала, что слово ui+l—ненулевой элемент полугруппы S. Для 
этого достаточно установить, что никакое слово vk не является подсловом 
ни одного из слов и / + , , т. е. 

со 

«/+i€U Ы при I = 0,1,2,... (2). 
t 

Докажем это соотношение индукцией по и При i==0 имеем и^ [) (vh), т. к. 
в силу определения (1) и, = и (х01,..., х0т) ф v (хп ,..., x0J = vt, / {их) = I (vx) 

оо 

и /(и1)</(г'А) при k> 1. Пусть />0 и уже доказано, что и,Д \j,(vk) при <y<i. 
, . со 

Предположим, что ui+l£[j (vk). Тогда1 существует такой номер k0 > 0, что 
ui+l£(vk ). Ввиду очевидного неравенства t(ul+l) < l(vk) при k > i + 1 полу­
чим kQ < i -f- 1, Поскольку ,l(ui+l) = t,(Vi+i) и Щ+\Ф^1+\ по определению (1), 
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ясно, что ul+l(l(vi+l), и поэтому k0 < i. Теперь из того, что vka есть подслово 
слова ul+l, & 0 <i , xtJ£E(ui+l) и xi}^E{vK) в силу (1) с необходимостью сле­
дует, что vk —подслово слова щщ.-.щ. Учитывая предположение индукции 
(vk не является подсловом ни одного из слов щ, и 2 , . . . ,и ( ) , очевидные взаи­
моотношения длин слов vk., ux, Й2 ) . . . ' ,« , - , а также то, что vk не может быть 
подсловом слова uxu%...uk (начальная буква слова vk не входит в запись 
слова и1щ...и1г_1), заключаем, что vk должно быть подсловом слова а д + 1 , 
где ku < s < г, причем начало слова vk расположено в us) а конец—в us+l. 
Последнее же означает, что начальная буква xsi слова us+x входит- в запись 
слова г»йч. С другой стороны, из определения (1) следует, что xs}^E(vk) при 
любом К « и любом j = 1,. . . , т, в частности, xsj^.E(vk). Полученное про­
тиворечие доказывает соотношение (2). Таким образом, и1+1—ненулевой эле­
мент полугруппы S. 

Заметим теперь, что S изоморфна факторполугруппе Риса F/V, где 
V= U (v.k). В частности, отсюда следует, что ненулевые элементы полугруппы S 

однозначно представимы в виде произведения элементов из X. Основываясь 
на последнем и учитывая (2), .теперь легко сделать вывод о том, что 5 явля­
ется ш-нилыютентной полугруппой. Ввиду очевидного включения Z c r 2 и лем­
мы 5 S есть со-ступенно 2-разрешимая полугруппа, т. е. Rm (9E, S) — 0. Остается 
доказать, что R„(2, S)=fc0 при п < со. Покажем, что ui+1 ^Ri+i (2, S) при i < со. 
При г = 0 упорядоченная пара (их, 0) элементов из S является значением тож­
дества и (хх,..., хт) = v (хх,..., хт) при Xj = xQ], а поэтому (их, 0) £ р (2, S) и 
a i € # i ( 2 i 5). Пусть i > 0 и ai^:Ri(2, S). Поскольку всякий последующий член 
вербальной 2-цепи полугруппы S является идеалом в предыдущем, элементы 
х^ихи2 ... ut (у = 1,..., т) принадлежат Rt(2, S). Но тогда в силу определения (1) 
и определяющих соотношений полугруппы S имеем (и1+х, 0) £р (2, Rt (2, S)) и, 
следовательно, a /+i £/?(2, /?г (2, 5)) = /? /+1 (2, 5), Таким образом, ui+x £ / ? т (2, 5) 
при i < ш. Ввиду доказанного в предыдущем абзаце, Rn (2, S) ф 0 при /г < со. 

Итак, в рассмотренном случае 5 есть со-нильпотентная 2-разрешимая сту­
пени w полугруппа. 

2. и = 'v.—неуравновешенное тождество. 
В этом случае многообразие 2 состоит из периодических полугрупп с ну­

лем и, следовательно, в 2 истинно тождество хг+т — хг, причем из условия 
Zcr2.следует, что г > 2. Рассмотрим полугруппу S, являющуюся 0-прямым 
объединением [7] всевозможных моногенных нильполугрупп. Ясно, что & есть 
ш-нильпотентная полугруппа. По лемме 5 5 является со-ступенно 2-разрешимбй 
полугруппой с нулем, причем понятно, что ступень ее 2-разрешимости равна со. 
Лемма 10 доказана. 

Л е м м а 11. Любое ограниченное пред многообразие 9Е пЬлугрупп с нулем, 
содержащее многообразие Z, не является конечно достижимым в 91. 

В самом деле, из ограниченности 9£ следует выполнимость в 96 некото­
рого нетривиального тождества u = v, в частности, $ c g = [« = ti] и, следо­
вательно, Z c g . По лемме 10 существует со-нильпотентная. 2-разрещимая сту­
пени со полугруппа 51. В силу лемм 3 и 5 5 является 96-разрешимой ступени со 
полугруппой, а значит, 9Е не является конечно достижимым в 91. 

Справедливость теоремы 1 вытекает непосредственно из лемм 9 и 11,если 
иметь в виду следствие из леммы 6 и лемму 7. 

Учитывая, что в силу леммы 7 неклиффордово предмногообразие периоди­
ческих полугрупп с нулем содержит многообразие Z, из лемм 9 и 1Г получим 

П р е д л о ж е н и е 2. Нетривиальное предмногообразие 86 периодических 
полугрупп с нулем либо 1-е ту пенно достижимо в 'St и при этом 96 клиф-
фордово, либо не является конечно достижимым в 9L 

Для предмногообразий нильполугрупп имеет место следующее 
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П р е д л о ж е н и е 3. Нетривиальное предмногообразие 96 нильполугрупп 
не является i-ступенно достижимым в У1 ни для какого ординала f. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 1 любая свободная полугруппа 
F0 с нулем является ^-разрешимой ступени со. Пусть а. > 0—произвольный 
ординал и S = аш. Каждому J3 < а поставим в соответствие полугруппу So , 
изоморфную F, а ординалу а—одноэлементную полугруппу Sa, и будем считать 
эти полугруппы попарно непересекающимися. Так же, как и при рассмотрении 
случая III при доказательстве теоремы 2 работы [15], убеждаемся в том, что 
ординальная сумма (последовательно аннулирующая связка по терминологии [13]) 
этих полугрупп есть ^разрешимая ступени 8 полугруппа с нулем. Ввиду про-
извольности выбора ординала а отсюда легко следует, что 96 не является 
-jf-ступенно достижимым в Ш ни при каком ?• 

В заключение этого параграфа сделаем 
З а м е ч а н и е 1. Аналоги лемм 6—11, а следовательно, теоремы 1 и пред­

ложений 1—3, имеют место для коммутативных полугрупп с нулем. Это хорошо 
видно из доказательств указанных утверждений. 

§ 3. у-ступенно идеально достижимые многообразия полугрупп с нулем 

Т е о р е м а 2. Нетривиальное многообразие 96 полугрупп с нулем либо 
\-cmyпенно идеально достижимо в 91, либо не является ч-ступенно идеально 
достижимым в 91 ни для какого ординала ~\. Первый случай, имеет место 
тогда и только тогда, когда выполняется одно из эквивалентных условий: 
а) 96 клиффордово и замкнуто относительно коммутативных связок; 
б) 96 замкнуто относительно идеальных расширений. 

Доказательство этой теоремы основано на идеях работы [6] (см. доказа­
тельство теоремы 2). Эквивалентность условий а) и б) можно получить, не­
сколько модифицировав доказательство равносильности аналогичных условий 
теоремы 2 из [6] (см. доказательство леммы 3). Равносильность свойства 1-сту-
пенно идеальной достижимости многообразия 96 полугрупп с нулем и свойства б) 
также легко получить, основываясь на рассмотрениях статьи [6] (см. также [10], 
теорему 4). Окончание доказательства теоремы 2 будет вытекать непосред­
ственно из нижеследующих лемм. 

Л е м м а 12. Пусть й—замкнутое относительно ординальных сумм пред­
многообразие полугрупп с нулем, 96—его подпредмногообразие. Если суще­
ствует идеально "^.-разрешимая ступени ш полугруппа А0 с внешне присое­
диненным нулем, то 96 не является ч-ступенно идеально достижимым в "R 
ни для какого ординала у. 

Доказательство этой леммы проводится так же, как и доказательство пред­
ложения 3, только вместо полугруппы F0 нужно взять полугруппу А° (см. так­
же доказательство теоремы 2 из [6]). 

Л е м м а 13. Пусть F—свободная полугруппа с нулем, F = F0ZDF1^ ...— 
идеальная цепь полугруппы F. Тогда любой ненулевой член этой цепи с на­
туральным номером п содержит подполугруппу, изоморфную F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по п. При п = 0 эта лемма 
верна. Пусть п > 0, X-t (i < п)—свободное порождающее множество подполу­
группы S, из Fi, изоморфной F, /„—ненулевой элемент из Fn. Положим 
Хп = fnXn-i- Ясно, что XncFtl и \Хп\ = \Х„_1\. Поскольку по построению. 
все слова из Хп имеют одинаковую длину, очевидна однозначная представи­
мость элементов полугруппы (Хп) в виде произведения элементов из Хп. Ска­
занное означает, что подполугруппа $п = (Хп)° с нулем полугруппы Fn свободно 
порождается множеством Х„ и, следовательно, изоморфна F. 

Л е м м а 14. Пусть 'У.—предмногообразие полугрупп с нулем, содержа­
щее Z. Тогда любая свободная полугруппа F с нулем, не принадлежащая 96, 
является идеально 'У.-разрешимой ступени ш. 

В самом деле, будучи ш-нильпотентной, по лемме 5 F является ш-ступенно 
идеально OS-разрешимой. С другой стороны, если /<"„(96, F) Ф0 для некоторого 
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#<<!>, то согласно лемме 13 в Kn(S£, F) есть подполугруппа, изоморфная F, 
и поэтому /Сл+1(96, F) ФО. Таким образом, F— идеально 96-разрешимая сту­
пени со полугруппа с нулем. 

Лемма 15. Пусть й—пред'многообразие полугрупп с нулем, замкнутое 
относительно ординальных сумм, 96—его подпредмногообразие, содержащее 6. 
Если 96 не замкнуто относительно идеальных расширений в % то в Й суще­
ствует идеально 96-разрешимая ступени ш полугруппа S с внешне присоеди­
ненным нулем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А—идеально 96-разрешимая ступени 2 полу­
группа из й. Каждому п < ю поставим в соответствие полугруппу Sn, изоморф­
ную А, а ординалу ш—одноэлементную полугруппу 5т = 0, и считаем эти 
полугруппы попарно непересекающимися. Пусть S = 50 + Sx + ... + Sn + ••• + О 
обозначает ординальную сумму полугрупп 5„(/г<со). Ясно, что S—полугруппа 
с внешне присоединенным нулем и 5 ( й . Рассмотрим ряд идеалов полугруп­
пы S: S=7 ,

0=Dr1=D...=3 7,„=>...=)7,
m = 0, где T3k = Sk + Sk+l +.... + О, 

T3k+i = K(<$,S) + Sk+l + ...+ 0, 73ft+2 = 0k + Sk+l + ... + 0 и 0А-нуль полугруп­
пы Sk (k = 0, 1,...). Очевидно, что Тп/Тп+1£%, при я О (условие б^Е96 исполь­
зуется только при доказательстве соотношения Тзк+21Тг(к+1)^,-£) и {] Т„ = 7^=0. 

Понятно также, что /С„(96, 5 ) с Г в при я О и поэтому /Сш(9£, 5) — 0. Пока­
жем, что 5„ + 5„+1 + ... + Oc:/C„(96, 5) для п < to. При /г = 0 это включение 
справедливо. Пусть /г > 0 и 5 n - 1 + Sn + ... + ОсКп-Х (96, 5). В силу леммы 1 
ВД - d U0)=/С(9Е, 5„_,) U О с /С (96, /Св_! (96, 5))=АГ„ (96, S). Поскольку К„ (96, S ) -
идеал в /С„_! (9с, 5), iC(9c, 5„_,) ^ 0 и согласно определению 5 любой элемент 
из АТ(96,. S„_i) является единицей для любого элемента из Sn + 5л+1 + ... + 0, 
то Sn + Sn+l + ... + 0 £=/<-„ (96, 5). Таким образом, АГЯ(96, 5) =£ 0 при я < со, что 
заканчивает доказательство леммы 15. 

Леммы 14, 15 и 12 завершают доказательство теоремы 2. 
В случае коммутативных полугрупп с нулем имеет место утверждение, 

аналогичное предложению 1 из [6]. 
П р е д л о ж е н и е 4. Нетривиальное подмногообразие 96 многообразия ЭД 

либо \-cmyпенно идеально достижимо в % (равносильно, является клиффор-
довым), либо не является уступенно идеально достижимым в % ни для 
какого ординала f. 

Доказательство этого предложения будет опираться на следующую лемму, 
которая окажется нам полезной и при решении другого вопроса. 

Лемма 16. Всякое пред многообразие 96 клиффордовых инверсных полу­
групп с нулем замкнуто относительно идеальных расширений, в 91 и факто­
ров Риса. 

Действительно, пусть в полугруппе S с нулем существует идеал Т такой, 
что Т £96 и 5/Г £96. Тогда S—клиффордова инверсная полугруппа, и поэтому 
является полуструктурой групп Gt (i£/). Поскольку Gi f| T равно 0 или G,-, 
то Gi. £ 96 и, следовательно, полугруппа 5, будучи поддекартовым произведе­
нием полугрупп G? [16], принадлежит 96. Таким образом, 96 замкнуто относи­
тельно идеальных расширений в 91. Далее считаем, что 5—произвольная полу­
группа из 96 и Т1—любой ее идеал. Тогда факторполугруппа S/T является 
полуструктурой некоторого множества групп Gj(j(:Jcz[) таких, что 0°£96, 
а значит, поддекартовым произведением полугрупп G°£9E. Отсюда следует, 
что 5/Г£96. 

Справедливость предложения 4 вытекает теперь непосредственно из лемм 
16, 14, 12 и теоремы 2. 

П р е д л о ж е н и е 5. Подмногообразие ^многообразия 93 либо \-ступенно 
идеально достижимо в 93, либо не является -\-ступенно идеально достижи­
мым ни для какого порядкового числа -(• Первый случай имеет место тогда 
и только тогда, когда 96 совпадает с одним из многообразий 23, Э, 6, \х2 = х, 
хух = ху\, [х2 = х, л;ул: = у;с]. 
3* 
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В самом деле, тот факт, что указанными в конце предложения 5 много­
образиями исчерпываются замкнутые относительно идеальных расширений в 91 
многообразия связок с нулем, известен [10] (он легко получается из предло­
жения 2 работы [б]). Теперь остается только сослаться на леммы 15, 12 и 
теорему 2. 

В заключение докажем 
П р е д л о ж е н и е 6. Существует пред многообразие 96 клиффордовых полу­

групп с нулем, удовлетворяющее следующим условиям: 
1) класс 96 замкнут относительно идеальных расширений в 9i; 
2) класс 96 замкнут относительно факторов Риса; 
3) в произвольной полугруппе с нулем объединение всех ее идеалов, при­

надлежащих классу 96, содержится в 96; 
4) класс 96 не замкнут относительно гомоморфных образов. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (/—конечная группа, обладающая фактором Н, 

неразложимым в поддекартово произведение подгрупп группы О (такая группа 
существует, напр., специальная линейная группа SL2 (5)—факторгруппа этой 
группы по ее центру изоморфна знакопеременной группе А5, которая проста 
и не является подгруппой группы SLZ (5)). Рассмотрим предмногообразие 96, 
порожденное полугруппой G0. Ясно, что класс 96 состоит из клиффордовых 
инверсных полугрупп с нулем и поэтому по лемме 16 замкнут относительно 
факторов Риса и идеальных расширений в % т. е. условия 1) и 2) выполнены. 
Пусть S—произвольная полугруппа с нулем, Т— объединение всех идеалов Tt 
( i£ / ) полугруппы S, принадлежащих классу 96. Будучи клиффордовой, полу­
группа Т в силу теоремы 4.6 из [7] является коммутативной связкой своих 
вполне простых подполугрупп Pj (/ '£/). Ясно, что полугруппа ,Р} для всякого 
j£J включается в Ту для некоторого 1(^1 и поэтому Р/°£96. Так как идемпо-
тенты полугрупп из 9с коммутируют, то Р;—группа для всякого -j^J. Но 
тогда Т есть поддекартово произведение полугрупп Pf из 96 и, следовательно, 
Т £96. Таким образом, 96 удовлетворяет условию 3). Наконец, понятно, что 
полугруппа №, являющаяся гомоморфным образом полугруппы G0 из 96, не 
принадлежит 96 и, таким образом, условие 4) также выполнено. 

З а м е ч а н и е 2. Предложение 6 дает утвердительный ответ на вопрос 
работы [10] о. существовании радикально-полупростых классов полугрупп 
с нулем, удовлетворяющих тождеству х"= х и не являющихся многообра­
зиями. 

З а м е ч а н и е 3. Для полугрупп с сигнатурным нулем имеет место аналог 
теоремы 1 из [6] и аналоги свойств а), с), d), e) идеальной разрешимости 
(см. там же), что вытекает непосредственно из рассмотрений работы [6]. 

Автор глубоко благодарен Л. Марки, приславшему препринт своей рабо­
ты [10] и обратившему внимание на решаемые здесь вопросы, и Л. Н. Шев-
рину за ряд полезных советов. 
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