
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2004, том 40, Л* 1, с.4Ы6 

= О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я = 

УДК 517.977+517.926 

ГЛОБАЛЬНАЯ ПРИВОДИМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ 
УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ К СИСТЕМАМ 

СКАЛЯРНОГО ТИПА 
© 2004 г. С. Н. Попова 

Рассмотрим линейную управляемую систему 

± = A(t)x + B{t)u, хеш71, иешт, « ек , (1) 

с ограниченными и кусочно-непрерывными на Ш матричными коэффициентами А(-) и В(-). 
Предположим, что управление и(-) в системе (1) задано по принципу линейной обратной 
связи и — Ux, где га х гг-матрица [/(•) также предполагается ограниченной и кусочно-непре­
рывной. Тогда (1) переходит в замкнутую систему с ограниченными кусочно-непрерывными 
коэффициентами 

х = (A(t) + B(t)U)x, х е K n , t е R, (2) 

для которой определены характеристические показатели и другие инварианты преобразований 
Ляпунова однородных систем [1, с. 42; 2, с. 245]. Возникает вопрос о возможности построения 
управления {/(•) такого, что какой-либо ляпуновский инвариант системы (2) с выбранным 
[/(•) окажется совпадающим с любым допустимым наперед заданным значением этого инва­
рианта. Описанное свойство системы (2) называется глобальной управляемостью этого ляпу-
новского инварианта. 

В настоящей работе установлена глобальная скаляризуемость равномерно вполне управля­
емой [3] системы (1), под которой понимается существование для произвольной наперед задан­
ной кусочно-непрерывной и ограниченной на Ш скалярной функции р(-) такого управления 
[/(•), что система (2) с этим управлением асимптотически эквивалентна [4] системе 

z=p(t)z, г е Г , (3) 

т.е. найдется преобразование Ляпунова z = L(t)x, связывающее системы (2) и (3). На основе 
этого результата установлена глобальная управляемость ряда ляпуновских инвариантов сис­
темы (2), в том числе полного спектра показателей Ляпунова, коэффициентов неправильности 
Ляпунова, Перрона и Гробмана, приводимости, устойчивости показателей, а также одновре­
менная глобальная управляемость центральных показателей и и fi. 

Введем необходимые обозначения и соглашения. Пусть Шп - евклидово пространство раз­
мерности п со стандартной нормой || • ||. Через Мтп будем обозначать пространство веще­
ственных матриц размерности га х п (при га = п пишем М п ) со спектральной нормой, т.е. 
операторной нормой, индуцируемой в М ш п евклидовыми нормами в Шп и М ш ; Е G М п -
единичная матрица. 

Пространство ограниченных кусочно-непрерывных отображений [ / : / — > M m n , опреде­
ленных на произвольном промежутке I С Е, с равномерной нормой ||С/| |с(/) : ~

 suP{il̂ Mil : 

t е 1} будем обозначать КСтп(Т)] КСп{1) := КСпп(1). 
Будем говорить, что матричная функция В : М —> Мпт кусочно равномерно непрерывна 

на R, если В Е КСптп(Щ; существует такое До > 0 , что длина каждого интервала непрерыв­
ности JQ, a G А С N, функция В(-) удовлетворяет неравенству | / Q | > До; для любого е > О 
найдется такое S — 5(e) > 0 , что для каждого а Е А и для всех t,s G удовлетворяющих 
неравенству \t — s\ < 5, выполнено соотношение \\B(t) — B(s)\\ < е. 

Матрицу Коши однородной системы 

х - A(t)x (4) 
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будем обозначать X(t,s). Для произвольной кусочно-непрерывной ограниченной функции 
р : Е —> Е положим р = lim t~l №p(s)ds и р — lim t - 1 Г?p(s) ds - соответственно 

верхнее и нижнее средние значения функции р(-). В оценках будем использовать величины 
а : = | | A | | C ( R ) , Ь : = | |S | |c(R)-

Теорема 1. £"слг/ система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 
непрерывна, то для любой ограниченной кусочно-непрерывной функции р : Е —> Е существу­
ет управление U(-) Е i ^ C m n ( E ) такое, что система (2) при U — U(-) асимптотически 
эквивалентна системе (3). 

Доказательство. Пусть система (1) сг-равномерно вполне управляема. Согласно теоре­
ме 2 [5], существуют такие невырожденные матрицы k Е Z , что для любой верхней тре­
угольной матрицы Н Е Мп с положительными диагональными элементами найдется управ­
ление U(-) Е КСтп(Ш), обеспечивающее для матрицы Коши Xu(t,s) системы (2) равенства 
Xu{ka, (к - 1)а) = Х{ка, [к - l)a)FkHF~\ fcGZ, причем < / , \\F^l\\ < / при некото­
ром / > 0. 

По теореме о QJR-разложении [6, с. 139] при всяком к Е Z для обратимой матрицы 
Fk+\X(ka, (к — l)a)Fk существуют ортогональная матрица Qk и верхняя треугольная мат­
рица Rk с положительной диагональю такие, что F^lX{kc,{k — l)a)Fk = QkRk. Тогда 
Х(ка, (k — l)a)FkR^lF^1 = Fk+iQkF^1. Возьмем любую ограниченную кусочно-непрерывную 
функцию р : Е - » Е и для произвольных s,t Е Е обозначим s) = exp Js р (т) dr. 
Тогда ¥>(s,t) — ¥> _ 1(*> 5) и У>(*>5) = r ) ¥ K r > 5 ) Д л я в с е х * ? S ? T € ^ Матрица := 
:= R~1(p(ka^ (к — 1)<т) верхняя треугольная с положительными диагональными элементами, 
поэтому существует управление U(-) Е i f C m n ( E ) такое, что 

Хи(ка, {к - 1)<т) = Х{ка, (к - l)a)FkHkF~l = Х(ка, (к - l)a)FkR-lF-l<p{ka, {к - 1)<т) = 

- Fk+lQkF~l^(ka, (к - 1)а), к Е Z . 

Перемножая эти матрицы, при каждом А; Е Z получим 

Хс/(Л<7,0) = Хи(ка, {к - 1)а)Хи((к - 1)о~,(к - 2) а) • • • Хи(а, 0) = 

- Fk+lQkF^<p(ka, (к - l)a)FkQk^F^{{k - 1)<т, {к - 2)а) • • • F2Q\F{l(p(a, 0) -

= Fk+lQkQk.x • • • QiF{lip(ka, 0) = : FMQkF^<p(ka, 0), 

где матрица Qfc ортогональна как произведение ортогональных матриц. 
Докажем, что L(t) := Xu(t,0)(p(0,t) - матрица Ляпунова. Действительно, при каждом 

к Е Z и всех t Е [(& — 1)<т, fccr] справедливы оценки 

| |L(t) | | = \\Хи{1М)Хи{ко,ЪМШ\ < ЦХи^коЦЦХи^ОШОЛ < 
^explCa + b l l ^ l l c M I I ^ + i l l l l Q . l l l l F f ^ l ^ O M O ^ ) < 

< exp((a + 6 | | t f | | < » / 2 ф ° , t) < f2 exp((a + b\\U\\c + \\p\\c)°) =: /, 

HL" 1 ^)! ! = 1 1 ^ ( 0 , * M * , 0 ) | | < 

< 11^+! II HQ*1!! ||^(0, fca)exp((o + 6 | | t / | | c ) a M t , 0 ) < f2 exp((a + Ь\\и\\с)а)ф,ка) </, 

следовательно, | |L | | c < / < оо, | | L _ 1 | | c < I < оо. Кроме того, 

L(*) = Xu(t, 0)<p{0, t) + Xu(t, 0)ф(0, t) = (A(t) + B(t)U(t) - p(t)E)L(t), 

поэтому | | L | | C <{a + b\\U\\c + ||р||с)||£||с < сю. 
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Применим ляпуновское преобразование х — L(t)z к системе (2) с U — U(-). Тогда 

z — (L~l(t)x) (t)L{t)L-l(t)x + 

= -L-l(t){A(t) + B(t)U(t) -p(t)E)x + L-\t)(A(t) + B(t)U(t))x = L~\t)p{t)x = p(t)z. 

Таким образом, системы (3) и (2) при U — U(-) асимптотически эквивалентны. 
Следствие 1. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 

непрерывна, то система (2) обладает свойством глобальной управляемости коэффициентов 
неправильности Ляпунова, Перрона и Гробмана. 

Замечание 1. Определения коэффициентов неправильности приведены в [7, с. 77, 81]. 
Доказательство. Для произвольного числа 7 > О рассмотрим систему (3) с непрерыв­

ной и ограниченной на Ш функцией p(t) — 7(sinln(|£| + 1) + cosln(|t | + 1) + 1)/2. Поскольку 
р — 'у, р = 0 [2, с. 77-78], полный спектр показателей Ляпунова системы (3) состоит из чисел 

\ х — ... = \ п — р = 7 , а полный спектр сопряженной системы £ = —p{t)£, £ Е IRn, - из чисел 
p,i = ... = цп — (—р) — —р = 0. Следовательно, коэффициент неправильности Ляпунова 
системы (3) равен ад = Y17=i ^ ~~ ^ m t~l Jo Sp(p(s)E) ds — nj — rip — rry, а коэффициент 

H-oo ~ 

неправильности Перрона ац = ma,x{Xi+pi '• г = 1,. . . , n } = 7 . Матрица Z(t) = Eexp JQP{S) ds 
является нормальной фундаментальной матрицей системы (3), показатель Ляпунова г-й стро­
ки матрицы Z~l(t) = Е ехр(— p(s) ds) совпадает с Si = ^ lim t~l f^(—p(s) ds) = (— p) = 0. 
Отсюда вытекает, что коэффициент неправильности Гробмана равен ар = max{Aj + Si : 
i = l , . . . , n } = 7-

Пользуясь теоремой 1, построим управление U(-) Е КСтп(Ш), обеспечивающее асимптоти­
ческую эквивалентность систем (2) и (3) с выбранной функцией р(-). Тогда о~д(А + Ви) = 727, 
O~YI(A + BU) — 7 , о~г(А + BU) — 7 . В силу произвольности 7 > 0 имеем требуемое. Следствие 
доказано. 

Следствие 2. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 
непрерывна, то система (2) обладает свойством глобальной управляемости правильности. 

Доказательство вытекает из следствия 1 с учетом того, что правильность системы рав­
носильна равенству нулю коэффициента неправильности Ляпунова. 

Следствие 3. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 
непрерывна, то система (2) обладает свойством глобальной управляемости приводимости. 

Доказательство. Существование управления {/(•) , при котором система (2) приводима, 
следует непосредственно из теоремы 1 при p(t) = 0. Из следствия 2 вытекает существование 
U(') такого, что при U = £/(•) система (2) неправильна, и по этой причине неприводима. 

Замечание 2. Задачи управления правильностью и приводимостью систем вида (2) в 
случае гладких коэффициентов и скалярного управления (га — 1) рассматривались в [8, с. 33; 
9, с. 310-311]. 

Следствие 4. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномер­
но непрерывна, то центральные показатели ш и Q системы (2) одновременно глобально 
управляемы, т.е. для любых чисел а < /3 найдется управление U(-) Е КСтп(Ш) такое, что 
ш(А + BU) — а, П(А + BU) = /3 . 

Доказательство. Возьмем любые числа а < f3 и положим p(t) = а + (/3 — a)(sinln(| t | + l ) + 
+ cos ln(|t| + 1) + 1) /2 . Тогда р — а, р — /3. Матрица Коши системы (3) имеет вид Z(t,s) = 

= i?exp J*p(T) dr, поэтому для центральных показателей этой системы с выбранной функцией 
р{-) справедливы равенства [2, с. 116-117, 537] 

к 

ШЕ)=Ш lim ±J^\n\\Z((i-l)T,iT)\\-1 = ^ X l n ( e x P / p(s)ds) 
1=1 i T 

(i-l)T -1 
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к i T k T 

lim Km — S2 / p(s) ds = lim lim — / p(s) ds = p = a, 
2 — 1 \ Ф П l ( i - l ) T 

fi(p(-)S) = lim lim" ^ 5 > | | Z ( » T , ( t - l ) T ) | | = lim Ш-±= [p(s)ds=p = p. 
*=1 о 

Построим управление £/(•) G i f C m n ( I R ) , обеспечивающее асимптотическую эквивалентность 
систем (2) и (3). Тогда о;(А + В17) - и(р{-)Е) = а, П{А + BU) = П(р(-)Я) = /3, что и 
требовалось. 

Теорема 2. #сл^ система (1) равномерно вполне управляема, то существуют такие 
/3 > О и I > О, 'что для произвольной матрицы Q(-) G i fC n ( IR) , ||Q||c < /3, найдется 
управление U(-) G i f C m n ( R ) , ||J7||c < ÎIQIIc? гарантирующее асимптотическую эквива­
лентность системы 

y = (A(t) + Q(t))y (5) 

и системы (2) при U = [/(•). 
Доказательство. Пусть a > 0 - число, обеспечивающее a-равномерную полную упра­

вляемость системы (1). Тогда [10] существуют такие /Зо > 0 и IQ > 0, что для любого к G Z 
и любой матрицы Я G М п , \\Н - Е\\ < /3 0, найдется управление U(-) G l f C m n ( [ ( f c - 1)<т, Акт]), 
||^7||с < 'oll-ff — 1̂1? гарантирующее для матрицы Коши Xu{t,s) системы (2) выполнение ра­
венства Хи(кст,(к - 1)а) = Х(ка, (к - 1)а)Н. Пусть /3 > 0 таково, что рае130' = / 3 0 е " 2 а ( 7 . 
Так как непрерывная функция в левой части последнего равенства монотонно возрастает по 
/3 G [0 ,+оо[ от 0 до + о о , то такое значение /3 существует. Возьмем произвольную матрицу 
Q(-) G КСп(Ш), \\Q\\c < /3. Пусть Y ( i , s ) - матрица Коши системы (5). Тогда 

ка 

Y{ka, {к - 1)а) = Х(ка, (к - 1)<т) (е + j Х((к - 1)а, s)Q{s)Y(s, (к - 1)а) ds) =: 

( f c - l ) a 

=: Х{ка, {к - 1)а)Нк 

для каждого к G Z , при этом ||Я* - Е\\ < /** 1 ) о . \\Х{(к - 1)<т,з)\\ \\Q(s)\\ \\Y(s, (к - l)a) | | ds < 

< aeaae(a+Vu\\Q\\c < f3oePae2aa =/3 0 - Следовательно, существует управление U(•) € КCmn(R), 
для которого при каждом к 6 Z имеет место равенство Хц(ка, (к — 1)а) = Х(ка, (к — \)а)Нк = 
= Y(ka, (к — 1)сг). Отсюда вытекает [11] асимптотическая эквивалентность систем (5) и (2) с 
U = U(-), причем для нормы управления U(-) справедливы оценки 

\\U\\c < losuV{\\Hk -E\\:keZ}< W 2 a + ^ | | Q | | c == WWc 

Теорема доказана. 
Замечание 3. Сходные утверждения приведены в [12, 13] для более общего класса со­

гласованных систем. В отличие от теоремы 1 они не содержат липшицевой оценки нормы 
управления в зависимости от нормы возмущения Q(-)< 

Лемма 1. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 
непрерывна, то найдется управление U(•) G КСтп(Ш) такое, что система (2) при U — U(•) 
имеет неустойчивые показатели Ляпунова. 

Доказательство. Если показатели Ляпунова однородной системы (4) неустойчивы, то 
полагаем U(t) = 0 на Ш. 

Пусть система (4) имеет устойчивые показатели. Пользуясь теоремой 1, построим управ­
ление Ui(-) G КСтп(Щ такое, что система (2) с U = Ui(-) некоторым ляпуновским преоб­
разованием у = L(t)x приводится к системе у = 0, у G К п . Тогда у = L(t)x + L(t)x = 
= {L(t)L~l{t) + L(t)(A{t) + B{t)Ui(t))L~l{t))y = 0, поэтому 

L- 1 (*)L(t) = - ( A ( t ) + S ( t ) t / i ( < ) ) . (6) 
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Это же преобразование приводит систему х = (A(t) + B(i)U\(i))x + B(t)u к системе 
у = L(t)B(t)u, которая равномерно вполне управляема согласно следствию 2.1 и лемме 2.4 
из [14]. Применяя к этой системе теорему 2, найдем величины /3 > 0 и / > 0. Пусть P(t) = 
= diag(/3sin7r V l * [ , 0 , . . . , 0 ) £ М „ . Поскольку | |Р | | с = А 

найдется управление V(-) €КСтп(Ш), 
| |V | | с < ^ такое, что системы 

У = P(t)y, (7) 
у = L(t)B(t)V(t)y (8) 

асимптотически эквивалентны. Так как для системы (7) справедливы соотношения Ai(P) = . . . 
... = Хп(Р) = 0, = (З/тг > 0 [2, с. 113], из критерия устойчивости показателей [15, 16] 
вытекает неустойчивость показателей Ляпунова системы (7) и, следовательно, системы (8). 
К системе (8) применим обратное преобразование у = L(t)x, тогда с учетом (6) получим 

х = (L-l{t)y) = -L-l{t)L(t)L-l{t)y + L~\t)y = -L-l(t)L(t)x + L-l{t)L(t)B{t)V{t)y = 

- (A(t) + B(t)Ui(t))x + B(t)V{t)L(t)x = (A{t) + B(t)(Ui(t) + V{t)L(t)))x. 

Положим U(t) — U\(t) + V(t)L(t). Система (2) с U = U(-) асимптотически эквивалентна 
системе (8), поэтому ее показатели Ляпунова неустойчивы. Лемма доказана. 

Следствие 5. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 
непрерывна, то система (2) обладает свойством глобальной управляемости устойчивости 
показателей Ляпунова. 

Доказательство. Так как показатели Ляпунова системы с нулевой матрицей устойчивы, 
то существование управления £/(•), обеспечивающего устойчивость показателей системы (2), 
следует из теоремы 1 при p(t) = 0. Построение управления [/(•) , при котором система (2) 
обладает неустойчивыми показателями, осуществляется на основании леммы 1. 

Теорема 3. Если система (1) равномерно вполне управляема, В(-) кусочно равномерно 
непрерывна, то для любых чисел Х\ < . . . < А п существует управление U(-) £ КСтп(Ш) та­
кое, что система (2) при U — £/(•) правильна и имеет своим полным спектром показателей 
Ляпунова набор A i , . . . , А п . 

Доказательство. Возьмем произвольные Ai < . . . < А п . Пусть о > 0 - число, обеспечи­
вающее сг-равномерную полную управляемость системы (1). Пользуясь теоремой 1, построим 
такое управление C/i(-), что система (2) с U = Ui(-) некоторым ляпуновским преобразовани­
ем у — L(t)x приводится к системе у = 0, у EW1. Это же преобразование приводит систему 
х = {A(t) + B(t)U\(t))x + B(t)u к сг-равномерно вполне управляемой системе у = L(t)B(t)u. 
Применим к ней теорему 2 [5], тогда получим существование таких невырожденных матриц 
Fk, \Wk\\ < f, \Wkl\\ < / ? к Е Z , что для любой матрицы Н Е М п , имеющей положительные 
ведущие главные миноры, найдется управление V(-) £ КСтп([(к — 1)сг, ка]), обеспечивающее 
для матрицы Коши Yy(t,s) замкнутой системы (8) равенство Yy(ka, (к — l)a) = FkHF^1. 
В соответствии с теоремой о QR-разложении представим в виде Fk = RkQk-, г Д е Rk ~ 
верхняя треугольная, a Qk - ортогональная матрицы. Тогда \\Rk\\ = ll^cQ/T1!! < ||-Ffc|| < /> 

= WQkF^W < \\Fbl\\ < / , к е Z. Обозначим = ехр(А г а) , г = 1 , . . . ,п ; 2? = 
~ d iag(d i , . . . , d n ) и положим Нк = Q\DQk- Тогда - положительно-определенная матри­
ца, поэтому Нк имеет положительные ведущие главные миноры [6, с. 473]. Из теоремы 2 [5] 
следует существование управления V(-) £ КСтп(Ш) такого, что при каждом k Е Z 

Yv(ka,(k - 1)<г) = F ^ F " 1 = RkQkHkQ~k

lR'k

l = RkQkQ*kDQkQ*kRk

l = RkDRk

l. 

Рассмотрим систему 

z = C(t)z, z € M " , (9) 

где C(-) - кусочно-постоянная матрица, определенная равенствами 

C{t) = Ck:=Rkdi&g(\u...,\n)Rk\ te[{k-l)a,ka[, к € Z. 
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Функция С(') ограничена, так как sup{| |C^| | : к е Z} < / 2 m a x { | A i | , . . . , | А П | } . При каждом 
t еШ матрица коэффициентов C(t) верхняя треугольная с диагональю A i , . . . , А п , поэтому в 
силу теоремы Ляпунова о правильности треугольной системы [2, с. 141] система (9) правильна, 
а ее полный спектр показателей Ляпунова состоит из чисел A i , . . . , А п . 

Пусть Z{t,s) - матрица Коши системы (9). Тогда 

Z(ka, (к - 1)<т) = exp(Cfccr) = Rk exp(diag(Ai<r,. . . , Xna))R^1 = 

= Rk d i a g ( e A l * , . . . , eXnCT)R~l = RkDR~\ keZ. 

Следовательно, при каждом к Е Z имеет место равенство Yy{ka, (к — 1)а) = Z(ka, (к — 1)сг). 
Это означает [11] асимптотическую эквивалентность систем (8) и (9). 

Применим к системе (8) ляпуновское преобразование у = L(t)x, получим систему (2) с 
U — U(t) := U\(t) + V(t)L(t), асимптотически эквивалентную системе (9). Система (2) с 
построенным управлением U(-) правильна, а ее полный спектр показателей Ляпунова состоит 
из чисел A i , . . . , А п . Теорема доказана. 

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проект 03-01-
00014) и Конкурсным центром Министерства образования Российской Федерации (проекты 
Е00-1.0-5 и Е02-1.0-100). 
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