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К ОПИСАНИЮ ПРОСТРАНСТВ х | (Q) 

А. В. Скориков 

В работе рассматривается вопрос об описании пространств 
бесселевых потенциалов L p (Q), Q Ф Еп в терминах «модифици­
рованных» дробных производных Маршо. Библ. 10 назв. 

Известно описание пространств Цр(Еп) бесселевых по­
тенциалов в терминах лиувиллевских дробных произ­
водных (П. И. Лизоркин [1], [2]). Пространства Lp(Q) 
в случае Q Ф Еп исследовались в работах П. И. Лизор-
кина [3], Р. С. Стрихартца [4], В. П. Ильина [5]. В на­
стоящей заметке рассматривается вопрос об описании про­
странств Lp(Q) сужений на Q бесселевых потенциалов в 
терминах дробных производных («модифицированных» 
дробных производных Маршо). Основное внимание уде­
лено одномерному случаю (§ 1). В § 2 дается распростра­
нение на многомерный случай и показывается, что вводи­
мая нормировка пространства L"(Q) эквивалентна нор­
мировке Стрихартца — Ильина. 

§ 1. Одномерный случай. Пусть (а, Ь), — оо <; а < Ъ <; 
<; + оо, есть интервал вещественной оси. Следуя работе [6], 
определим (модифицированный лиувиллевский) дробный 
интеграл /?ф, а ) > 0 , С Е [а, Ъ] равенством 

(ЯфХ*) * Г (а) 

Ф (t)(x — ty~4t, # > с, 

] q{t)(t--xy-4t, x<c. 

(С) Издательство «Наука», 691 
«Математические заметки», 1975 г. 



Очевидно, /с
а
Ф = IW+ + / > ! , где срс

+ (*) = [* ( x ) ' * > "' 
[О, #<с , 

ф1 (ж) = { Ф'И, I < I'а 7 ± ф = ш 'г *ф - обычные 

лиувиллевские дробные интегралы по всей оси. Пусть 

(^••лм-птЬЖ" f(x)-f(x^t) dt 

— «усеченные» дробные производные Маршо. Аналогично 
(1) положим 

D«t, / = Z?» , (/ - Мс% + D1,, (/ - МС)Ч, 
где Мс = О во всех случаях, когда с = + оо или с — ко­
нечно, но а <С 1/р; если же с конечно и ос > 1/р, то 
Mc = f(c). 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что / (х) ЕЕ 
ELp(a , i), 0 < а < 1 , р > 1 , а ^ 1/р, если f (x) ^ 
E=Lp(a, &), причем /(а:) эквивалентна непрерывной на 
(а, 6) функции при а > 1/р и существует предел 

(£?/)(*)= lim (£>с%/)И-
е-ю 

(Ь р (а, Ь)) 

Норму в Lp (а, Ъ) введем равенством 

Щ^-УК^+тпк^щ- (2) 
В соответствии с обычно используемыми обозначениями 
будем писать: D\f = /)!„/, Z>!/ = /)£»/. 

Пусть 

ЛЕММА 1. Оператор Ну ограничен из Lv (с, d) в 
Lp(a, Ь) при —Ир' < 7 < !//?, причем || # Y || < к (р, у), 
где к (р, у) не зависит от а, Ь, с, d. 

Утверждение леммы есть очевидное следствие теоремы 
Шура — Харди — Литтлвуда об интегральных операто­
рах с однородным ядром. Нам понадобится также следую­
щий результат [6]. 
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ЛЕММА 2. Пусть функция f (x) представима в виде 
/ (х) = (/сфс) (я), —°° << х <. оо,гдецс (x)^Lp(—oo, оо), 
р ^> 1, р Ф 1/а. Тогда f (х) представима также в виде 
f (x) = Md + (̂ d<Pd) ix) ®ля любой другой точки d Ф с, 
где cpd (x) ЕЕ Lp (—00, 00), и Md = О при р < 1/а м Afd = 
= / (d) при р > 1/а ( d u e — конечны). 

При этом 

COSOJT, Ж Е ( С , Й ) (а при а<^1/р 
где 

{ COSOJT, Ж Е ( С , Й ) (< 
1, хф{с,Д) U Т = \ а — 1 при а > 1 / р ' 

ТЕОРЕМА 1. £Ьш / (х) е= Ьр(а, 6) туш каком-нибудь 
выборе конечной *•) точки с ЕЕ [л, 6], то / (я) Ei Lp(a, 6) 
u тгри замене точки с любой другой точкой d E [а, 6], и 

«/«1>,ь)<г(Р'а)|/|^,ь)' <4) 

где I (р, а) we зависит от а, 6, с, d. При этом (в случае 
конечного d) производные щ (х) = (Ddf) (#),; фс (#) = 
= (i)c/) (#) связаны при х ЕЕ (а, 6) равенством (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / (ж) е Ьр(а, Ъ) при 
некотором выборе точки с Ф + оо. В силу теорем 2 и 2' 
работы [7], дающих описание функций, представимых 
дробными интегралами, получаем, что / (х) представима 
в виде 

/ (х) = МС + (I*yc){x), a<x<b. (5) 
- (Фс(ж)> xEz(a,b) 

Обозначим фс (х) = { п . и пусть d 7^ + °° • 

В силу леммы 2 функция (/?ФС) (я) представима в виде 
/сФс = Md — Мс + /5фй, где $d определяется по Ф 
формулой (3). Тогда сужение фй функции cpd на (а, 6) так­
же определяется по фс формулой (3). Следовательно, из 
(5) / (х) = Md + (id9d) 0*0, Л < ^ < Ь. Поэтому / (х) 
имеет производную Ddf = q>d £= Lp(a, 6) согласно также 

*) Ниже (теорема 1') теорема 1 будет распространена и на слу­
чай с == ^ оо. 

с 
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теоремам 2 и 2' из [7]. Оценка (4) следует из (3) в силу лем­
мы 1. 

Пусть d бесконечно, например, d = — оо. Полагая 
Фс = (<р tf + (Фе)?, из (5) получаем: (Dlf) (x) = DUa

+ (<pc)c
+ + 

+ Dllt(cpc)l. Так как (фс)- — финитна в окрестности 
х == + оо, то Dll1((pc)i = (фс)1 — (см. [8], тождества 
(12)). Остается показать, что Z>*/+ (фс)+ е Lp(—оо, 6). 
Поступая аналогично [8, стр. 361], после несложных пре­
образований получаем представление 

-^|^й*^+£*мс.я<.-->*]. 
где 
k(s) = l 12s'1 [ 1 — sign (1 — s) + 5a — 2 (1 + sY + 

+ s*signs](=L1(—l,oo). 

Отсюда ВД(фвК = ^ * ( ф с ) : + ( ф с Й И ^ ( # и тог-

да || ££/£ (<рс)° \\Ьр(ау Ь) < Zx (р, а) || фс ||Lp(a> b), что и требова­
лось. 

С л е д с т в и е . Введенный класс Lp обладает свой­
ством аддитивности. Именно, пусть Qx = (al9 6X), Q2 = 
= (02> b2), Q1f]Q2 Ф О, и пусть й = QiU^V Тогда, если 
Л е ZiJ(Qi) и /а(ж) е Ьр(й2), то функция 

f/i(s), a i E Q i , 
/ (^ \U(x), ЖЕО-QI 

принадлежит пространству Lp(Q) всегда, если 1 < р < 
< 1/а и при условии непрерывности / (#) на Q, если /? ^> 
> 1/а. При зтом|| / 1 ^ < Z2 (р, а) | Д || ^ + | / 2 Ц ^ . 

(Предполагается, что пространства Lp(Q), L£(Qi), Lp(Q2) 
определяются выбором конечных точек с.) 

ЛЕММА 3. Пусть / (х) е Ьр(0, a) туш каком-нибудь 
выборе конечной точки с. Четное продолжение f(x) = 

\f(x), x^{0,a) 
, ,, ч , m функции f (х) принадлежит 

пространству Lp(—a, a). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Выбрав с = 0 в соответствии 
с теоремой 1, имеем 

I mf ||Lp(-a, a) = | Dlf | v „ , a) + \min-t)] fl Lp(-a, o), 

!^[f(-«)]lv-.o) = 

откуда и вытекает утверждение леммы. 
ТЕОРЕМА 2. Для функций f (х) e bp(Q+), где Q+ -

= (— оо, 6), шш/ (ж) ЕЕ Lp(Q_), где й_ = (а, оо), справед­
ливы представления f (х) = (.й±ф)(#), ф (ж) ЕЕ Lp (Q±), 
соответственно, где 

( Д ^ Х ^ ^ ^ - ^ Ф О Г + О * - (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для пространства Lp(— оо, 
оо) представление / (х) = (/°4|i>) (х), я|) е Lp(—оо, +оо), 

/«^ — (1 + ^2)-a/2if) хорошо известно при с .= оо (см. [1]), 
случай с конечного сводится к с = оо по теореме 1. Так как 

(Л+ф) {х) — + (1 + 1ж)"аф (ж), то представление / (ж) в ви­
де (6) в случае всей оси следует из того, что (1 + ж2)-*/'2 • 
• (1 + ixY есть р-мультипликатор в соответствии с теоре­
мой С. Г. Михлина. В случае же полуоси естественно вос­
пользоваться представлением (6) на всей оси, предваритель­
но продолжив функцию / (х) ЕЕ L*(—оо, Ь) на всю ось с 
сохранением класса согласно лемме 3. Так как совпадение 
классов Lp, определяемых конечной и бесконечной точ­
кой с, еще не доказано, то, чтобы воспользоваться леммой 
3, предварительно произведем «урезание» функции/ (х) ЕЕ 
Ez Lp(— оо, Ь). Считая для простоты 6 = 0, введем «уре­
зание» f9(x) = ар(х) f (х), где ар(х) — а (ж/р), а (х) ЕЕ С(Г 
и а (х) = 1 при | х | <С 1/2, а (ж) = 0 при | х | j> 1. По­
кажем, что Ц / — /р J) ос, оо ьч-^О ПРИ Р ->оо, действи-

р \ 5 / 

тельно, 
(D ; , 8 [O P / ] ) (« ) = 

= aP (x) (j#. 8/) (x) + ^ pv ^ / (а: - 1 ) dt 

т 



и требуемая сходимость вытекает из следующей оценки 
в Lp(— оо, 0) второго слагаемого, получаемой приме­
нением неравенства Минковского *) 

о (с* ap(x) — a9(x — t)2/ ^ J±\AV 

'—оо 

<[fC-?+2C£K- <7> 
Так как функция /р(^) финитна слева, то 

(D1 р/р) (*) = (# / р ) (*) <= ьр (- оо, 0). 

Следовательно, /Р(^) ЕЕ £р (— оо, 0) при выборе конеч­
ной точки с = — р. Тогда по лемме 3 функцию fP(x) мож" 
но продолжить на всю ось до функции fp(x) E i p ( - oo, 
оо). Для последней представление fP{x) — (./?*фр) (x), 
х ЕЕ (—оо, + оо), Ц)Р(х) ЕЕ £р(— оо, + оо) справедливо. 
Введем оператор: 

<̂ (*) = т ^ й Г -
Можно показать по той же схеме ([8], стр. 362), что и для 
производных /)*/ оператор D" является левым обрат­
ным к Я^в Lp: (D"i?*(p) (х) = ф(#), ф (х) Е= Lv{— оо, оо). 
Поэтому 
/р(ж) = (ПЖШ) %(х) = (ЛТОр)(Ж), - оо < х < + оо; 
тогда очевидно 

/Р (х) - (/?:D:/P) (*), - оо < х < о. 
Отсюда окончательно получаем (с учетом ограниченности 
К в LP)' 
l/-Jff?D?/|tp(_eO|0)< 

< ii / - /Р ity—, о+ii пжи - mif |ц,(-«. о) < 
< || / - U «V— о) + h (Р, «) II D?/P - D+7 llv—. о) < 

< ^ . « ) I / - / P L „ . 

*) Заметим, что одновременно в (7) показано, что оператор ум­
ножения на функцию а (х) 6= б1^0 ограничен в L* (— оо, 6). 
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причем в последнем неравенстве мы воспользовались эк­
вивалентностью норм || / [ а ~ || / ||L + || D" / ||L , вытека-
ющей из равенства (D*/) (х) = (/)*/) (х) + (т * f) (x), где 
т(х)= г Д а ) (1 - ег*) хТ1 g Li ( - ° о , + оо). 

С л е д с т в и е . Пусть Q полуось или вся ось. Справед­
ливо вложение 

La
p(Q)~>Lq(Q), p < g < o o , l/q>i/p-a. (8) 

Доказательство следует из полученного представления 
и не отличается от доказательства аналогичного утвер­
ждения на всей оси (см. [1], стр. 345, теорема 9). 

ТЕОРЕМА 1'. Утверждение теоремы! справедливо и в 
случае с = + оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f ЕЕ Lp (a, b) при с = 
= — оо. Как и в случае с конечного, нам потребуется 
представление типа (5). Если (а, Ъ) вся ось, то формула 

ПЯ1 (х) = * lim С jW>W dy = /(х) (9) 

доказана в теореме 4 из [2, стр. 128]. Легко видеть, что 
аналогичная формула будет верна для интегралов /* и 
производных D\ Анализ доказательства указанной тео­
ремы показывает, что она верна и для полуоси в силу до­
казанного выше вложения (8), а тогда в случае а << lip 
теорема следует из полученного представления и теоремы 
2.1 из [9, стр. 378] и теорем 2 и 2' из [7]. Пусть а > 1/р; 
определим функцию cpd (х) по функции фс (х) = ф_оо (х) = 
= (/)+/) (х) формулой (3) и рассмотрим композицию 
Id4>dN(%), где фйлг получаем из щ, заменяя с на N в фор­
муле (3). Имеем 
(Id<PdN)(x) = Id КФ-С») (Ж) + 

з т а я Г dt ?d I d - t Г ' Ч , , ^ (t) 

Меняя порядок интегрирования и вычисляя внутренний 
интеграл по формуле 3.228.1 из [10], получим 

(10) 
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Отсюда, с учетом (9), имеем lim Id ydN (х) = f (х) — f (d). 
N-*-oo 

Остается показать, что lim /5ф<ш(#) = /аф<*(#)- Действи-
тельно, пусть N < d и Q — произвольный ограниченный 
отрезок, вложенный в (а, 6). Имеем 

\\Id<pdN — IdVd \\LP(Q) < h || (Фсглг — Фсг) ||ьр(а, ъ) = 
_1\\ 1 Cd K - t r 1 ( ( P . J ? ( t ) I 

при TV ->— сх>. Отсюда существует последовательность 
NK -> — оо такая, что Ит (ld<PdNk)(х) = (J3<pd)0*0, p . p . 
х ЕЕ Й. В силу произвольности Q получаем окончательно 
/ (х) — f (d) = (Idtyd) (x); отсюда в силу теоремы 2 из [7] 
(2)5 /) (х) = фа (х). Итак, эквивалентность норм в про­
странствах Ly{a, b), взятых относительно различных то­
чек с ЕЕ Ы, Ь], показана. 

ТЕОРЕМА 3. Пространство Lp(a, b) совпадает с про­
странством сужений функций из пространтва Ь% (— оо, 
+ оо) бесселевых потенциалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим пространство су­
жений бесселевых потенциалов через R (а, Ь). Вложение 
R (а, Ь) ->• Lp (а, Ь) следует из теоремы 1. Обратное вложе­
ние при а <С \1р следует из аддитивности классов Lp (a, b); 
для этого достаточно функцию f ЕЕ Lp (a, b) продолжить 
нулем вне (а, Ь) и воспользоваться следствием теоремы 1. 
Пусть а > 1/р. Продолжим вначале функцию / (х) GE 
ЕЕ Lp (а, Ъ) на отрезок Q Z) [а, М согласно лемме 3 (с уче­
том теоремы 1', когда Q — полуось), а затем в качестве 
продолжения на всю ось, если (а, Ь) — конечный отре­
зок, возьмем функцию ф (х) = а (х) f (х) при х ЕЕ Q и 
ф (х) = О при ж §£ Q, где а (#) е С̂ ° имеет носитель в Q 
и равна 1 на (а, 6). Остается показать, что оператор 
(Tf) (х) = а (х) f (х) ограничен в Lp(a, b) при а > 1/р. 
Так как / (х) непрерывна на [а, Ь], то существует точка 
с е [а, Ы такая, что || / \\ьла,ъ) = | / (с) | (Ь — а)1^. 
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Покажем, что | Da
c{a-f) \\Lpia, b) < к \\ f \\L«(ab)-

Обозначим 
~/ \ _ 1 Ф ^ ' b>x>c * М _ | Ф ( « ) ' х>с> 
^ 1ф«Ь х<с ' Ф ( Ж ) _ 1 Ф ( Ж ) , а<х<Сс 

Имеем 

|0*.(«-/)lv.,»,= 

- К * IS 
Г00 а (х) f(x)-a (t) } (t) 

a(x)f(x)-a(t)f(t) d 

(x - i ) 1 + a 

P J / P 

+ \ dx 
(t-*)1 dt 

! + 
V) 1/P 

I + 11. 

Рассмотрим первое слагаемое (второе оценивается ана­
логично) 

a ( * ) [ / ( * ) - / ( c ) ! - а (* ) [ / (* ) - / ( с ) ] ^ PII/P 

Далее, 

+ 
= А + В. 

^\"JE^^' P-\UP 

+ 
+ 

оо (X — *) 

*-Е a ( x ) - a ( t ) г ? (МС „_„>« !/«>-/Ml * 
Р-\1/Р 

Учитывая, что а (#) удовлетворяет условию Липшица, по­
лучаем 

+*-[С^ + СЯ | / , (я-"' )" / (е ) |1* (е 'Ь)< 
< # 3 || #+,е / Цьр(с, b) + | / ||ьр(а, Ь). 

При этом мы воспользовались оценкой 

| / ( * - 0 - / ( с ) [ ь р ( с . Ь ) < 1 / ( х ) - / ( С ) | Ь 1 , ( 0 , Ь ) < 
< II / |Lp(=, ч + I / (с) | (Ь - а)«Р < 21| / | |V a , Ь). 
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Далее, 

Я = 1 / М | | | Я : А Р ( С , Ъ ) < 

^ (Ь__,а)1/Р II D+> ^ К II / К^ Ь> < М / ||ьр<а, Ь), 

поскольку нормы || Z>+, £ а ||L ограничены равномерно по 8. 
Аналогично проверяется сходимость в Lp последо­
вательности Dc)Z la-f] при 8 ->0. 

§ 2. Остановимся вкратце на переносе полученных ре­
зультатов на тг-мерный случай. Пусть Q — выпуклая 
область в Еп. Как и в одномерном случае, пустьD±tX.lZ / — 
«усеченные» дробные производные Маршо по г-й коорди­
нате. Определим на Q 

( # с . , х . , * / ) ( * ) = 

= Ю\.. (/ - Мс£] (х) + [D\% £ (/ - МСг)_}} (х), 

где ct = Ci(xx, ..., Xi-ц xi+1, ..., xn), Mc. = 0 во всех слу­
чаях, когда ct = + оэ или ct — конечно, но at <^ 1/р; 
если же с% конечно, и at > 1/р, то 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что / ЕЕ Z/Px(Q), 
О < осг < 1, р > 1, at Ф Ир, если / £= Lp (Q), при­
чем / (ж) эквивалентна непрерывной по г-й координате 
функции при аг > 1/р и существует предел: 

(Da
cj f)(x)=lim(Da

clx.,tf)(x). 
1 l £->0 l 1 

(Lp(Q)) 

Введем в ьЦ.(£1) норму ||/[| а. = ||/||Lp(Q) + || D\x. f \\LpW и 
Lpxi 

7 п а. 
положим LP(Q) = f] Lpx.(Q) с нормой 

i=l г 

ll/lr̂ ii/lvnj + sLll^/lv")-
ТЕОРЕМА 4. Нормировки пространств LP(Q), соот­

ветствующие различным функциям ct, эквивалентны. 
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Утверждение следует из теоремы Фубини и теорем 1, 1'. 
Из теоремы 3 и [4] следует эквивалентность в одномер­

ном случае нормы Стрихартца и введенной нормы, а тог­
да в силу теоремы Фубини пространства Lp (Q) совпадают 
с пространствами В. П. Ильина [3]. Далее, точно так же 
как и в одномерном случае, легко видеть, что простран­
ства Lp(Q), если Q — параллелепипед, совпадают с про­
странствами сужений бесселевых потенциалов L^(En), 
причем при at < Ир, i = 1, ..., п это справедливо также и 
для выпуклых областей в силу аддитивности классов 
La

p{Q), следующей из аддитивности в одномерном случае. 
В заключение автор выражает признательность 

С. Г. Самко за руководство работой. 
Ростовский государственный Поступило 
университет 24.VI.1974 
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