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Рассматривается задача определения выемки выброса при 
взрыве шнурового заряда на горизонтальной поверхности 
грунта. Используется гидродинамическая модель явления 
взрыва, примененная в работах [1, 2, 3] к расчету симме­
тричных шнуровых зарядов. В отличие от случаев постоян­
ного [1] или линейного [2] распределения импульсного дав­
ления взрыва на границе заряда здесь рассматривается бо­
лее общий случай переменного симметричного распределения. 

Применение зарядов переменной по сечению толщины 
может явиться одним из путей повышения эффективности 
взрыва. 

Как известно, задачи такого рода не всегда имеют ре­
шение, поэтому исследование разрешимости и свойств ре­
шения представляет определенный интерес. В настоящей 
работе доказана единственность решения. Показано, что ес­
ли существует решение для некоторого заряда, то при уве­
личении импульсного давления (не меньшем вблизи середи­
ны заряда, чем вблизи концов) решение задачи также су­
ществует, а выемка увеличивается во всех направлениях. 
Последнее свойство может быть использовано, например, 
для оценки выемки от заряда криволинейного сечения че­
рез соответствующие решения, предложенные [1] и [2]. 

Математическая постановка. Как показано в [1], по гид­
родинамической модели рассматриваемой задаче соответст­
вует следующая математическая задача. 

Требуется определить форму участка CD границы облас­
ти Gz (рис. 1) так, чтобы существовала аналитическая в Gz 
функция w(z) = ?(*,у) + ф(х, у), удовлетворяющая следую­
щим условиям на границе: 

на АВ <? = —/(х), у = 0, 0<.х<хв; 
на ВС ср = 0, у = О, хв < х < хс; 
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на £>Сф = 0, 1 — 1 
\dz I 

на AD ф = 0, х = О, О > 
> У > У ^ , , , (1) 

i day ' v ' 
\lz 

Здесь величины Хв и v* 
заданы, а параметры Хек 
XD ДОЛЖНЫ быть опре­
делены при решении за­
дачи, причем считается, 
что участок AD присутст­
вует (уо<0). 

Функция f(x) выража­
ет импульсное давление, 
создаваемое взрывом на границе заряда, и опреде­
ляется формой последнего [2]. Пусть она удовлетворяет 
следующим ограничениям: /(хв) > 0, f(x)—непрерывна; f{x)— 
— кусочно дифференцируема, и у любой внутренней точки 
х0 участка АВ найдется проколотая окрестность 0х0, где (2) 
или f'(x) < — v#, или f(x2)^.f/(x1) при любых хи х2 таких, 

v 
что х2 > х0 > хи ххх2 £ Ux0. 

Эти условия, при существовании решения поставленной 
задачи, обеспечивают его соответствие принятой модели, 

' dw I 

рис. 1 

то есть выполнение условия 
dz 

> ^* в G, 
Для доказательства рассмотрим аналитическую в Gz функ­

цию lnf —) —i6 (0 — аргумент вектора скорости), при-
\v# dz J 

меняя граничный принцип максимума поочередно к гармони-
и 6(JC, у) и используя условия dz 

ческим функциям In 
Коши—Римана. Сначала устанавливается, что значения 6 
на DC (кроме D и С) не являются максимальными или ми­
нимальными для Gz. Таким образом, на AD значение 6 ми­
нимально, а на ВС — максимально, т. е. < I 1 dw 

значения In 
U>* dz на этих участках положительны и растут от D к А и °т С 

к В соответственно. Следовательно, если бы в Gz имелись 
точки, где I dw 

\dz 
< vx, то отрицательный минимум In 1 dw 

v* dz 
имел бы место в некоторой внутренней точке х0 участка АВ 
(причем не в точке разрыва f (х), где l — ^ 0 0 ) - По прин­

те 
ципу максимума — 

дх 

dz 
< 0, а по условию (2) в этой точке 

ил | z=x0 

— неотрицательна и убывает с ростом х. Такое сочетание 
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возможно лишь при 0 > 0. В силу непрерывности б на АВ, 
с учето м Q\z=o = 

7С 

"2 
, левее 

тись точка хи где 0 = 0, т. е. 
dw 
dz 

ним 

точ 

У» 

ке Д 

dw 
Iz 
аже 

точки д:0 на АВ должна най-
| dw 
\lz = f(Xi). Тогда с учетом (2) 

= /' (^i) < / / ( * o ) < — - Таким образом, ми-
1 dz I z=x0 

1 1 1 dw1 ^ 
и In не может иметь места в какой-либо 

If* flte ) на участке АВ, и dw 
\dz 

> ^* в Gz. 

При дальнейшем исследовании используется свойство 
Ф > 0 в Ог. (3) 

Это неравенство, как нетрудно видеть, также обеспечивает­
ся условиями (2). 

Будем обозначать символом Г кривую CD. 
Т е о р е м а . Если заданы два распределения импульсного 

давления /0(х) и fx(x) на [0, Хв], удовлетворяющие условиям 
(2), причем функция /* (х) = /х(х) — /0(х) неотрицательна и 
не возрастает на [0, Хв], и задача (1) имеет решение для 
распределения / 0 (х), то задача имеет единственное реше­
ние и для распределения /х(х), при этом Gz0czGzif а кри­
вые Г0 и Г\ не имеют общих точек (индексы 0 и х отно­
сятся к решениям для /0(х) и /х(х) соответственно). 

Доказательство вариационного свойства и единствен­
ности. Сначала предположим, что оба решения существуют, 
и докажем, что Gz0czGzl. 

При доказательстве методом „от противного" предполо­
жим существование совокупности Г - участков линии Г0, ле­
жащих в GzU и введем функцию w*(z) = wi(z) — w0(z) в 
<Л=<Ло П Gzl. 

Рассматривая Г0 и 1\ пока лишь как достаточно гладкие 
непроницаемые линии и используя условие (3), получим, что 
функция w* =cp* + ity* удовлетворяет краевым условиям: 
<р* = — /* на АВ; ср* = 0 на ВС*; <\>* = 0 на AD*; ф* < 0 на 
Г~; ф* > 0 на Г+ ; f = 0 в точках пересечения Г0 и Г1в 
Обозначение Г+ принято для участков границы G*, совпа­
дающих с Г ь однако эти участки не обязательно имеются. 
За С* и D* обозначены те точки из С0, Сх и Д>, Dx соот­
ветственно, которые принадлежат границе Gz. 

Функцию w* можно представить в виде суммы функций 
Щ = Ъ + % , Щ = ?3 + 'Фз, W4 = ?4 + 'Ф* 

удовлетворяющих следующим краевым условиям на границе G*z: 
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?2 = — Т*» Тз = Т4 = 0 на Л£; ср-2 = ?з = СР4=== ° на ВС; 
ф2=0 на AD*C\ ф3 = ф4 = ° на AD*; ф3=0. Ф4=Ф* < 0 на Г~; (4) 
ф3 = ф*>0, ф4 = 0 на Г+ (если Г+ отсутствуют, то w3^0). 

Рассмотрим функцию w4. По принципу максимума ф4 < О 
в G* На AD и Г+ имеет место максимум ф4 и — < 0, от-z дп 
куда —* < 0. Таким образом приращение ср4 на AD и каждом 

ds 
из участков Г + отрицательно. Так как ср4 = 0 на ADC, то 
сумма приращений <р4 на всех остальных участках границы 
G* т. е. на Г~~, положительна. Обозначим это так: 2Аср4>0. 

г— 
При рассмотрении w2 и w3 учтем, что значения и ф2, и 

ф3 на Г~ являются минимальными, откуда, если <№2ф§ и 
чюАфО, ^ 2 > 0 и ^ > 0 , т . е . 2 ( д ? 2 + АТз)>0. Таким об-

ds ds г— 

разом, £ Ат* = 2(А?2 + д?з + д?4) > 0. (5) 
г— г— 

Примем обозначение 2 ^ 5 i Для суммы длин участков Г - , 
г— 

а 2 А $ 0 — Для суммы длин участков границы Qz0i лежащих 
г— 

вне G*, т. е. охватывающих соответствующие участки Г - . 
г) со 

Если учесть, что на Г0 и 1\ — = v#, то 2 Д ?1 = ^ « ' S д 5ь 
2 д ? о < ? v 2 A s 0 . Неравенство здесь может иметь место, 
г~ г— 
если точка D0 лежит вне G*, так как — > г>* на D0Dt. 

ds 
Отсюда должно следовать 2Аср* = 2 д ?1 —- 2 Аср0 < ?;* х 

г— г - г— 
( 2 A st—2 А 50). Вследствие выпуклости 1\ для каждого участка 
г— г— 

Г~ имеет место А^!< А 50, поэтому 2Дср*<0. Но это противо-
г~ 

речит (5), что доказывает невозможность существования 
участков Г~. 

Точки касания кривых Г0 и 1\ (в том числе D и С) так­
же не могут существовать, так как по принципу максимума 
в этих точках должно быть — > 0, т. е. - ^ - > - ^ , что про-

дп ds ds 
тиворечит условиям (1). 

Единственность решения задачи (1) следует из этого 
доказательства, так как при / 0 (#) = / i (л;) не могут сущест­
вовать отличные друг от друга кривые Г0 и Г1# 

Доказательство разрешимости. Будем считать задачу 
решенной, если известна функция г (а), описывающая в по­
лярных координатах кривую DC (г — расстояние от точки Л, 
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а— угол от направления AD). Ясно, что г (а) £ С О , —1. Как 

показано выше, г 1 (а)>г 0 (а) . Так как длина DC меньше *—> 

то М а Х ^ - ^ . Обозначим Т область — s + r 0 ( a )< r ( a ) < ^ 

пространства C|0, ^-1 (0 < е < min [ |уяо|, * с о ~ * * ] ) . 

Определим на 7Х[0,1] оператор Ф(г, X) следующим обра­
зом. Если г (а) £ Г, то, считая г (а) уравнением кривой DC, 
ограничивающей некоторую область Gz, решим в Qz крае­
вую задачу (1) при /(х) =/0(х) + X [/, (х) — / 0 (*)] , но задав 
на DC лишь одно условие ф = 0. Найденное решение по­
зволит построить область Gw в плоскости w и найти значе­
ния б на участке АВ ее границы. Очевидно, 6== — — на AD, 

6 = — на ВС. Дополнив эти условия условием In = 0 
2 | v* dz I 

на DC, решим в Gw краевую задачу относительно функции 
In — id. Восстановив z(w) и определив соответствую-

b* dz I 
щую область в плоскости z, примем полярное уравнение 
нового участка DC за результат применения оператора 
Ф(г, X). Заметим, что при выбранных условиях на границе 
Gw новый участок АВ в плоскости z будет также прямоли­
нейным и горизонтальным. 

Последовательно просматривая действия, составляющие 
оператор Ф(г, X), можно убедиться, что он непрерывен. 

Для исследования компактности оператора Ф рассмотрим 
свойства множества, в которое он отображает замыкание Т 
(при любых X £ [0, 1]). 

Из теории краевых задач известно (см., например, [4]), 
что для краевой задачи в Gw на участке DC вблизи 
точки D имеет место неравенство 

6 (ср) — б (cpD) > N0 V<t — <?D при cp0 < cp < <p*, (6) 

где N0 и ср* ~ некоторые, вообще говоря, связанные между 
собой постоянные, причем <?D_< ?*, 0 < TV < со. Выберем ср* 
одинаковым для всей области Т и обозначим Nx минимум N 
для всех г (а) £ Т. Так как Т замкнуто, то 0 < Nt < со. 

Если s — дуговая абсцисса кривой R (a) (/? (а) = Ф (г, X)), 
то для любых двух точек справедливо 

| / ? 2 - / ? l l < | « 2 - 5 l l = L | T 2 - T l | . (7) 
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Кроме того, 
X ^ XV* 

" > s l n " - « > 7 » ) (») 

Так как вследствие (6) справедливо 

f Q(?)d? > — I? — ?D|3/2, TO МОЖНО найти некоторую 
' о 

оценку х > Л̂ 2|ср — cpD|3'2, такую, что с учетом (8) 
|?-?я|<ЛГ3а2 / 3 . _ (9) 

Обозначим а* минимум а(ср*) для всех г (а) £ Г. Из (9) 
следует, что а* > 0. Тогда для 0 < at < ar < а* справедливо 

f* COS a* , ч /лг\\ 
a9 — at > — (*2 — ATj. (10) 

/(0) 

Так как 

x2 _ Xl = j sin б (cp) rfcp = j {sin 6 [cp + (?1 - cp2)] -

— sin б (cp)} rfcp + Г sin 6 (cp) rfcp, 

а первый интеграл в правой части также положителен (из-
за монотонности возрастания 6 (ср)), то с учетом (6) справед­
лива оценка | х2 — хА \ < 7V21 ср2 — cpt |3'2. 

Таким образом, из (10) следует | ср2 — срг | <<; А̂ 41 сх2 — cxt |2'3, 
что вместе с (7) дает 

I /?2 ~ R\ К ^5 I a2 — a i I2'3 при 0 < а, < а2 < а*. (11) 

Теперь рассмотрим промежуток a* < a < —. Для нагляд­
ности используем геометрическое построение (рис. 2). 
Пусть некоторому значению а на графике некоторой функ­
ции /?(а) соответствует точка К. График R(v) выпуклый 
(ибо 6(5) меняется монотонно), т. е. кривая на участке DK 
лежит „снаружи" от прямой DK. Так как 

f < /?(a).ctg h < m -ctgPfc < / - ^ c t g p * , 
da V* V* 

237 



то существует оценка 
\R2~Ri\<N6 

<z*<a< 2L 
2 ' 

a9 — a, при 
(12) 

Рис. 2 

Сопоставляя оценки (11) 
и (12), получим общую оценку 

| / ? 2 - / ? i | < W | a 2 - « i r 2 / 3 при 

Из нее следует компактность 
множества функций/?(а), т. е. 
компактность оператора Ф(г, X) 

Таким образом, оператор 
Ф(г, X) вполне непрерывен. 

Для исследования разрешимости задачи (1) рассмотрим 
операторное уравнение г = Ф(г, X). Ясно, что решение зада­
чи (1) удовлетворяет этому уравнению при Х = 1 . 

Если бы существовало некоторое решение г (а) уравнения 
г = Ф(г, X), не являющееся решением соответствующей крае­
вой задачи, то это означало бы, что одной и той же об­
ласти Gz, ограниченной кривой г (а), соответствуют две 
функции w1(z) и w2(z), отображающие Gz на одну и т у ж е 
область Gw (функция wx (z) — решение краевой задачи в 
Gz, функция w2 (z) определяется решением краевой задачи в 
Gw.) Однако при обоих отображениях точки Л, С, D грани­
цы Qz переходят в соответственно одинаковые точки гра­
ницы Gw По теореме Римана wx = w2y следовательно, w1(z) 
удовлетворяет всем краевым условиям (1). 

Таким образом, уравнение г = Ф(г, 1) эквивалентно ис­
ходной задаче. 

Из уже доказанных вариационных свойств следует, что 
вполне непрерывный оператор Ф(г, X) при любом X £ [0, 1] 
не имеет неподвижных точек на границе Г, поэтому вектор­
ные поля г—Ф (г, 0) и г —Ф(г, 1) гомотопны [5]. 

При Х==0 решение по условию существует и известно. 
Для завершения доказательства разрешимости при X = 1 
остается доказать, что вращение поля г —Ф(г, 0) не равно 
нулю. 

Пусть существует решение задачи для плоского заряда 
при ср = — Р на АВ (может быть P = f* (хв)). Как было ука­
зано, эта задача решена в [1]. Повторением всех предшест­
вующих рассуждений можно убедиться, что если вместо 
функции ft (х) взять функцию / 0 (х) —/0 (хв) + Я, то враще­
ние соответствующего векторного поля совпадает с враще­
нием поля г —Ф(г, 0), причем область в пространстве 

0, может быть выбрана или равной, или включающей Т' 
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Далее вместо f0(x) возьмем постоянную функцию, равную Р 
(для нее решение существует). Аналогичным образом полу­
чим, что и для нее вращение векторного поля имеет то же 
самое значение, что и вращения всех рассмотренных ранее 
полей. Осталось убедиться, что вращение векторного поля 
при fx = P не равно нулю. 

Определим вспомогательный оператор ^ (г , X) на некоторой 
области пространства С °-т которой принадлежит реше­
ние для / — Р , следующим образом. Решим в Gz, огра­
ниченной кривой г (а), краевую задачу, когда на АВ задано 
<р = — Р, на остальных участках—обычные условия, причем 
на CD лишь условие ф = 0, и построим Gw- Обозначим по­
лученное значение <р в точке D через уо\. Пусть известно­
му решению, когда dw 

dz 
=='у*> ф = 0 на CD, соответствует 

второму этапу опера-
в полуполосе Gw, при-

значение cpD0. Тогда, решая, подобно второму этапу опера­
тора Ф, краевую задачу для In 

I v* dz I 
мем за значение ср в точке D значение cpD = cpD0 + X(cpD1 — cpD0). 

Оператор № аналогично оператору Ф вполне непрерывен 
в топологическом произведении рассматриваемой области на 
[О, 1]. 

Операторное уравнение г = ЧГ (г, л) имеет единственное 
решение при всех I. Действительно, любое решение, не сов­
падающее с нужным нам, являлось бы решением задачи для 
плоского заряда другой длины, т. е. при ином значении 
Хв соответствующем 

?Я == ?D0 + ^ (?D1 — ?D0). (13) 

Пусть, например, cpD > cpD0 (в противном случае знаки в 
нижеследующих неравенствах сменятся на обратные). Как 
известно из свойств решения задачи с плоским зарядом, в 
этом случае Хв < хв. Однако, рассматривая в Gz разность w 
и ^—результата выполнения в Gz первого этапа оператора ЧГ, 
убеждаемся, что ®D\ < уо. А это при 0 < X < 1 противоре­
чит (13). 

Следовательно, вращение полей г — ЧГ(г, 0) и r — W(r, 1) 
одинаково. А так как Ф(г, 0) отображает все элементы 
рассматриваемой области в один, то вращение этих полей 
равно 1. Поскольку оператор ЧГ(г, 1) совпадает на данной 
области с оператором Ф для плоского заряда, то вращение 
всех построенных выше полей для оператора также равно 1. 

Таким образом, теорема доказана полностью. 
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