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1. Введение. В первой части настоящей работы [1] мы выявили связь 
между поведением при больших временах решений некоторого класса 
нелинейных нелокальных уравнений и решением уравнения Бенджамена— 
Оно—Бюргерса. Важным частным случаем рассмотренного класса нели­
нейных нелокальных уравнений является уравнение Кортевега—де Фри­
за—Бюргерса (КдФБ) 

ut + 2uux — ихх+(а/3)иххх = 0. (1.1) 
В п. 2 [1] мы показали, что асимптотика при t-+oo в области % = x/^ft = 
= 0 ( 1 ) решения и(ху t) задачи Коши для уравнения КдФБ совпадает 
(в главном члене) с асимптотикой при t-+oo решения v(xy t) задачи Коши 
для уравнения Бюргерса 

vt + 2vvx-vxx=0 (1.2) 

с тем же начальным условием v(xt 0) =и(х, 0) =й(х). Решение v(xyt) 
находится с помощью преобразования Хопфа—Коула 

v(x,t) = --£r\nZ(xtt), (1.3) 

где функция Z(xy t) является решением уравнения теплопроводности 
и вычисляется с помощью функции Грина G(xy t) = (2^fni)~l exp(—x2/4t): 

Z(x,t)= \ dyG(x-yyt)exp(- f u(l)dl). (1.4) 
— oo — oo 

Если начальные данные и (х) таковы, что £ / = \ u(x)dx=/=0y \ \и(х)\ X 
Ri #. 

X (1 + 1*1 )dx< оо, то асимптотика v(x,t) при / - к о о равномерно по 
Х = х/\JT^R{ имеет вид 

v{*9 0=~ ~чг ~к|п я ( х ) + 0 ( ~ г ) • ( L 5 ) 

где 

Н(х) =e~u/2(ch(U/2) - s h ( t / / 2 ) E r f (х/2)), (1.6) 
F-rf(y) =—т=— I e~q2dq — интеграл ошибок. 

V я о 
В настоящей работе найдем первые два члена асимптотики при t-^oo 

решения и(ху t) задачи Коши для уравнения КдФБ (1.1). Насколько 
нам известно, это первый случай, когда удалось найти в явном виде второй 
член асимптотики для решений нелинейного уравнения, не линеаризуемого 
с помощью замены переменных. Отметим, что в работах [2—4] получены 1432 



оценки убывания в различных нормах решения задачи Коши для уравне­
ния Кортевега—де Фриза—Бюргерса с использованием преобразования 
Хопфа—Коула. 

В п. 2 настоящей работы рассмотрим асимптотику при t-+oo решения 
задачи Коши для уравнения (1.1) в области %—x/\[t=0{\) и покажем, 
что она имеет вид 

и (*, 0 = (1 / У О А ( Х ) + ((In /) /I) А (х) + О(УНТ///) (1.7) 

равномерно по x^Ri- Величины А(%) и Л(х) в явной форме представ­
лены в п. 2. Интересно отметить, что начальное условие и(х) входит в вы­
ражения для А и А лишь в виле интеграла J u(x)dx. 

Хотя асимптотика (1.7) формально справедлива равномерно по %^R\ 
при t-+oo, однако коэффициенты А(%) и Л(х) сами быстро стремятся к 
нулю при х-^°°» т а к ч т о П Р И Х " ^ ° ° остаточный член в (1.7) становится 
больше главного, т. е. в действительности асимптотика (1.7) имеет смысл 
в области х = 0 ( 1 ) , t-+oo. Поэтому в п. 3 изучена асимптотика решения 
задачи Коши для уравнения (1.1) в области х - ^ 0 0 » t-+oo. Эта асимпто­
тика имеет квазилинейный характер, определяемый уравнением vt— 
— Vxx + (a/3)vxxx = 0, а вклад нелинейности учитывается видом коэффи­
циентов в асимптотической формуле. Точный вид асимптотики довольно 
громоздок и приведен в п. 3 (см. формулы (3.3) — (3.5)). 

2. Асимптотика в области / - к о о , x/^[i=0(\). Целью настоящего 
пункта является вычисление второго члена асимптотики при / - ^ о о , х = 
= х / У 7 = 0 ( 1 ) решения и(х, /) задачи Коши для уравнения КдФБ (1.1). 
Разность ш(х, /) = и(х, t) — v(x, / ) , где v(x, t) — решение задачи Коши 
для уравнения Бюргерса (1.2), удовлетворяет следующей задаче Коши: 

wt + (™ (w + 2v)) - wxx + (а/3) Wxxx + (а/3) vxxx=О, (2.1) 

ш | , = 0 = 0 . (2.2) 

Проводя эвристические рассуждения так же, как в п. 1 [1], сравнивая 
порядки убывания различных членов в уравнении (2.1), видим, что глав­
ный член асимптотики при / - • о о функции ад(х, /) должен описываться 
следующей линейной задачей Коши: 

ft + 2-j^ (fv)-fXx+(a/3)vxxx = 0, / Ь = о = 0 . (2.3) 

Чтобы избавиться от второго слагаемого в уравнении (2.3), проинтегри-
х 

руем (2.3) по х и сделаем замену \ f(y, t)dy = g(xJ t)/Z(x, / ) , получим 
— оо 

gt~-g*x+(a/3)Zvxx = 0, g l , = o = 0 , (2.4) 

так как функция Z(x, t) является решением уравнения теплопроводности 
Zt=Zxx и дается формулой (1.4). Уравнение (2.4) легко проинтегрируем: 

g ( j t , 0= i<*T \dyG(x-y,t-x)F(y,T), (2.5) 
0 Ri 

где F(y,t) = --^-Z(y,t)vm(y,t), v((){y,t)= * < 0 f f i 0 , / = 0 , 1 , 2 , . . . 
В следующей лемме вычислим асимптотику при /-»-оо функции 
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+ G(x-y, t-x)v(xy t))F(y,T)Z-l(x, t) (2.6) 

(индекс снизу означает дифференцирование по пространственной пере­
менной). 

Л е м м а 1. Пусть а(х) GE WKfl iP , хй(х) ^Li(Ri). Тогда при t^oo 
равномерно по i=x/-yjt справедлива асимптотика 

/(*. t) = Л ( Х ) (In t)/t+0(^fhTt/t), (2.7) 
где 

A ( q ) = - — \n H ( q ) , H ( q ) =e-u/2(ch(U/2) - s h ( f / / 2 ) Erf(q/2)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разобьем интеграл по т в формуле ( 2 . 6 ) на 
три части (t>e): , , , ,/|п, 

j r f x = J + j + j = / , + / 2 + / 3 . ( 2 . 8 ) 
О 0 t/lnt 1 

Для всех *€=/?! и t> 0 : 0 < C i < Z ( x , / ) < с 2 и, кроме того, при всех / > О 
выполнены неравенства 

H 2 ( / ) ( - , / ) | | L o o < C ( l + / ) - ' / 2 , B 2 ( 0 ( - , 0 l l l < c ( l + / ) < ' - w » , / = 1 , 2 , 3 , 

M G ( 0 ( - . O I i e < c / - ( , + 1 ) / A , | G ( i , ( . , / ) | | t l < c / - ' / 2 , / = 0 , 1 , 2 , 

l l « ( 0 ( - . 0 l l t < x > < c ( l + / ) - ( / + , ) / 2 , !!«(/,(•, / ) | | L l < c ( l + / ) - ' / 2 , / = 0 , 1 , 2 ; 
( 2 - 9 ) 

здесь и всюду далее через с обозначаем различные положительные посто­
янные. Ввиду ( 2 . 9 ) первый и второй интегралы в ( 2 . 8 ) легко оцениваются 

| / | | < - 7 " ! Л $ \vm(y,T)\dy=o(^-), / + о о , (2 .10) 

j ( | G ( , ) | L L + I M I t J | G | | t i ) < 
//In / 

< c j Л т - 3 > Г 2 ( ( / - т ) - , / » + / - , / « ) = о С ^ 1 ) , / - o o . (2 .11) 
t/lnt \ t / 

В интеграле / 3 проинтегрируем по частям по у: 
//In / оо оо 

/ з = J rfx J dyAy(x9y,t,T) \ F(gjT)dq-
1 0 у 

//In / 0 у 

- J Л j dyAy(x,y,t,t) \ F(q,x)dq + 
1 — OO 00 

/ / In/ 

+ J А Л ( х , 0 , / , т ) J dyF(y,T)dy^l4+h+I6, 
1 «i 

где A ( X , | , , / , T ) = Z - 1 ( X , / ) ( G ( I ) ( X — у , / — т ) + о ( х , / ) С ( х — у , / — т ) ) . По­
скольку 

* J , U J U 1Л*(*' Т ) 1 <ct~*" ' ) I L . C « < ^ ( 1 + 0 ( 2 - / ) / 2 , / = 1 , 2 , 3 , 

*} Wl

p(R\) — пространство Соболева функций из LP(R\), производные до / го порядка 
которых также принадлежат LP(RX). 
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и поэтому | | х 0 ( 2 ) (ху / ) | | м / ? 1 ) < с ( 1 + / ) " 1 / 2 , то для U получим 
/ / In t оо оо 

\14\^сГ3/2 \ dx \ dy \ \v(2)(q,T)\dq = 0(rl). (2.12) 
1 0 у 

Аналогично оценивается интеграл / 5 . Пользуясь равенствами G{t){xy / — 
— т) = G(o(x1 t) + 0(\п~Ч-Г(1+1)/2)у / = 0, 1, справедливыми при 1 < т < 
< //In /, получим 

h=-f^y[G(l)(x,t) + -^-G(x,t)j \ dx 5 F(y,T)dy + 0(rl), 

(2.13) 
так как 

Zi0(x, t) = Г 1/2 ( d'H

d^] + О . / = 0 , 1 , 2 , 3 . (2.14) 

Интегрирование по частям с учетом равенства Z(i)=—Zv в силу (2.14) 
дает 

J F(y,x)dy= ^ - J v3(y,j)Z(y,x)dy = 

= - - £ - J A3(y)H(y)dy + 0(r^2). 

Поэтому из (2.13) ввиду оценок (2.10) — (2.12) приходим к асимптотике 
(2.7). Лемма 1 доказана. 

Для остатка г|)(х, /) =w(x, t) —fix, t) из (2.1) —(2.3) получаем за­
дачу Коши 

+/ + 2 - ^ - + (Ц + П2-^хх+ - f - (* + f)x« = 0, 
(2.15) 

ф1/ = о = 0. 
Чтобы устранить второе слагаемое в уравнении (2.15), проинтегрируем его 

X 
по хя введем новую функцию г(ху /) = Z(x , /) \ ty(y, t)dy, найдем 

— оо 

n - r x x + Z((Z-l(g + r))x)2+(aZ/3)(Z-l(g + r))xxx = 0, г | , = 0 = 0, 
(2.16) 

где функция g(xy /) определена выше в (2.5). Оценки функции г(ху /) даны 
в следующей лемме. 

Л е м м а 2. Пусть й(х) е= W2(R{) П Wl(R\), хй(х) (R\), причем 
норма и(х) в этих пространствах достаточно мала. 

Тогда при t-+oo имеют место оценки 

г ( 0 ( * , / ) = О ( / - , / 2 - ' / 2 ) , / = 0 ,1 , (2.17) 

где г ( 0 = —j (xt t). 
ох 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего отметим, что из условий леммы 
вытекают оценки ( / ^ 0 ) -

*7±1 &Z < е 9 ( 1 + / ) - ' / 2 , / = 1 , 2 , 3 , (2.18) 
дх' 

gm\\l < г 9 ( 1 + /) - | / 2 " ' 1п2(1 + / ) , / = 0 , 1, 2, 3, (2.19) 
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где g(i)(x, t) = — I i у величина e > 0 достаточно мала (она зависит 
d'gjx, t) 

дх 
от малости начальных данных и(х)). 

Действительно, в силу (2.10) имеем при / ^ 1 

112(011^ = 11 \ dyG{i-u{x — y,t)u(y)exp(— \ u(r\)dr\) \\Le 

/?1 - оо 
< | | G ( / _ , ) | | L o o | | ^ | | L I < B 9 ( 1 + / ) - / / 2 , / = 1 , 2 , 3 . 

Вторая оценка в (2.18) для Z - 1 получается аналогично. При доказатель­
стве оценки (2.19) достаточно рассмотреть случай t> 1. Представим 
g(D, / = 0, 1, 2, 3, в виде 

t/2 

g{l)(xj)= \ di \ dyG(i)(x — уу t — T)F(уу т) -|-
0 я, 

t 

+ \ dx \ dyG(y,t — T)F{i){x — y,x). 
t/2 Ri 

Отсюда, пользуясь неравенством Минковского, получим 

< 1 \ Л | | G ( 0 ( •, / - т ) ||L 2 | | F ( • , т) ||L i + 
о 

+ \ rfT||G(.,/-T)|yF(/)(.,T)||Lf=/i+/2. 
t/2 

Первый интеграл в силу неравенств (/ = 0, 1, 2, 3) || G ( /)| | L 2 < с / ~ ( 1 + 2 / ) / 4 , 

\\Р{ • > 0 IL ^ g 9 ( l + 0 _ 1 оценим следующим образом: 
% 

t/2 

/ i < c e 9 \ d T ( / - T ) - ( l + 2 / ^ 4 ( l + T ) - 1 < C 8 9 ( l + / ) - ( l + 2 / ) / 4 l n ( 1 + / ) . 
о 

Для оценки второго интеграла воспользуемся неравенствами (2.9) с уче­
том малости начального условия w ( * ) : | | Z ( / + i ) | | L < е 9 ( 1 + / ) ~ / / 2 , / = 0, 1, 2, 
l l ^ ( / + i ) I L < l | G ( / ) | | L 2 | | W | | L I < 8 9 ( l + 0 " ( 1 + 2 / ) / 4 , / = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , / > 1 . Так 
что при 1 = 0, 1 , 2 , 3 | | F ( / ) ( . , / ) | | L 2 < C 8 9 ( l + / ) - ( 5 + 2 / ) / 4 , и поэтому 

/ 2 < С 8 9 f d T ( l + T ) - ( 5 + 2 / ) / 4 < C 8 9 ( l + / ) -(1+2/)/4 
t/2 

Таким образом, приходим к оценке (2 .19) . 
Докажем теперь при всех / ^ 0 следующие неравенства: 

//(/)= \ rb){xy / ) d x < 8 3 ( l + / ) ~ ( 1 + 2 / ) / 2 , / = 0 , 1 , 2 , 3 , (2.20) 
Rx 

г 0 ( / ) = sup | г (р , / ) | < 8 2 , (2.21) 
ре/?, 

оо 
где г ( р , / ) = J e~lf)xr(xy t)dx— преобразование Фурье функции г(ху /). 

— оо 
Будем рассуждать от противного. Пусть Т> 0 — первый момент времени, 
когда нарушается хотя бы одна из оценок (2 .20) , (2 .21) . В силу непре­
рывности по / на [0, Т] получим 

/ ( / ) ( 0 < е 3 ( 1 + 0 ~ ' ~ , / 2 , / = 0 , 1 , 2 , 3 ; г 0 ( / ) < е 2 . (2.22) 

Умножим уравнение {2.16) на г и проинтегрируем по х по R\, найдем 

2а 
/ о + 2 / , + — \ dxr(Z-l(g + r)){3)Z + 2 [ dxrZ(((g + r)/Z)x)2 = 0. 

Ч * . Ri 
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Отсюда ввиду (2 .18) , (2.19) и (2.22) получим 

/ о + 2 / , < 8 5 ( 1 + / ) - 3 / 2 , (2.23) 

поскольку е > 0 мало. Продифференцировав равенство (2.16) по х триж­
ды, умножив на / - ( 3 ) и проинтегрировав по х по R\t найдем 

2а 
J3 + 2J4+~T- \ r(3)(Z((g + r)/Z)(z))vydx+ 

+ 2 \ r(3)(Z(((g + r)/Z)x)2)(3)dx = 0. (2.24) 

Слагаемые со старшими производными в интегралах в левой части равен­
ства (2.24) с помощью интегрирования по частям оцениваются величиной 
/ 4 , так что из (2.24) в силу (2 .18) , (2.19) и (2.22) найдем 

/ з < - / 4 + 8 4 ( 1 + 0 - 9 / 2 , (2.25) 

опять-таки в силу малости е > 0. Благодаря теореме Планшереля и нера­
венству (2.22) оценим интегралы ] \ и / 4 следующим образом (/ = 0 , 3 ) : 

/ /+.= -5^1 \Hp,t)Wl+2dp> -±- \ \HpJ)W,+2dp> 

> - ^ r - e 4 ( l + t ) - ' - 3 / 2 . (2.26) 

Подстановка (2.26) в (2.23) и (2.25) дает (/ = 0 , 3 ) / / < — 4 / / / ( 1 - И ) + 
+ 2 е 4 ( 1 + /) _ ' ~ 3 / 2 , откуда, интегрируя по / и учитывая неравенство / /sg; 
< / о ~ ' / 3 / з / 3 при / = 1 , 2 , получим (2.20) при всех /е= (0, Г ] . 

Д о к а ж е м теперь (2 .21) . Применим преобразование Фурье к уравне­
нию (2 .16) : 

b(p,t)+p2r(p,t)--^-p3HpJ) + \ ёхе->»*г((г-1(ё + г)')х)2-

p3g(pJ)+a \ dxe-^{v(g + r)xx + (v2 + v)(g + r)x + 

+ (vvx+vxx/3 + v3/3) (g + r)} = 0, r (p, 0 ) = 0 , (2.27) 

откуда, интегрируя по /, находим 

+ \ d x e - ^ { Z ( ( Z - , ( ^ + 0 ) x ) 2 + « ( ^ ( ^ + 0 „ + ( ^ 2 + ^ ) ( g + O x + 

+ ( ^ + W 3 + ^ 3 / 3 ) ( g + 0 ) l ) • ( 2 - 2 8 ) 

Учитывая оценку | p g ( p , /) | < Н & п И ^ е 9 , и з (2 .28) , применяя в интеграле 
по х неравенство Коши, в силу (2 .18) , (2 .19) , (2.22) получаем оценку 
(2 .21) . Полученное противоречие доказывает оценки (2.20) и (2.21) для 
всех / > 0 . Из оценки (2.20) и неравенства | | r ( / ) | | L o o < ( 4 / / / / + i ) 1 / 2 , / = 0, 1, 
вытекают требуемые неравенства (2 .17) . Лемма 2 доказана. 

Оценки (2.17) показывают, в частности, что 

^(xj)=0(\/t). (2.29) 

Сопоставляя (2.7) и (2 .29) , видим, что второй член асимптотического 
разложения при * - > о о , х = 0(\) для решения и(х, /) задачи Коши для 
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уравнения КдФБ определяется решением f(x, /) задачи (2 .3 ) . Итак, мы 
доказали следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1. Пусть й(х) «ЕЕ W2(R{) (] W%(R\), хй(х) GELI (R{) и нормы 

II и Ну?» Il^ll^s и \\xu\\Li достаточно малы, а величина V— \ иёхФО. 

Тогда при / - • о о равномерно по уи = х/л[1 <=/?i для решения и(х, /) за­
дачи Коши для уравнения КдФБ (1.1) с начальным условием и(х) спра­
ведлива асимптотическая формула (1.7): и(х, t) =А(х) (1/VO + А(х) X 

X JlLi + 0 ( j & ) f г д е A { 1 ) = ( s h 4 " / V ^ ( x ) ) е - * \ 

М%) = - ^ ^ ^ ^ ^ Г ' 4
 \A'(4)H(q)dq, H(q) = 

\2^JKH(X) R\ 
= e~u/2 ( c h ( t / / 2 ) - s h ( i / / 2 ) Er f(q/2)). 

3. Асимптотика в области / - • о о , х Д / 7 - ^ о о . В этом пункте изучим 
асимптотику при / - • о о , ^ = x/^[t-+oo решения u(xyt) задачи Коши для 
уравнения (1 .1 ) . Будем считать для определенности, что а> О в уравне­
нии КдФБ (этого легко можно достичь с помощью замены u(x,t) = 
= — и( — х, / ) ) . При больших значениях х решение линеаризованного 
уравнения (1.1) сильно диспергирует и может быть найдено с помощью ме­
тода перевала. По сравнению с рассмотренным в предыдущем пункте слу­
чаем ^ = 0 ( 1 ) , когда нелинейность имела тот ж е порядок убывания по 
времени, что и линейная часть в уравнении, в случае х-*- оо решение и (х, /) 
обретает дополнительное убывание, приводящее к тому, что нелинейный 
член в уравнении КдФБ оказывается подчиненным линейной части. 
Поэтому асимптотика решения u(x,t) имеет квазилинейный характер. 
Целью п. 3 является доказательство следующей теоремы. 

_ Л _ 

Т е о р е м а 2. Пусть Фурье-образ и (р) начального условия и(х) 
аналитичен в области Im р > — 1/а, а > 0, и удовлетворяет оценке 

< e A f - 8 ( p ) 6 > W / = = 0 J ( 3 1 ) 

где b> О, 0 < е < с , с> 0 — некоторая постоянная, 

A f ( p ) = m a x ( l , | р | ) , \1(р)=ц2(1+ац/3)у r) = Im р. (3.2) 

Тогда при / - • о о , %-+оо имеют место следующие асимптотические 
формулы: 

1) при Х= x/t> О или —1/а<Х<0 

„<*,о_^.(„<*,>++ят+о( <„, ) п, (; )^' ( 1 + а о ))), , 3 . 3 , 
гдео= ( У 1 + а Х - 1 ) / а , v = ( 2 / З а 2 ) ((1 +аХ)3/2- 1 -ЗаХ/2); 

2) при Х= — \/а 

p — t/3a2 / / • v 

<> = -W~\A ( - -Г) - f ) + О(/-*/» in / ) ) ; 
(3 .4) 

5 ) при Х < — 1 / а 

и(х, /) = - £ ^ ! - ( к е ( л ( в - - i - ) e ' » / 4 - a e ^ + 

fl« (р) 
d p ' 

1 4 3 8 



где ш=—2/(За2)—Х/а, р = (1 /а)У— 1 — аХ> 0. Коэффициенты А и А 
выражаются через Фурье-образ и (р) начального условия и(х) (см. фор­
мулы (3.25), (3.26), (3.30), (3.31), (3.37) и (3.38)). 

З а м е ч а н и е . Условие (3.1) теоремы означает, что начальное воз­
мущение и(х) должно достаточно быстро убывать на бесконечности 
и иметь некоторую гладкость (достаточно, например, потребовать, чтобы 
й(х)«=С 0~ ( / ? i ) ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Применив преобразование 
Фурье к уравнению (1.1) и проинтегрировав по /, получим 

u(p,t)=S(p)e-™'-ip{dTe-«>"'-* j dqu(-\--q,l) й(-£-+а,т), 

(3-6) 

где K(p)=p*—(ia/3)p3. Обозначим П(р)=ей(р) и запишем решение 
оо 

й(р91) в виде ряда теории возмущений й(р, 0 == £ £ * + l i z W ( p , t), где 
N=0 

функции u{N)(pyt) определяются рекуррентно ( / V > 1 ) : 

« « « ( р , / ) - г ( р ) ^ - в д |

в (з.7) 

Х « ( " - д ( - 2 - + * , т ) . (3.8) 

Из формул (3.7) и (3.8) по индукции легко заключаем, что все функции 
u m (р, t) аналитичны в области Im р > — 1/а при всех # > 0 , ибо началь­
ная функция й(р) является таковой по условию теоремы. 

Докажем при Im р ^ — 1/а следующие оценки: 

I " m (Р, 0 1 < c " h < " (р, t) (1 + 1 р | в ( - 1 - 2 а П ) ) , (3.9) 
где А ( ж ) ( р , / ) = А | - 8 ( р ) ( ^ + 1 ) - 8 е х р ( | * ( р ) ^ + & ) - / х л , ( р ) ) , x w (p ) = 
= p 2 ( J V + l ) _ 2 / n ( l + a t | ) / 2 , m(p) = m i n ( l , Ipl) , M(p) и |i(p) определены 
в (3.2), t | = I m p, p = R e p, 8(x) = { — функция Хевисайда. Че­

рез c > 0 здесь и далее обозначены различные постоянные, не зависящие 
от N- Заметим, что Re К(р) = р 2 ( 1 + а л ) —ц(р) >2Мр) ~Мр)> поэтому 
при N=0 оценки (3.9) следуют из условий (3.1) и (3.7). При # > 1 по 
индукции найдем 

l « w ( p . 0 1 « : " - ' / . (3.10) 
где 

1=\р\ \ dqi(N+l-j)-*j-BM-*(p/2-4)M-*(p/2+<l)X 

*• »=1 
X e x p ( | i ( p / 2 - ? ) f t + n ( p / 2 + f l ) f t ) / , 

/ = { Л е х р ( - 2 х 0 ( р ) / + ц ( р ) ( < - т ) + ц ( р / 2 - q ) X 

Х т + | * ( р / 2 + < 7 ) т + 5 Ч ) . 1439 



v.^:, • <ЗЛ4> 

Д ' = 2 х 0 ( р ) - х / _ , ( р / 2 - 9 ) - х л _ / ( р / 2 + ^ ) . 

При всех комплексных р = р -f- /TJ, rj ̂  — 1/а имеем 

2 ц ( р / 2 ) < ц ( р ) - л 2 / 4 (3.11) 
и для всех q(=Ru N>\, 1 < / < # Л Г 3 ( р / 2 - q ) M ~ 6 ( p / 2 + q) ^2аХ 
XM-s(p)(M-*(p/2-q)+M-*(p/2 + q)), (N+ 1 - / ) ~ 8 Г 8 < 2 8 ( Л Г + 
+ 1) 8 ( (Л/- | -1—/) 8 + / 8 ) , поэтому для У найдем 

/ < 4 8 М - 8 ( р ) ( Л ^ + 1 ) - 8 £ ( ( Л ^ + 1 - / ) - 8 + Г 8 ) ^ " х ' + « Х 

X l p l J ^ ( М - 8 ( р / 2 + ? ) - Ь Л * - 8 ( р / 2 - < 7 ) ) / ь (3.12) 

где 

/ , = $ Л е х р ( - 2 х 0 ( р ) / - л 2 т / 4 + ^ т ) . 
о 

Для функции кы(р) справедливо неравенство 

*l-i(p/2-q)+xN_j(p/2 + q)>XN(p) (3.13) 
при всех q^R\, W > 1 , 1 < / < Л / , р = р + / т | , т) > — 1 /а . Пользуясь (3.13), 
получим (см. подробнее в [1] формулу (2.18)) 

с е х р ( — X j y (p)t) 

max(x 0 (p) , т|2, \ & \ ) 
При т | > —1/(2а) знаменатель в (3.14) оценим следующим образом: 

т а х ( х 0 ( р ) , т | 2 , 1^1) >с m a x ( ( N + 1 - / ) ~ 2 , j~2) ( l p l 2 + ? 2 ) , (3.15) 
поэтому из (3.12) при т ] > _ 1 / ( 2 а ) найдем 

/ < с М " 8 ( р ) (ЛГ+ 1) ~ 8 ехр( |х(р) (t+b) -хн(р) t) X 

X t / ) - • + / -« ) J | р | ( | р | 2 + ? 2 ) - , ^ < с Л ^ ( р , 0 . (3-16) 

Из (3.16) и (3.10) следует (3.9) при r j> — 1/(2а) (т. е. первое слагаемое 
в правой части (3.9)). Второе слагаемое в оценке (3.9) возникает в области 
— 1 / а < т ] < — 1/(2а), поскольку знаменатель в (3.14) оценивается снизу 
следующим образом: max(x 0 (p) , TJ2, \ЗГ\)^С. Итак, оценка (3.9) уста­
новлена. 

Теперь докажем оценку для производных 

| e~KiP)t-J^(u(N)(P> *)еКШ)\<cN+xhm(p* t)m-2l(4)M2l(p)X 

Х ( 1 + | р | в ( - 1 - 2 а т | ) ) , / = 1 , 2 , 3 , т ) > - 1 / а . (3.17) 
Достаточно рассмотреть только третью производную. Проведем индук­
цию по y V > 0 . При N = 0 оценка (3.17) следует из (3.7) и (3.1). При N > 1 
продифференцируем трижды по р равенство (3.8), после несложных вы­
числений получим при p = p-f / T j > т ]> — 1 / а 

dp3 - ' / = 1 0 

X ^ йЯк{"'1)(р/2 + Яут)^~хНр/2-Ч.х)[\ + \р\{М2(р/2-Ч) + 
RK 

+ M2(p/2 + q))(T + m-2(4))](MA(p/2-q) + 
+ М 4 ( р / 2 + ? ) ) ( т 2 + т - 4 ( г , ) ) . (3.18) 
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Как и выше, интеграл по т оценим следующим образом: 

/2 = ( dr т1 ехр ( - 2х 0(р) t + S% - т)2т/4) < c /max (х 0 + 1 (р), x\2l+\ I S |'+1). 
о 

Для слагаемого в формуле (3.18), содержащего единицу, применим оценку 
/ 2 ^ с т - 2 / _ 2 ( т } ) , а для второго слагаемого, содержащего |р | , оценим 
/ 2 по-другому: / 2 < c m - 2 / ( r ] ) ( | p | 2 + (7 2 )~ l max О " 2 , ( i V + l - / ) ~ 2 ) . Ис­
пользуя эти неравенства и рассуждения так же, как выше (см. (3.10) — 
(3.16)), приходим к оценке (3.17). 

Обратимся теперь к доказательству асимптотики (3.3). Решение и (JC, / ) 
задачи Коши для уравнения (1.1) представим в виде ряда теории возму­
щений 

u(x,t) = - ± - \ ^u(p,t)dp=J-l 8 * + , Y w ( x , 0 , (3-19) 
Z J l ^ Z J l /v = 0 

где W{N)(x, t) = \ dpeipxu(M) (p, t). В силу аналитичности функций 

u{N)(pyt) в области Im р ^ 1/а и доказанных оценок (3.9), можем 
сдвинуть контур интегрирования в интеграле W(N) на величину ш = 

= (Vl +аХ — l)yX = x/t^ — 1/а и представить 4 Я ( А ° в виде(p=p-f ir\) 

Ww= \dpei»x~°x u{N)(p+io,t) = \ dpe

ipx-ax-K{p+ia)tX 

X { t 4-Ф№0°)+ t 4-{Qi-*fflV°)) + 
K 1 = 0 l m 1 = 0 L' 

+ («<">(p+m, t ) e ^ + i a ) t - I - if- Q/)} + / 2 + / з , 

(3.20) 

где 0 $ > ( p ) = _ ^ - 0 < " > ( p ) , Ф<">(р) = lim ( « ( A ' ) ( p , 0 e ' ( , p , t ) , Q , = 

= - Д - ( u w ( P > 0 e* ( p i ' ) Разность M

w ( p > *)<?* (' , ,'-Ф ( А' )(р) пред-
dp' 

ставляется в виде (3.8) с интегралом по т, взятым в пределах от / до + оо. 
Используя оценки (3.9) и (3.17) при / = 0 , 1, 2, получим 

д -(uw(p,t)eK{f')'-0w(p)) < С в ," . (3.21) 
^ ( / + l ) 2 m 8 ( n ) 

МР) 

др 
где р = 0 при ц > — 1/а или p e i ? i при ц = — 1/а. Благодаря определению 
величины а имеем равенство ipx — ох — /С(р + ш ) / = — vt—p2{\ + а а ) / + 
+ (ш/3)р 3 / , где v = a X - p ( / a ) = ( 2 / ( 3 a 2 ) ) ( ( l + a ^ ) 3 / 2 - l - 3 a ^ / 2 ) > 0 . 

Интеграл ] \ разобьем на две области: | р | < 1 и |р | > 1. Интеграл по 
второй области тривиально оценивается и имеет кроме множителя e~vt 

дополнительное экспоненциальное убывание по времени. Интеграл по 
первой области дает основной вклад в асимптотику (см. [5, с. 263]) , таким 
образом, при Х> 0 или — 1 / а < Х < 0 получаем 

J , - - J T \
 М VTT^" 12<l+«o)» + 

щ ф / р У ) Ф ( 2 ? ( ш ) \ , 0 / ! )) . ( з .22) 
+ ( 1 + а о ) 2 + 1+ао) + U \ Р'*ш*(\+ао) Л 
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Для интеграла / 2 ввиду неравенства (3.21) сразу же получим следую­
щую оценку: 

| / 2 | < c * e - w / - 5 / 2 m - 8 ( a ) m - , / 2 ( l + а а ) еь«'а). (3.23) 

Далее, в силу (3.17) и так как Re К(р)> Re К(г) при |Re р\ > |Re г\, 
получаем при всех p e / ? i , p=p-\-ia 

< P

2e-*eK(p"\ J - ^ - («"» ( ? + I < J , t)fl'+ie")\ < 
о I • 

< ^ + 1 т 3 ( р ) ( Л ^ + 1 ) - 8 т - 6 ( а ) е х р ( ц ( ш ) ( / + 6 ) - х ^ ( р ) 0 , 

а это дает следующую оценку для / 3 : 
с » 

| / з 1 < )j rfpm3(p)<?-V+L (N-\-l)-Hm~6(a)exp(n(ia)b-xAP)t)^ 
6 

< c / v ^ v 7 - 2 m - 6 ( a ) m - 4 ( l + a a ) ^ l 4 (3.24) 

Из формул (3.19) — (3.24) получаем асимптотику (3.3). Величины А и 
А равны: 

2V«(1 + a a ) JV=O ( o . Z D ) 

8 Т / Л ( 1 + Ш Г ) 3 / 1 А 4 V 1 2 ( l + a a ) 2 ^ 

+ Т ^ Б - 0 ( ' ) , ( t a ) + * $ , < f o > ) • (3-26) 

Значения Л и А вещественны, поскольку ввиду действительности решения 
и(х, t) величины Фт (io) и Ф$> (их) также вещественны, а Ф$(ю) — 
чисто мнимая величина. Функции <P(N)(io) могут быть вычислены из 
рекуррентных соотношений (3.7) и (3.8) с помощью диаграммной 
техники, как в работе [6] . 

Рассмотрим второй случай Х= — \/а. Воспользуемся представлением 
(3.20) с суммами по / от 0 до 1. Теперь о= — 1/a, v = 1/ (За 2 ) . Интеграл ] х 

непосредственно вычисляется с помощью замены (at)x/sp = z (см. [7, 
с. 60] ) : 

R 
(3.27) 

= (at) ~ ' / V / / 3 F L 2 ( 3 - " 6 Г ( 1 / 3 ) Ф К ) ( - i / a ) + 

+ ( 1 . 3 , / в / ( о / ) , / 3 ) Г ( 2 / 3 ) ^ Г , , ( - / / а ) ) . 

Интеграл / 2 вычислим так же, как интеграл ] \ , и воспользуемся оценкой 
(3.21), получим 

J2<^r2e~'/3a2. (3.28) 

В интеграле/ 3, воспользовавшись тождеством eap''/3dp= —\—d (#*'1/3 — 
iapH 1442 



1), проинтегрируем по р по частям, найдем, что 

J3 = e-'/3a2 \ dp(eia,>4/3-l)-±-( \—(uw(9+ia,t)eKif+,a)t 

х op \ iap t V 

Отсюда ввиду оценки (3.17) получим 

I / J K ^ - ' ^ ' \ d p - ^ r \ d a v ' , / 3 — l\^l-i/a)M-,(p)=^0{r4nt). 

(3.29) 

Из (3.27) — (3.29) приходим к асимптотике (3.4). Величины А и А имеют 
вид 

А ( - - ! - ) = Г ( 1 / 3 ) У / + ' 0 * * ' ( Ц , (3.30) 

А ( - M = i ^ ! W 3 ) f e - ^ ( _ _ L V (3.31) 
V а / 2 л а 2 / 3 «=о V а / 

Наконец, рассмотрим оставшийся случай Х< — l/а. Снова сдвинем 
контур интегрирования в формуле (3.19) на величину ia=—i/a и пред­
ставим интегралы ЧГ(Л" ввиду вещественности решения u(x, t) следую­
щим образом (ф(р)еС 0 °° (£|):<р(р) = 1 при | | р | — Р К Р / 3 и <р(р)=0 
при | | р | - р | > 2 р / 3 ) : 

= 2 е - ш , R e | [ ф ^ р ) ^ ' ^ ' - ^ ^ ( Р - Р ) 1 щ») 

- 4 - ) + 1 ( > - 4 - ) ) + 

+(" ' •• ( « — г - * ) / " - " * " - i - ^ r 1 1 * ) ) + 

+ ' R e ° j < ( p ( l - ^ ( p ) ) « " " / J " " , ' ' - ' , ' ' + " " - " - l ' « " ' ( p - - i - . ' ) -
ОО ^ 

= / 4 + / 5 + / б + / 7 , (3-32) 

где Q,= - ^ - j - (« ( / V | (р, О^""')!„=.,,_,•/„. / = 0, 1, 2. Здесь мы воспользо-д' 

зовались тождеством ipx-\-x/a — К(р — i/a)t= — to /+ (m</3)p(p 2 —Зр 2 ) , 
(о= - X / a - 2 / ( 3 a 2 ) > 0, р = (\/a)^[-T-aX> 0. 

Асимптотику интеграла / 4 вычислим с помощью метода стационарной 
фазы (см. [5. с. 163]): 

W ^ j L g - " Re{ е-<«"/з)<1»*+*»/« _£_^ + 

4ap^ V 12p2 V a ' P V P a / 

+ ^ 2 ) , ( p - - f - ) ) ) } + ^ 0 ( e " " " ^ 2 m ~ 2 ( P ) ) - ( 3 - 3 3 ) 
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Интеграл / 5 , как и выше, оценим с помощью неравенства (3 .21): 

| У 5 | < ^ в ^ 1 , , / / - 2 т ~ 2 ( Р ) - (3.34) 

В интеграле / б проинтегрируем по р дважды по частям: 

/ 6 = 2 , - Re {е - d ( e w , w _ ,, * / 

х ¥ № ( ' " ( ' - т ^ ) ' - -

1 . ^ * ) ) ) } . 

X 

Отсюда, учитывая оценку для производной (3.17), получим 

| dp | р _ р | р 2 = с О ^ - ^ р ) . (3.35) 

Интеграл У7 тривиально оценивается с помощью интегрирования по 
частям: 

| / 7 | < / е - " ' Г 2 т - 2 ( р ) . (3.36) 

Из (3.33) — (3.36) получаем асимптотику (3 .5) . Величины Л и Л равны 

* ( » - - = - ) - i y ^ % t / + l ( » - 4 - ) -

. - Т * ( ' - т ) + * ( ' - т ) ) -
Теорема 2 доказана. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (93—011 — 1 3 1 ) . 
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