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ХОЛЛОВСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ ПОЛУГРУПП 

Л. А . Скорняков 
Описываются такие многообразия §В полугрупп, что вся­

кий ретракт полугруппы, свободной в §5 , или одноэлементен 
или свободен в §5. Библ. 4 назр. 

Начнем с необходимых определений. Подполугруппа 
Т полугруппы S называется репграктом, если существует 
такой гомоморфизм ср : S —>- Т, что ср (t) = t для всех 
t ЕЕ Т. Пусть, далее, 33 — некоторое многообразие полу­
групп. Полугруппу, свободную в многообразии 33, на­
зовем ^-свободной. Многообразие 33 называется холлов-
ским, если неодноэлементный ретракт 33-свободной полу­
группы является 33-свободной полугруппой. Если 35-
свободна всякая подполугруппа 33-свободной полугруппы, 
то многообразие 33 называется шрайеровым. Разумеется, 
всякое шрайерово многообразие является холловским. 
Многообразие, содержащее все коммутативные полугруппы, 
называется надкоммутативным. Полугруппа с нулем назы­
вается нилъ-полугруппой, если подходящая степень каж­
дого из ее элементов равна нулю. Если все полугруппы 
многообразия 33 являются нильполугруппами, то 33 
называется нилъ-многообразием. Многообразие называется 
групповым, если все входящие в него полугруппы являются 
группами. 

ТЕОРЕМА. Холловские многообразия полугрупп исчер­
пываются следующим списком: 

(а) шрайеровы многообразия-, 
(б) надкоммутативные многообразия-, 
(в) нилъ-многообразия; 
(г) холловские групповые многообразия экспоненты рк, 

где р — простое число. 



З а м е ч а н и е 1. Согласно теореме Ивенса (см. [1]) 
шрайерово многообразие или является абелевым группо­
вым многообразием экспоненты р, где р — простое, или 
определяется одним из следующих тождеств: (i) ху = х\ 
(и) ху = у; (Щ) ху = zt. 

З а м е ч а н и е 2. Ф. Холл установил ([2], стр. 185, 
следствие 44.33), что всякое абелево групповое многообра­
зие экспоненты рк, где р — простое, является холловским. 
В общем случае вопрос открыт. 

Доказательству основной теоремы предпошлем не­
сколько лемм. 

ЛЕММА 1. Всякое надкоммутативное многообразие 
является холловским. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F — свободная полу­
группа надкоммутативного многообразия 33 с системой 
свободных образующих X и ср: F Н — гомоморфизм 
полугруппы F на ее ретракт Н. Положим Y = X [\ Н. 
Заметим, что все тождества, справедливые в многообразии 
23, имеют вид и — v, где слова и ж и различаются лишь 
порядком входящих в них букв. Поэтому, если х ЕЕ X 
и ф (х) = хг ... х'п, где xt ЕЕ X, то <р (xt) ЕЕ Y Л поскольку 

ф (х) = ф (ф (х)) = ф (хг) ... ф (хп). 

Отсюда же вытекает, что полугруппа Н порождается мно­
жеством Y и, следовательно, 23-свободна. 

ЛЕММА 2. Всякое нилъ-многообразие является холлов­
ским. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 23 — ниль-многооб-
разие, а смысл символов i^, I , ср, Я и У аналогичен вве­
денному выше. Обозначим через К подполугруппу полу­
группы Н, порожденную множеством Y. Как и раньше, 
будем доказывать, что Н = К. Если Н =f= К, то ф (х) ф. 
§Ё К для некоторого х ЕЕ X. Выберем х так, чтобы число 
букв, входящих в запись элемента ф (х), было минимально. 
Пусть это будут буквы Х-^ , • • • , X yi « Поскольку 

ф (ф (х)) = ф (ж), 

то, например, ф (хг) К. Если ^\(хг) = ахгЪ, то слова а 
и Ъ не могут быть пустыми одновременно. Если не пусто 
а, то ф (а)т = О для некоторого т. Но 

Ф (хг) = ф (ф (хг)) = ф (а) ф (хг) ф (Ь) 
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и, следовательно, 
Ф (*i) = Ф (а)тч> fo) Ф (Ь)м - О, 

что невозможно. Если ср (хг) зависит от буквы г/, отличной 
от хъ хп, то имеем равенство ср (х) = ф (ф (х)), где 
правая часть зависит от г/, а левая — не зависит. Полагая 
у = 0, получаем 

ф (х) = 0. 

Таким образом, ф (хг) зависит лишь от букв # 2 , хп 

и, в силу выбора элемента х, лежит в К, вопреки выбору 
элемента хг. 

ЛЕММА 3. Если в холловском многообразии 23 справед­
ливо тождество 

хт = a^+i, (1) 

т о 95 шрайерово, или нилъ-многообразие. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F — 35-свободная 

полугруппа с двумя свободными образующими х ж у. 
Рассмотрим гомоморфизм ф: F F, определяемый усло­
виями ф (х) = хут и ф (у) = у. Ввиду (1), 

У{хут) = хупут = хут 

и, следовательно, Н = Im ф — ретракт. По условию, 
Н — 35-свободная полугруппа. Ввиду (1) элементы из Н 
представимы в форме ук (хут)[, где /с, Z ̂  0, a s° означает 
пустое слово. При этом 

yh(xy,n)i+l

1 если i=£=0, 
yh+k (ху171)1, если i = 0. yh{xy™y.yb(xym)l=, „ h + k , ~ . i 

Если у п не входит в систему свободных образующих полу­
группы Н ни при каком я, то у = y fe (хут)1 для некоторого 
Z =̂= 0, т. е. в многообразии 93 справедливо тождество 

у = у»(хуп)1 (z о). (2) 

Учитывая (1), получаем 

у 2 = у* (хут)1 у^у* (хут)1 = у, (3) 

после чего (2) превращается в 

) #у, если А; = 0, 

^ [ у#у, если к =1=0. 
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Если у = уху, то, учитывая (3), видим, что Н содержит5 

лишь элементы ху и г/, что влечет справедливость тожде­
ств ху=у шш^ху = х. В силу замечания 1,58 — шраерово 
многообразие. Таким образом, можно считать, что и = 
— г/п является одним из свободных образующих полу­
группы Н. Если имеется другой свободный образующий, 
w = ук {хут)\ то 

wv = wyn = z/fe (хг/)г г/п = г/̂  (хут)1 •= w;s 

Значит, в многообразии 58 справедливо тождество «гг/ = 
и оно оказывается шрайеровым. В противном случае для 
некоторого к справедливо тождество хут= ук, откуда 

хут = ут. (4) 

Теперь рассмотрим гомоморфизм \р: F -> F, определяемый 
равенствами \\> (х) = хт и гр (г/) = ут. Ввиду (4) 1т\\) — 
ретракт в F и содержит лишь элементы хт и ут. Если хт= 
= ут, то ввиду (4) имеем 

утх = = жг/т = г/ т, 

т. е. а ш = 0 во всякой полугруппе из 58. Если же и = хт 

и v = ут — свободные образующие, то 

и и = хтут = ут = V, 

т. е. в многообразии 58 справедливо тождество ху = уг 

и оно оказывается шрайеровым. 
ЛЕММА 4. Если в холловском многообразии 33 справед­

ливо тождество 

х = хт+1, (5) 

то или т = 1, шш 58 шрайерово или же групповое, причем 
т — р? с, г<9е р — простое. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (5) очевидно следует 
тождество 

Кроме того, можно считать, что тождества х = хт'+1, где 
1 <С т' <[ иг, не справедливы в S3. Пусть JP — 58-свобод-
ная полугруппа с двумя свободными образующими х 
и у. Рассмотрим гомоморфизм ср: F —>• F определяемый 

466 



условиями ср (х) = ху и ср (у) = ут. Ввиду (5) имеем 

Ф (ху) = хуут = ху. 
Из (6) вытекает 

Следовательно, Н—Im ср — ретракт в F. По условию, Н — 
^-свободная полугруппа. Ввиду (5) элементы из II пред-
ставимы в форме (ху)1, ут или ут (ху)к, причем 1 i, 
к ^т. Допустим, что система свободных образующих 
полугруппы Н содержит два различных элемента, и и v. 
Если и = ulvK, где 1 ^ i, к ^ т, то i = 1. Действитель­
но, данное соотношение является тождеством многообра­
зия 93., Полагая v = ит и учитывая (5) и (6), получаем 
и = 1/Л Неравенство г =£= 1 противоречит выбору т. 
Если и = ут (ху)к ж v = ут (ху)1, то ввиду (5) 

и1 = ут (xy)kl = vk. 

Снова применяя (5), получаем 

и = um~l+1vk, 

что в силу показанного выше влечет I = т. Аналогично 
устанавливается, что к = т . Таким образом, к = т =^ I, 
вопреки выбору и и г;. Точно так же разбирается случай, 
когда и = (ху)к и v = Если u = ут, a v = ут (xyf 
и л и г; = (ху)1, то ввиду (5) 

ии = vym = и, 

и многообразие 95 оказывается шрайеровым в силу заме­
чания 1. Допустим, наконец, что и = ут (ху)к, причем 
к > 0, и v = (ху)1. Если к = 0, то согласно (5) 

VU = (ху)1 ут = и, 

и шрайеровость многообразия 93 вытекает из замечания 1. 
Если же к =/= 0, то, учитывая (5), получим 

; vul = (ху)1Ш = vk+1. 

Отсюда 
и = vm-k+1ul 
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и, как показано выше, т — к + 1 = 1, т. е. к = т. Таким 
образом, и = у™ (ху)т и ввиду (5) 

vu = (ху)1 уш (ху)т = (ху)1 (ху)т = (ху)1
 = У , 

что, как и выше, влечет шрайеровость многообразия 23. 
Предположим теперь, что полугруппа /7 содержит лишь 
один свободный образующий и. Тогда 

uk = ху, (7) 
и 

и1 = ут, (8) 

где 1 ^ /с, £ <J т. Согласно (5) 
и = ит+1~1и1 = um+i~lym == ит^-1, 

что в силу выбора /?г влечет I = т. С помощью (5) — (8) 
получим 

Ху = (xy)m+1 = Uk(m+1) = = 

Таким образом, в многообразии 23 справедливо тождество 

ху = ут{ху). (9) 

Учитывая вид элементов полугруппы Н, будем иметь и = 
= ут или и — (яг/)Л. В первом случае ввиду (6) и (7) 
получаем 

ут = у™* = х?/. 

Полагая х = ут, приходим к равенству 
уШ = у т + 1 = ^ 

противоречащему выбору т. Во втором случае с помощью 
(6) и (8), получаем 

(ху)т = (xy)hm = ит = ут, 
откуда 

у = уут = у (ху)т = (ух)т у. 

Применяя (9), приходим к тождеству 

хту = хт (ух)ту = (ух)т у = у. (10) 

Теперь рассмотрим гомоморфизм г|э: F -> F, где (х) = хт 

и i|) (у) = ут. Из (10) вытекает, что полугруппа Г т г|) т — 
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ретракт в F и что она содержит лишь элементы хт и ут. 
Если они различны, то они являются свободными образу­
ющими и, ввиду (10), в многообразии S3 оказывается спра­
ведливым тождество uv = у, обеспечивающее его шрайе-
ровость. В противном случае в многообразии 23 справед­
ливо тождество 

Из справедливости тождеств (10) и (11) вытекает, что 23 — 
групповое многообразие (см. [4] , стр. 487, п. 4.4). При этом 
циклическая группа G порядка т гомоморфно отобража­
ется на 23-свободиую полугруппу. В силу выбора т ^ -сво­
бодной полугруппой оказывается сама группа G. Если 
т = Ы, где к и I взаимно просты, то циклическая группа 
порядка к, будучи ретр актом группы G, сама является 
свободной. Но тогда в многообразии 23 справедливо 
тождество х = хк+1, что противоречит выбору т. Таким 
образом, т = ph, где р — простое. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Ввиду лемм 1 
и 2 ясно, что многообразия, указанные в формулировке, 
являются холловскими. Рассмотрим теперь холловское 
многообразие 23, не являющееся надкоммутативиым. 
В силу результатов Ивенса (см. [3], стр. 1105) в много­
образии 23 справедливо тождество 

yjn _ хт+п 

Пусть F — 23-свободная полугруппа с одним свободным 
образующим х. Ввиду [4] (стр. 156, п. 3.11) F содержит 
подгруппу и, следовательно, идемпотент хк. Рассмотрим 
гомоморфизм ср: F ~> F, где ср (х) = xK+i. В силу выбора к 

ср (xk+1) = (xk+1)k+1 = xk\x2kx = Xk+K 

Следовательно, подполугруппа Н, порожденная элементом 
хк+1 оказывается ретр актом в F, а потому одноэлементна 
или свободна. В первом случае имеем 

г 2k+2 Л г/г+1\2 г /е+1 

Л/ -—— / гл/ у 
откуда, еще раз учитывая [4] (стр. 156, п. 3.11) получаем 

sy.m+1 -r2^+2+m-l ^k+m ___ Т

т о 

JU <Л> - кА/ w . 
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Во втором случае допустим, что и = x^k+1^h— свободный 
образующий полугруппы Я . Но тогда 

uk+i = x(k+iyh = x(k+i)h U s 

Таким образом, в многообразии 33 справедливо тождество 
(1) или (5), и остается применить лемму 3 или 4. 
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