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O PRIMITIVNYH KLETOQNYH ALGEBRAH

x�� Vvedenie
Imeets� po kra�ne� mere tri kruga voprosov� privod�wih

estestvennym obrazom k kletoqnym �kogerentnym� algebram� vve�
d�nnym B	 Ve�sfe�lerom i A	 Lemanom i nezavisimo D	 Hig�
manom �sm	 
��
 i 
�
�	 Po opredeleni� �to matriqnye algebry
nad C � zamknutye otnositel�no adamarova umno�eni� i �rmi�
tova sopr��eni� i soder�awie ediniqnu� matricu i matricu�
sosto�wu� iz vseh edinic	 Pervy� krug voprosov predstavl�et
teori� grupp perestanovok� v kotoro� kletoqna� algebra vozni�
kaet kak centralizatorna� algebra Z�G� gruppy perestanovok G
�sm	 gl	 � v 
��
�	 Drugo� krug voprosov obrazuet algebraiqe�
ska� kombinatorika� v osobennosti teori� associativnyh shem
i blok�shem	 Vse ob�ekty� rassmatrivaemye v �tom kontekste�
mogut byt� interpretirovany kak qastnye sluqai kogerentnyh
konfiguraci�� a kletoqnye algebry voznika�t kak ih algebry
sme�nosti �sm	 
�
�	 Nakonec� upom�nem sv�zanny� s kletoqnymi
algebrami podhod k probleme izomorfizma grafov� �vl��we��
s� odno� iz naibolee izvestnyh nerex�nnyh problem v teorii
slo�nosti vyqisleni�	 Kl�qevo� moment �togo podhoda sostoit
v sopostavlenii grafu naimen�xe� kletoqno� algebry� soder�a�
we� ego matricu sme�nosti	 Imeets� kanoniqeska� procedura�
stro�wa� �tu algebru za polinomial�noe vrem�� kotora� svodit
problemu izomorfizma grafov k sootvetstvu�we� probleme dl�
kletoqnyh algebr �sm	 
��
�	

Odno iz preimuwestv� dostigaemyh pri perehode k kletoqnym
algebram� zakl�qaets� v tom� qto� s odno� storony� opredel���
wie ih aksiomy ne stol� ograniqitel�ny� kak aksiomy gruppy�
a� s drugo� storony� �ti ob�ekty ne stol� amorfny� kak gra�
fy	 Drugimi slovami� kletoqnye algebry soqeta�t v sebe al�
gebraiqeskie qerty grupp i kombinatornye qerty grafov	 My
proill�striruem �tot tezis v kratkom obsu�denii tr�h tem�
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igra�wih central�nu� rol� v nasto�we� stat�e� predstavle�
ni�� xurovost� i primitivnost�	

Pust� W � kletoqna� algebra na koneqnom mno�estve V � to
est� kletoqna� podalgebra polno� matriqno� algebry MatV 	 S
toqki zreni� teorii predstavleni� W mo�et rassmatrivat�s�
kak associativna� algebra vmeste s toqnym line�nym predsta�
vleniem

� �W �MatV �

Poskol�kuW �vl�ets� poluprosto� algebro� nad C � predstavle�
nie � vpolne privodimo	 Odna iz cele� raboty sostoit v usta�
novlenii sv�zi me�du strukturnymi svo�stvami W i takimi
parametrami predstavleni� �� kak kratnosti i stepeni ego ne�
privodimyh predstavleni�	 Sleduet otmetit�� qto nax podhod
otliqaets� ot ispol�zuemogo v 
�
� gde izuqalis� kommutativnye
kletoqnye algebry� voznika�wie iz distancionno�regul�rnyh
grafov	

Perehod� k sledu�we� teme opredelim gruppu avtomorfiz�
mov Aut�W � kletoqno� algebry W na V kak gruppu� sosto�wu�
iz vseh perestanovok mno�estva V � matricy kotoryh centrali�
zu�t W 	 V naqale razviti� teorii kletoqnyh algebr suwestvo�
vala gipoteza� utver�davxa�� qto ka�da� kletoqna� algebra W
�vl�ets� xurovo� �po povodu ob��sneni� termina sm	 
�
�� to
est�� qto spravedlivo sledu�wee ravenstvo�

W � Z�Aut�W ��� ���

Esli by �to bylo tak� to imelas� by polna� harakterizaci�
distancionno�regul�rnyh grafov �sm	 
�
� i algoritm polinomi�
al�no� slo�nosti dl� problemy izomorfizma grafov �sm	 
��
�	
Odnako gipoteza okazalas� neverno� i nexurovy kletoqnye al�
gebry v de�stvitel�nosti suwestvu�t �sm	 
��
 i 
�
�	 �to privo�
dit k sledu�we� probleme �problema xurovosti�� opredelit��
�vl�ets� li xurovo� zadanna� kletoqna� algebra	 Problema xu�
rovosti predstavl�et vtoru� iz tem nasto�we� raboty	

Kombinatornye svo�stva kletoqnyh algebr proisteka�t iz
zamknutosti poslednih otnositel�no adamarova umno�eni�	 A
imenno� ka�da� kletoqna� algebra W soder�it edinstvennym
obrazom opredel�nny� line�ny� bazis� sosto�wi� iz f�� �g�
matric� summa kotoryh sovpadaet s JV �matrica iz vseh edi�
nic� prinadle�awa� MatV �� qto pozvol�et rassmatrivat� e� kak
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algebru sme�nosti kogerentno� konfiguracii	 Ispol�zu� �tot
bazis� mo�no opredelit� odnorodnye i primitivnye kletoqnye
algebry� sootvetstvu�wie v ni�esledu�wem smysle tranzitiv�
nym i primitivnym gruppam perestanovok	 Imenno� algebra W
nazyvaets� odnorodno�� esli ona soder�it toqno odnu nenu�
levu� diagonal�nu� f���g�matricu �ediniqnu� matricu IV ��
i primitivno�� esli ona soder�it toqno dve nenulevye f���g�
matricy �IV i JV �� ka�da� iz kotoryh est� matrica sme�nosti
nekotorogo otnoxeni� �kvivalentnosti na V 	 Iz �tih oprede�
leni� vytekaet� qto gruppa perestanovok G tranzitivna �sootv	
primitivna� togda i tol�ko togda� kogda e� centralizatorna�
algebra Z�G� odnorodna �sootv	 primitivna� kak kletoqna� al�
gebra	 Kak i primitivnye gruppy v teorii grupp perestanovok�
primitivnye kletoqnye algebry okazyva�ts� �stroitel�nymi
blokami� dl� proizvol�nyh kletoqnyh algebr	 S ih izuqeniem
sv�zan treti� krug voprosov� rassmatrivaemyh v stat�e	

Osnovnye rezul�taty raboty soder�ats� v xx�� � i � �v x�
privod�ts� toqnye opredeleni� i oboznaqeni�� sv�zannye s kle�
toqnymi algebrami�	

V x� my opredel�em novu� operaci� � �ksponencirovanie kle�
toqno� algebry W s gruppo� perestanovok K� rezul�tatom koto�
ro� �vl�ets� kletoqna� algebra W � K	 �ta operaci� podobna
sootvetstvu�we� konstrukcii dl� grupp perestanovok �sm	 
�
�	
Pust� stepen� gruppy K bol�xe �	 Togda �ksponencirovanie
G � K grupp perestanovok G i K primitivno v tom i tol�ko
v tom sluqae� kogda G primitivna i neregul�rna i K tranzi�
tivna	 My obobwaem �tot rezul�tat� dokazyva� �teorema �	���
qto algebra W � K primitivna v tom i tol�ko v tom sluqae�
kogda W primitivna i neregul�rna i K tranzitivna	 My tak�e
pokazyvaem� qto dl� proizvol�no� zadanno� gruppy perestano�
vok K kletoqna� algebra W � K xurova togda i tol�ko togda�
kogda xurova algebra W �teorema �	��	 �ti teoremy da�t voz�
mo�nost� stroit� beskoneqnye serii nexurovyh primitivnyh
algebr �sm	 konec p	 �	��	

V x� my opredel�em pon�tie bazy kletoqno� algebry� analo�
giqnoe pon�ti� bazy gruppy perestanovok	 Ono tesno sv�zano s
problemo� xurovosti� soglasno 
�
 xurovo� �vl�ets� l�ba� m�
zamknuta� kletoqna� algebra� ime�wa� bazu mownosti m�� �ob�
su�denie sil�no zamknutyh kletoqnyh algebr privodits� ni�e�	
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Osnovno� rezul�tat �togo paragrafa �teorema �	�� pokazyvaet�
qto mownost� ka�do� nesvodimo� bazy primitivno� kletoqno�
algebry W ne prevoshodit l�bogo iz qisel mP �nP � gde mP �so�
otv	 nP � est� kratnost� �sootv	 stepen�� neglavnogo primitiv�
nogo central�nogo idempotenta P algebry W 	 Ispol�zu� �tu
verhn�� ocenku my poluqaem� qto upom�nuta� mownost� ne pre�
voshodit sredne� stepeni nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeni�
algebry W �sledstvie �	��� a tak�e ustanavlivaem tri verhnie
ocenki na por�dok gruppy Aut�W � v terminah stepene� bazis�
nyh otnoxeni� algebry W i prived�nnyh vyxe qisel mP �nP
�teorema �	�� i sledstvie �	���	 Otmetim� qto ka�dy� iz �tih
rezul�tatov privodit k sootvetstvu�wemu rezul�tatu dl� pri�
mitivnyh grupp perestanovok	

V x� my prodol�aem izuqenie m�zamykani� kletoqno� alge�
bry� vved�nnogo v 
�
 �toqnoe opredelenie mo�no tak�e na�ti
v �tom paragrafe�	 Ono mo�et rassmatrivat�s� kak pribli�
�enie kletoqno� algebry W na V k e� xurovomu zamykani�
Sch�W � � Z�Aut�W �� �sm	 
�
��

W � W
��� � � � � �W

�n�
� Sch�W ��

gde W
�m�

est� m�zamykanie algebry W i n � mownost� V 	
Predpolaga� primitivnye kletoqnye algebry ��zamknutymi �to
est� sovpada�wimi so svoimi ��zamykani�mi� my obobwaem na
nih nekotorye klassiqeskie teoremy� spravedlivye dl� pri�
mitivnyh grupp perestanovok	 Naprimer� my harakterizuem ��
zamknutye primitivnye algebry kak ��zamknutye odnopodnye
algebry W � dl� kotoryh l�ba� algebra Wv� v � V � �analog
odnotoqeqnogo stabilizatora dl� grupp perestanovok� �vl�et�
s� minimal�no� nadalgebro� algebry W �teorema �	��	 �to� v
qastnosti� vleq�t� qto taka� algebra W sovpadaet s Wu�Wv dl�
l�byh dvuh razliqnyh toqek u i v iz V ili �vl�ets� regul�r�
no� prosto� stepeni �teorema �	��	 My tak�e obobwaem na �ti
algebry horoxo izvestnu� teoremu� utver�da�wu�� qto ka�da�
����tranzitivna� gruppa libo primitivna� libo �vl�ets� grup�
po� Frobeniusa �teorema �	���	 Nakonec� my privodim primer�
pokazyva�wi�� qto vse �ti teoremy peresta�t byt� vernymi�
esli predpolo�enie o ��zamknutosti algebry opuskaets� �sm	 ko�
nec p	 �	��	

Predvaritel�ny� variant raboty opublikovan v 
 
	



�
 S� A� EVDOKIMOV� I� N� PONOMARENKO

Oboznaqeni�� Kak obyqno qerez C oboznaqaets� pole kom�
pleksnyh qisel	

Na prot��enii vse� raboty V oboznaqaet koneqnoe mno�e�
stvo s n � jV j �lementami	 Pod otnoxeni�mi na V my ponimaem
podmno�estva mno�estva V � V 	 Dl� otnoxeni� R na V my po�
lagaem RT � f�u� v� � �v� u� � Rg i R�v� � fu � �v� u� � Rg� gde v � V 	
Esli E � �kvivalentnost� �to est� refleksivnoe� simmetriqnoe
i tranzitivnoe otnoxenie� na V � to V�E oboznaqaet mno�estvo
vseh klassov po modul� E	

Algebra vseh kompleksnyh matric� stroki i stolbcy koto�
ryh indeksirovany �lementami mno�estva V � oboznaqaets� qe�
rez MatV � e� ediniqny� �lement �ediniqna� matrica� � qerez IV
i matrica� sosto�wa� iz vseh edinic � qerez JV 	 Dl� U 	 V alge�
bra MatU estestvennym obrazom oto�destvl�ets� s podalgebro�
algebry MatV 	

Dl� U�U � 	 V qerez JU�U � oboznaqaets� f���g�matrica s edi�
nicami toqno na mestah� prinadle�awih U �U �	 Esli A �MatV �
to AT oboznaqaet transponirovannu� matricu� a A� � �rmitovo
sopr���nnu�	

Esli g � V � V � � biekci�� to Ag oboznaqaet obraz matri�
cy A otnositel�no estestvennogo izomorfizma algebry MatV v
algebru MatV � � inducirovannogo g	

Gruppa vseh perestanovok mno�estva V budet oboznaqat�s�
qerez Sym�V �	 Esli n natural�noe qislo� to Cn i Dn oboznaqa�
�t gruppy perestanovok na n toqkah� otveqa�xie estestvennym
de�stvi�m cikliqesko� gruppy por�dka n i di�dral�no� gruppy
por�dka �n sootvetstvenno �v poslednem sluqae n � ��	

Dl� celyh qisel l�m qerez 	l�m
 oboznaqaets� mno�estvo fl� l�
�� � � � �mg	 My pixem 	m
� Sym�m�� Matm� V m i V vmesto 	��m
�
Sym�	m
�� Mat�m� � V

�m� i V � sootvetstvenno	

x�� Kletoqnye algebry

Vse neopredel�emye ni�e terminy� otnos�wies� k kletoqnym
algebram i gruppam perestanovok� mogut byt� na�deny v 
��

i 
��
 sootvetstvenno	

���� Pod kletoqno� algebro� na V my ponimaem podalgebru W
algebry MatV � dl� kotoro� vypolneny sledu�wie uslovi��

�C�� IV � JV � W !
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�C�� 
A �W � A� �W !
�C�� 
A�B �W � A �B � W �

gde A �B � adamarovo �pokomponentnoe� proizvedenie matric A
i B	 Iz �C�� sleduet� qto W �vl�ets� poluprosto� algebro�
nad C 	 Mno�estvo V nazyvaets� mno�estvom toqek algebry W �
a ego �lementy � toqkami	

Ka�da� kletoqna� algebra W imeet edinstvennym obrazom
opredel�nny� line�ny� bazis R � R�W � �standartny� ba�
zis W �� sosto�wi� iz f���g�matric takih� qtoX

R�R

R � JV i R � R � R� � R� ���

Neotricatel�nye celye qisla cTR�S � opredelennye ravenstvom

RS �
P

T�R cTR�ST � gde R�S � R� nazyva�ts� strukturnymi kon�
stantami algebry W 	

Polo�im Cel�W � � fU 	 V � IU � Rg i opredelim Cel��W � kak
mno�estvo vsevozmo�nyh ob�edineni� �lementov iz Cel�W �	 Ka�
�dy� �lement mno�estva Cel�W � nazyvaets� kletko� algebryW 	
Legko videt�� qto

V �
�

U�Cel�W �

U �diz��nktnoe ob�edinenie�	

Algebra W nazyvaets� odnorodno�� esli jCel�W �j � �	
Dl� U�U � � Cel��W � polo�im RU�U � � fR � R � R � JU�U � � Rg	

Togda

R �
�

U�U ��Cel�W �

RU�U � �diz��nktnoe ob�edinenie�	

Bolee togo� dl� dvuh kletok U�U � qislo edinic v u�o� stroke
�sootv	 v v�om stolbce� matricy R � RU�U � ne zavisit ot vybora
u � U �sootv	 v � U ��	 �to qislo oboznaqaets� qerez dout�R� �so�
otv	 din�R��	 Esli algebra W odnorodna� to dout�R� � din�R� dl�
vseh R � R� i my ispol�zuem dl� �togo qisla oboznaqenie d�R�
i nazyvaem ego stepen�� R	 V �tom sluqaeX

R�R

d�R� � jV j� ���

Dl� ka�dogo U � Cel��W � my rasmmatrivaem podalgebru IUWIU
algebry W kak kletoqnu� algebru na U i oboznaqaem ee qerez
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WU 	 Bazisnye matricy algebry WU nahod�ts� v ��� sootvet�
stvii s matricami iz RU�U 	 Esli U � Cel�W �� my nazyvaem WU

odnorodno� komponento� W � sootvetstvu�we� U 	
Ka�da� matrica R � R� buduqi f���g�matrice�� �vl�ets� ma�

trice� sme�nosti nekotorogo otnoxeni� na V � nazyvaemogo ba�
zisnym otnoxeniem algebryW 	 V silu ��� mno�estvo vseh takih
otnoxeni� obrazuet razbienie mno�estva V � V � opredel��wee
kogerentnu� konfiguraci� na V �sm	 
�
�	 My budem qasto is�
pol�zovat� dl� �togo mno�estva to �e samoe oboznaqenie R i
sohranim dl� bazisnyh otnoxeni� vse oboznaqeni�� vved�nnye
dl� bazisnyh matric	

���� Bol�xo� klass kletoqnyh algebr voznikaet iz grupp pe�
restanovok sledu�wim obrazom �sm	 
��
�	 Pust� G � Sym�V �
gruppa perestanovok i

Z�G� � fA �MatV � Ag � A� g � Gg
e� centralizatorna� algebra	 Togda Z�G� � kletoqna� algebra
na V 	 E� bazisnye otnoxeni� sut� v toqnosti ��orbity grup�
py G	 V qastnosti� Cel�Z�G�� � Orb�G�� gde Orb�G� � mno�estvo
orbit gruppy G	

Budem govorit�� qto dve kletoqnye algebryW na V i W � na V �

sil�no izomorfny �dl� kratkosti izomorfny� i pisat� W 
� W ��
esli W g � W � dl� nekotoro� biekcii g � V � V �� nazyvaemo�
izomorfizmom iz W vW �	 "sno� qto g induciruet biekci� me�du
mno�estvami R�W � i R�W ��	 Gruppa vseh izomorfizmov iz W v
seb� soder�it normal�nu� podgruppu

Aut�W � � fg � Sym�V � � Ag � A� A �Wg�
nazyvaemu� gruppo� avtomorfizmov algebry W 	

Esli W � Z�Aut�W ��� to algebra W nazyvaets� xurovo�	 Leg�
ko videt�� qto W xurova togda i tol�ko togda� kogda mno�estvo
e� bazisnyh otnoxeni� sovpadaet s mno�estvom ��orbit grup�
py Aut�W �	 Iz 
��
 sleduet� qto suwestvu�t nexurovy kletoq�
nye algebry �sm	 tak�e 
�
�	 Naimen�xim primerom nexurovo�
kletoqno� algebry� kotory� my znaem� �vl�ets� kommutativna�
algebra T ���� na �� toqkah� sootvetstvu�wa� kosoadamarovo�
matrice por�dka �� ��vnoe opisanie sm	 v 
�
�	 �ta algebra ime�
et tri bazisnyh otnoxeni� stepene� ��  �  i �vl�ets� primi�
tivno� v smysle p	 �	�	
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Nar�du s pon�tiem sil�nogo izomorfizma my rassmatriva�
em pon�tie slabogo izomorfizma kletoqnyh algebr	 Imenno�
kletoqnye algebry W na V i W � na V � nazyva�ts� slabo izo�
morfnymi� esli suwestvuet tako� izomorfizm matriqnyh al�
gebr � � W � W �� qto ��R�W �� � R�W ��	 V �tom sluqae
��A � B� � ��A� � ��B� i ��A�� � ��A�� dl� vseh A�B � W � pri�
qem jV j � jV �j i � induciruet biekci� iz Cel�W � na Cel�W ��
�sm	 predlo�enie �	� iz 
�
�	 L�bo� tako� � nazyvaets� slabym
izomorfizmom iz W v W �	 Otmetim� qto ka�dy� sil�ny� izo�
morfizm iz W v W � induciruet estestvennym obrazom slaby�
izomorfizm me�du �timi algebrami	

Kletoqna� algebra W nazyvaets� poluregul�rno�� esli din�R�
� dout�R� � � dl� vseh R � R�W �	 Odnorodna� poluregul�r�
na� algebra nazyvaets� regul�rno�	 Legko videt�� qto polure�
gul�rnye �regul�rnye� algebry sut� v toqnosti centralizator�
nye algebry poluregul�rnyh �regul�rnyh� grupp perestanovok	
Bolee togo� l�bo� slaby� izomorfizm poluregul�rnyh algebr
induciruets� sil�nym izomorfizmom	

���� Pust� W � kletoqna� algebra na V i E � �kvivalentnost�
na V 	 My govorim� qto E est� �kvivalentnost� algebry W � esli
ona predstavl�ets� v vide ob�edineni� bazisnyh otnoxeni� W 	
�kvivalentnosti algebry W s matricami sme�nosti IV i JV
nazyva�ts� trivial�nymi	 Predpolo�im dalee� qto algebra W
odnorodna	 My nazyvaem e� imprimitivno�� esli ona imeet ne�
trivial�nu� �kvivalentnost�	 Esli W imeet toqno dve �kviva�
lentnosti� to ona nazyvaets� primitivno�	 My podqerkn�m� qto
kletoqna� algebra na odnotoqeqnom mno�estve v sootvetstvii s
�tim opredeleniem ne �vl�ets� ni imprimitivno�� ni primitiv�
no�	

Lemma ��� �
��� s	  ��  �
�� Pust� W 	 primitivna� kletoqna�
algebra
 ime�wa� nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie stepeni �
�sootv� stepeni �
� Togda W 
� Z�Cp� �sootv� W 
� Z�Dp�
 dl�
nekotorogo prostogo �sootv� neqetnogo prostogo
 qisla p�

Esli W primitivna� to po 
��� s	 ��� ��
 ka�doe e� nereflek�
sivnoe bazisnoe otnoxenie sil�no sv�zno �v sootvetstvu�wem
grafe l�bye dve verxiny soedineny orientirovanno� cep���	
Drugimi slovami� dl� l�bo� bazisno� matricy R algebry W �
R �� IV � ka�da� bazisna� matrica S vhodit v RiS dl� nekotorogo
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polo�itel�nogo celogo iS � to est� S�RiS �� �	 EsliW ne �vl�ets�
regul�rno�� to iS mo�et byt� vybrano odnim i tem �e dl� vseh
S	 �De�stvitel�no� po lemme �	� imeem d�R� � � i potomu RiIV

ne kratna IV 	 Takim obrazom� iskomoe qislo est� podhod�wee
kratnoe qisla iIV 	�

���� Mno�estvo vseh kletoqnyh algebr na V upor�doqeno po
vkl�qeni�	 Naibol�xim i naimen�xim �lementom �togo mno�e�
stva �vl��ts� sootvetstvenno polna� matriqna� algebra MatV i
simpleks S�V � � Z�Sym�V ��� to est� algebra s line�nym bazisom
fIV � JV g	 My pixem W � W �� esli W 	 W �	

Dl� zadannyh podmno�estvX�� � � � � Xs mno�estvaMatV ih kle�
toqnoe zamykanie� to est� naimen�xa� soder�awa� ih kletoq�
na� algebra� oboznaqaets� qerez 	X�� � � � � Xs
	 Esli Xi � fAig�
my opuskaem v �to� zapisi figurnye skobki	 Dl� kletoqno�
algebry W � MatV my pixem W 	X
 vmesto 	W�X
	 Esli U �
fv�� � � � � vsg� to my ispol�zuem oboznaqeni� W�U � i Wv����� �vs dl�
algebry W 	Ifv�g� � � � � Ifvsg
	

x�� �ksponencirovanie kletoqnyh algebr

���� Pust� W � MatV � kletoqna� algebra so standartnym bazi�
somR i 
 � gruppa slabyh izomorfizmovW 	 Dl� R � R polo�im

R �
X

R��OR

R��

gde OR � orbita gruppy 
� soder�awa� R i 
R � f� � 
 � ��R� �
Rg	 Togda �sno� qto R est� f���g�matrica i dve takih matri�
cy libo sovpada�t� libo ortogonal�ny otnositel�no adamarova
umno�eni�	 Legko videt�� qtoX

R�R�

R � JV i R � R� � R
T � R�� ���

gde R� � fR � R � Rg	 Polo�im W� � 	R�
	

Lemma ���� Mno�estvo R� est� standartny� bazis kletoqno�
algebry W��

Dokazatel	stvo� V silu ��� dl� dokazatel�stva utver�deni�
dostatoqno proverit�� qto proizvedenie dvuh matric iz R�
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predstavl�ets� v vide line�no� kombinacii matric iz R�	 Od�
nako�

R � S �
X

R��OR

X
S��OS

R�S� �

�
X

R��OR

X
S��OS

X
T�R

cTR� �S�T �
X
T�R

� X
R��OR

X
S��OS

cTR��S�

�
T�

gde cTR��S� � strukturnye konstanty algebry W 	 Poskol�ku� oqe�

vidno� cTR�S � c
��T �
��R����S�

dl� vseh R�S� T � R i � � 
� to vyra�enie

v skobkah ne zavisit ot vybora T v orbite gruppy 
	 �to doka�
zyvaet trebuemoe utver�denie	

Zameqanie ���� Iz dokazatel�stva lemmy sleduet� qto struk�
turnye konstanty algebry W� vyqisl��ts� sledu�wim obra�

zom� cT
R�S

�
P

R��OR

P
S��OS

cTR��S� 	

Pust� W � MatV � kletoqna� algebra i K � gruppa pere�
stanovok na mno�estve X	 Opredel�� de�stvie gruppy K na V X

formulo�

�fvxgx�X�k � fvxk�� gx�X � vx � V� k � K�

my mo�em rassmatrivat� K kak gruppu slabyh izomorfizmov
algebry WX na seb�� gde WX � W�� � ��W �X raz�	 Po lemme �	�
�to opredel�et kletoqnu� algebru na V X � oboznaqaemu� qerez
W � K i nazyvaemu� �ksponencirovaniem W posredstvom K	

Predlo
enie ���� Ime�t mesto sledu�wie kanoniqeskie izo�
morfizmy�

��� W � �K � L� 
� �W � K� � �W � L��
��� �W � K� � L 
� W � �K oL�


gde W 	 kletoqna� algebra
 K�L 	 gruppy perestanovok
 � �so�
otv� o
 oboznaqaet pr�mu� summu �sootv� spletenie v imprimi�
tivnom de�stvii
 grupp perestanovok i � oboznaqaet tenzornoe
proizvedenie kletoqnyh algebr�

Dokazatel	stvo� Oba utver�deni� dokazyva�ts� pr�mym vy�
qisleniem	 Doka�em� naprimer� vtoroe iz nih	 Napomnim� qto
spletenie K o L grupp perestanovok K na X i L na Y sostoit
iz �lementov g � �fkygy�Y � l�� gde ky � K� l � L� tak qto g�� �
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�fkyl��g� l���� i de�stvuet na X � Y po formule �x� y�g � �xky � yl�	

Dl� seme�stva fRx�ygx�X�y�Y s Rx�y � R�W � my imeem

X
l�L

O
y�Y

�X
k�K

O
x�X

Rxk�� �yl��

�
�

�
X
l�L

�� X
fkyg�KY

O
�x�y��X�Y

R
xk

��
z �z

�A �

�
X

�fkyg�l��KoL

O
�x�y��X�Y

R
xk

��
z �z

�
X

g�KoL

O
t�X�Y

Rtg�� �

gde z � yl
��

	 Dl� zaverxeni� dokazatel�stva dostatoqno zame�
tit�� qto l�ba� bazisna� matrica iz levo� �sootv	 pravo�� qa�
sti ravenstva v utver�denii ��� kratna matrice iz levo� �so�
otv	 pravo�� qasti posledne� formuly dl� podhod�wego seme��
stva fRx�yg	

���� Vved�nna� operaci� tesno sv�zana s �ksponencirovaniem
grupp perestanovok� nazyvaemom tak�e spleteniem v primitiv�
nom de�stvii �sm	� naprimer� 
�
�	 �ksponencirovanie G � K
gruppy perestanovok G � Sym�V � posredstvom gruppy peresta�
novok K � Sym�X� est� po opredeleni� gruppa� sosto�wa� iz
perestanovok �fgxgx�X � k� s gx � G� k � K� de�stvie kotoryh na
mno�estve V X zada�ts� formulo�

fvxg�fgxg�k� � fvgxk��
xk��

g�
Spravedlivy sledu�wie vkl�qeni��

Aut�W � � K � Aut�W � K� � Aut�W � � K���� ���

gde K��� est� ��zamykanie K� to est� proizvedenie simmetriqe�
skih grupp� de�stvu�wih na orbitah K	 Pervoe vkl�qenie pro�
ver�ets� neposredstvenno	 Dl� proverki vtorogo zametim� qto
Aut�S�V � � Sym�X�� � Sym�V � � Sym�X� �obe gruppy� oqevidno�
ime�t odni i te �e ��orbity� priq�m vtora� gruppa ��zamknuta�
sm	 
�
�	 Po�tomu ka�da� perestanovka iz Aut�W � K� imeet vid
� � �fgxg� k�� gx � Sym�V �� k � K	 Bolee togo� gx � Aut�W � i
k � K���� qto sleduet iz rassmotreni� de�stvi� perestanovki �
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na bazisnyh otnoxeni�h algebry W � K� ime�wih vid RX i
RO�SXnO � gde R�S � razliqnye bazisnye otnoxeni� algebry W
i O � orbita gruppy K	

Problema xurovosti dl� �ksponencirovani� rexaets� v sle�
du�wem utver�denii	

Teorema ���� Kletoqna� algebra W � K �vl�ets� xurovo� togda
i tol�ko togda
 kogda algebra W xurova�

Dokazatel	stvo� Pust� K � Sym�X�	 Esli W � xurova alge�
bra� to� oqevidno� xurovo� �vl�ets� i algebra WX 	 Po oprede�
leni� �ksponencirovani� �to vleq�t� qto bazisnye otnoxeni�
algebry W � K ime�t vid OK �

S
k�K Ok� gde O � ��orbita

gruppy Aut�WX �	 Poskol�ku gruppa Aut�W � � K de�stvuet tran�
zitivno na OK � dostatoqnost� sleduet iz levogo vkl�qeni� ���	

Obratno� pust� R � proizvol�noe bazisnoe otnoxenie alge�
bry W 	 Togda xurovost� W � K vleq�t� qto gruppa Aut�W � K�
de�stvuet tranzitivno na bazisnom otnoxenii RX algebry W �
K	 S drugo� storony� v silu pravogo vkl�qeni� ��� ka�da� pere�
stanovka iz Aut�W � K� imeet vid �fgxg� k� s gx � Aut�W � dl� vseh
x � X	 Po�tomu gruppa

Q
x�X Aut�W � de�stvuet tranzitivno na

mno�estve par �fugx�X � fvgx�X �� gde �u� v� � R	 Takim obrazom� R
�vl�ets� ��orbito� gruppy Aut�W � i� sledovatel�no� algebra W
xurova	

���� Esli W odnorodna� to W � K est� kletoqna� podalge�
bra odnorodno� algebry WX 	 Po�tomu ona tak�e odnorodna	
S drugo� storony� esli U � kletka algebry W � to� �sno� qto
UX � Cel�W � K�	 Takim obrazom� algebra W � K odnorodna�
esli i tol�ko esli odnorodno� �vl�ets� algebra W 	 Sledu�wee
utver�denie harakterizuet sluqa� primitivnogo �ksponenciro�
vani�	

Teorema ���� Pust�W � MatV 	 kletoqna� algebra i K � Sym�X�
	 gruppa perestanovok stepeni bol�xe� �� Togda W � K primitiv�
na esli i tol�ko esli K tranzitivna i W primitivna i neregu�
l�rna�

Dokazatel	stvo� Pust� W � K � primitivna� kletoqna� al�
gebra	 Togda jV j � �	 Esli O � Orb�K�� to �kvivalentnost�
na V X � klassy kotoro� opredel��ts� ravenstvom koordinat
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vne O� �vl�ets� �kvivalentnost�� algebry W � K	 Ona netrivi�
al�na� esli O �� X	 Tak qto gruppa K tranzitivna	 Analogiqno�
�kvivalentnost� E algebry W opredel�et �kvivalentnost� al�
gebry W � K� klassami kotoro� �vl��ts� mno�estva

Q
x�X Ux�

Ux � V�E	 �to pokazyvaet� qto W primitivna	 Nakonec� W ne
mo�et byt� regul�rno� algebro�� ibo v protivnom sluqae otno�
xenie s matrice� sme�nosti

P
R�RRX � gde R � R�W �� bylo by

netrivial�no� �kvivalentnost� algebry W � K	
Obratno� rassmotrim matricu sme�nosti E nekotoro� �kvi�

valentnosti algebry W � K	 Predpolo�im� qto E �� IV X � i po�
lo�im

S � fR � R�WX � � R �E � Rg�
Togda ka�da� matrica R � S mo�et byt� zapisana v vide
R � �x�XRx� gde Rx � R dl� vseh x	 Vyberem matricu R iz S
tak� qtoby qislo nR � jfx � X � Rx � IV gj bylo minimal�nym	
Iz vybora E sleduet� qto R �� IV X i potomu nR 	 jXj	 Poka�em�
qto nR � �	 De�stvitel�no� pust� Rx �� IV i Ry � IV dl� ne�
kotoryh x� y � X	 V silu tranzitivnosti gruppy K suwestvuet
taka� perestanovka k � K� qto xk � y	 Poskol�ku Ek � E� my
zakl�qaem� qto Rk � S	 Sledovatel�no� vse bazisnye matricy
algebry WX � vhod�wie v RRk tak�e prinadle�at mno�estvu S	
S drugo� storony� poskol�ku kletoqna� algebra W primitivna
i neregul�rna� proizvedenie dvuh e� bazisnyh matric kratno IV
togda i tol�ko togda� kogda obe oni ravny IV 	 �to vleqet� qto
suwestvuet bazisna� matrica S algebry WX � vhod�wa� v RRk�
kotora� prinadle�it S� ppiqem nS 	 nR �de�stvitel�no� vybe�
rem S �

N
z�X Sz tak� qto Sz �� IV dl� vseh z s Rz �� IV ! togda

Sy � RyRx � Rx �� IV �	 �to� odnako� protivoreqit vyboru R	
Poskol�ku Rx �� IV � x � X� a W primitivna i neregul�rna�

to ka�da� bazisna� matrica algebry W vhodit v Rix
x dl� ne�

kotorogo polo�itel�nogo celogo ix �sm	 p	 �	��	 Takim obrazom�
l�ba� bazisna� matrica algebry WX vhodit v Ri dl� nekotoro�
go i �v kaqestve i mo�no vz�t�� naprimer� proizvedenie qisel ix
po vsem x � X�	 Poskol�ku Ri�E � Ri� �to oznaqaet� qto E � JV X 	
Sledovatel�no� algebra W � K imeet tol�ko trivial�nye �kvi�
valentnosti i potomu primitivna	

Po teoremam �	� i �	� nexurova primitivna� algebra W �
T ���� �sm	 p	 �	�� poro�daet seri� nexurovyh primitivnyh kle�
toqnyh algebr W � K� gde K probegaet mno�estvo vseh tranzi�
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tivnyh grupp	 Naimen�xa� taka� algebra� ne sovpada�wa� s W
�na ��� toqkah� voznikaet pri K � C�	

x�� Predstavleni�� bazy� gruppy
���� Pust� W � kletoqna� algebra na V 	 Buduqi poluprosto�
algebro� nad C � ona izomorfna pr�momu proizvedeni� polnyh
matriqnyh algebr�

W �
Y

P�Spec�W �

WP 
�
Y

P�Spec�W �

MatnP � ���

gde Spec�W � oboznaqaet mno�estvo vseh primitivnyh central��
nyh idempotentov algebry W 	 Ots�da sleduet� qto

dimC�W � �
X

P�Spec�W �

n�P � � �

Poskol�ku IV �
P

P�Spec�W � P � imeets� pr�moe razlo�enie

C
V �

X
P�Spec�W �

PC
V � ���

gde CV � line�noe prostranstvo nad C s bazisom V 	 Dl� ka�
�dogo idempotenta P sv�zanny� s nim W �modul� PCV �vl�ets�
pr�mo� summo� poparno izomorfnyh neprivodimyh W �module�
razmernosti nP nad C 	 Oboznaqim ih qislo qerez mP 	 Togda
razlo�enie ��� vleq�t� qto

n �
X

P�Spec�W �

mPnP � ���

Qisla mp i nP nazyva�ts� ni�e kratnost�� i stepen�� idem�
potenta P sootvetstvenno	

Pust� daleeW � odnorodna� kletoqna� algebra	 Kak pokazano
v 
�
� imeet mesto sledu�wee neravenstvo �vyteka�wee tak�e iz
lemmy �	� ni�e��

nP � mP � P � Spec�W �� ����

Bolee togo� nP � mP dl� vseh P togda i tol�ko togda� kogda
algebra W regul�rna	
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Lemma ���� Pust� W � MatV 	 odnorodna� kletoqna� algebra�
Togda

dim�WPv� � n�P

dl� vseh P � Spec�W � i v � V �

Dokazatel	stvo� Esli P � Spec�W �� to WP 
� MatnP i potomu
razmernost� algebry WP nad C ravna n�P 	 �to vleq�t neraven�
stvo

dim�WPv� � n�P � v � V� ����

S drugo� storony� dl� v � V mno�estvo Xv � fRv � R � R�W �g
�vl�ets�� oqevidno� line�no nezavisimym podmno�estvom v CV 	
Poskol�ku algebra W odnorodna� my imeem jXvj � jR�W �j	 Sle�
dovatel�no� v silu � �

dim�Wv� � jXvj � jR�W �j � dim�W � �
X

P�Spec�W �

n�P � ����

Iz ��� vytekaet� qto dim�Wv� �
P

P�Spec�W � dim�WPv�	 Takim

obrazom� formuly ���� i ���� vlekut� qto dim�WPv� � n�P dl�
vseh P 	

Zaverxa� punkt� otmetim� qto v l�bo� odnorodno� kletoqno�
algebre W � MatV matrica JV �n �vl�ets� primitivnym cen�
tral�nym idempotentom kratnosti i stepeni �	 On nazyvaets�
glavnym idempotentom algebry W 	

���� Sledu�wee pon�tie analogiqno pon�ti� bazy gruppy pe�
restanovok �sm	� naprimer� 
��
�	

Opredelenie ���� Upor�doqenny� nabor B � �v�� � � � � vb� �lemen�
tov iz V nazyvaets� bazo� kletoqno� algebry W � MatV 
 esli
Wv����� �vb � MatV � Qislo b nazyvaets� razmerom bazy B i obo�
znaqaets� qerez jBj� My nazyvaem bazu nesvodimo�
 esli fvig ��
Cel�Wv����� �vi�� � dl� vseh i � 	b
� V protivnom sluqae ona nazyvaet�
s� svodimo��

Minimal�ny� razmer bazy algebry W oboznaqaets� qe�
rez b�W �	 Legko videt�� qto � � b�W � � n� � dl� vseh algebr W
na V 	 Ni�n�� i verhn�� granicy dostiga�ts� dl� polno� ma�
triqno� algebry MatV i simpleksa S�V � sootvetstvenno	 Dl�
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gruppy perestanovok G � Sym�V � i kletoqno� algebryW � MatV
ime�t mesto sledu�wie neravenstva�

b�Aut�W �� � b�W �� b�G� � b�Z�G��� ����

gde b�G� � minimal�ny� razmer bazy gruppy G	 Pervoe sledu�
et iz ravenstv Aut�W �v����� �vb � Aut�Wv����� �vb� i Aut�MatV � � f�g	
Vtoroe vytekaet iz pervogo i togo oqevidnogo fakta� qto b�G� �
b�G�� dl� G � G�	

V �to� rabote my ne razvivaem teori� baz kletoqnyh al�
gebr� no neskol�ko zameqani� v �to� sv�zi mogut byt� umest�
ny	 Ispol�zu� pon�ti� bazy i mnogomernogo zamykani� �sm	 x��
mo�no dat� dostatoqnoe uslovie xurovosti kletoqno� algebry	
Imenno� v 
�
 bylo dokazano� qto �b � ���zamykanie kletoqno�
algebry W xurovo� gde b � b�W �	 �Faktiqeski� qislo rasweple�
ni� algebry W � opredel�nnoe v to� stat�e� sovpadaet s b	� My
upom�nem tak�e verhn�� ocenku b � O�

p
n logn� dl� primitiv�

no� kletoqno� algebry W � ne sovpada�we� s simpleksom S�V ��
dokazannu� v 
�
	 Nakonec� dl� kletoqnyh algebr� voznika��
wih iz adamarovyh matric� logarifmiqeska� verhn�� ocenka
b � O�logn� sleduet iz 
��
	

���� Legko videt�� qto �sm	 ���� i ni�e� qto b�W � � � � mP �nP
dl� regul�rno� kletoqno� algebry W i ka�dogo P � Spec�W �	
�to nabl�denie mo�no obobwit� sledu�wim obrazom	

Teorema ���� Pust� W � MatV 	 primitivna� kletoqna� alge�
bra� Togda

jBj � mP �nP

dl� ka�do� nesvodimo� bazy B algebry W i ka�dogo neglavnogo
idempotenta P � Spec�W �� V qastnosti
 b�W � � minP �mP �nP �

gde P probegaet mno�estvo vseh takih idempotentov�

Zameqanie ���� Ocenka iz utver�deni� teoremy toqna	 Raven�
stvo dostigaets�� naprimer� v sluqae� esliW �vl�ets� simplek�
som ili regul�rno� algebro�	
Zameqanie ���� Primitivnost� algebry W suwestvenna	 De��
stvitel�no� pust� W � Z�G�� gde G est� gruppa perestanovok
na �� toqke� opredel�nna� de�stviem gruppy PSL����� na fla�
gah	 Togda W imeet nesvodimu� bazu razmera �� v to vrem� kak
mP �nP � � dl� e� idempotenta P stepeni � i kratnosti �	

Dokazatel	stvo� Naqn�m s dvuh lemm	
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Lemma ��� �
�
�� Pust� W 	 kletoqna� algebra na V � Dl� A �
MatV polo�im

Eq�A� � f�u� v� � V � V j Au � Av �� �g�
Togda A � W vleq�t
 qto matrica sme�nosti otnoxeni� Eq�A�
prinadle�it W �

Sledu�wa� lemma byla dokazana lix� v preprinte 
�
	 Po�
�tomu my privodim zdes� ee polnoe dokazatel�stvo	

Lemma ��
� Pust� W 	 kletoqna� algebra na V i A � W 	 ma�
trica s poparno razliqnymi nenulevymi stolbcami� Togda Av �Pk

i��Wvi vleq�t fvg � Cel�Wv����� �vk�
 gde v� v�� � � � � vk � V �

Dokazatel	stvo� Pust� Av prinadle�it
Pk

i��Wvi� i matrica
B �MatV opredelena formulo�

Bu �

�
Av� esli u � fv�� � � � � vkg!
Au� v protivnom sluqae	

Togda legko videt�� qto B � Wv����� �vk 	 Po lemme �	� poluqa�
em� qto Eq�B� �vl�ets� �kvivalentnost�� algebry Wv����� �vk	 Iz
uslovi� na A vytekaet� qto k � � i qto klass �kvivalentno�
sti Eq�B�� soder�awi� v�� sovpadaet s mno�estvom fv�� � � � � vk� vg	
Oboznaqim qerez U kletku algebry Wv����� �vk� soder�awu� v	 To�
gda fv�g � U �vl�ets� bazisnym otnoxeniem algebry Wv����� �vk 	
Takim obrazom� U 	 fv�� � � � � vk� vg� otkuda U � fvg	

Vern�ms� k dokazatel�stvu teoremy	 Pust� B � fv�� � � � � vb�
� nesvodima� baza algebry W i P � Spec�W � � e� neglavny�
idempotent	 Poka�em� qto summa

Lk �
kX
i��

WPvi ����

�vl�ets� pr�mo� dl� k � 	�� b
	 Dostatoqno proverit�� qto WPvk�
Lk�� � f�g dl� vseh k � 	b
	 Pust� Avk � Lk�� dl� nekotoro� ma�
tricy A � WP 	 Togda nesvodimost�B garantiruet po lemme �	 �
qto otnoxenie Eq�A� otliqno ot diagonali mno�estva V � V 	
Po�tomu libo matrica A imeet nulevo� stolbec� libo Eq�A�
�vl�ets� �kvivalentnost�� algebry W po lemme �	�	 V oboih
sluqa�h A � �	 V pervom sluqae �to sleduet iz odnorodnosti
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algebry W 	 Vo vtorom sluqae primitivnost� algebry W vle�
q�t� qto Eq�A� � V � V 	 �to oznaqaet� qto A kratna JV i potomu
A � � po vyboru P 	

Po lemme �	� poluqaem� qto dim�WPvi� � n�P dl� vseh i	 S
drugo� storony� Lb 	 PC

V i dim�PC
V � � mP nP 	 Takim obrazom�

pr�moe razlo�enie ���� s k � b vleq�t neravenstvo

bn�P � mPnP �

qto i dokazyvaet teoremu	

Dl� formulirovki sledstvi� �	� i �	�� opredelim dl� odno�
rodno� algebry W � MatV sredn�� stepen� dav i srednevzve�

xennu� dvo�stvennu� stepen� bdav formulami

dav�W � �

	 X
R

d�R�



��jRj � ���

bdav�W � �

	 X
P

bd�P �n�P 
�	X
P

n�P



�

����

gde R � R�W �� bd�P � � mP �nP i R �sootv	 P � probegaet mno�
�estvo vseh neediniqnyh matric iz R �sootv	 vseh neglavnyh
idempotentov iz Spec�W ��	 V sootvetstvii s ���� ��� i � � my
imeem�

dav � �r � �� �
X
R��IV

d�R� � n� � �
X

P ��JV �n

mPnP � bdav � �r � ���

gde r � jR�W �j � dim�W � i dav � dav�W �� bdav � bdav�W �	 Takim
obrazom�

dav�W � � bdav�W �� ����

Teorema �	� vleqet v silu ���� sledu�wee utver�denie	

Sledstvie ���� Esli W primitivna� algebra
 to b�W � � dav�W ��

Soglasno teoreme III���B iz 
��
 ob�rtyva�wa� algebra Env�G�
gruppy perestanovok G � Sym�V � sovpadaet s kommutator�
no� algebro� algebry Z�G� v MatV i obratno	 Bolee to�
go� Spec�Env�G�� � Spec�Z�G��	 I� nakonec� stepen� n� �krat�
nost� m�� neprivodimogo predstavleni� gruppy G� otveqa�wee
idempotentu P � sovpadaet s mP �sootv	 nP �	 Takim obrazom� te�
orema �	� i sledstvie �	� vlekut v silu ���� i ���� sledu�wee
utver�denie� dokazannoe inym putem v 
��
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Sledstvie ���� Esli G 	 primitivna� gruppa perestanovok
 to

b�G� � min
�
�n��m�� � �n � ����r � ���

gde 
 probegaet vse neglavnye neprivodimye predstavleni� grup�
py G
 vhod�wie v e� perestanovoqnoe predstavlenie
 i r 	 rang G�

���� Imeets� oqevidna� verhn�� ocenka

jAut�W �j � nb�W �

por�dka gruppy avtomorfizmov kletoqno� algebry W 	 Sledu��
wee utver�denie da�t bolee sil�nu� ocenku por�dka v primi�
tivnom sluqae	

Teorema ����� Pust� W 	 primitivna� kletoqna� algebra na V �
Togda dl� ka�dogo e� nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeni� R su�
westvuet taka� nesvodima� baza B
 qto

jAut�W �j � ndb���

gde d � d�R� 	 stepen� otnoxeni� R i b � jBj 	 razmer bazy B�

Zameqanie ����� Utver�denie teoremy osta�ts� spravedlivym�
esli W � proizvol�na� kletoqna� algebra� R � sv�znoe otno�
xenie na V � �vl��wees� ob�edineniem bazisnyh otnoxeni� S
algebry W i d � max

S
fdin�S�� dout�S�g	

Dokazatel	stvo� Pust� R � nerefleksivnoe bazisnoe otnoxenie
algebry W 	 Primitivnost� posledne� vleq�t� qto ono �vl�ets�
sil�no sv�znym	 Po�tomu


v�� � � � � vi � V �Wv����� �vi �� MatV � �u � Xi � R�u� �	 Xi�

gde Xi � fv � V � fvg � Cel�Wv����� �vi�g	 �to vleq�t� qto suwestvu�
et taka� nesvodima� baza B � �v�� � � � � vb�� qto vi	� � V n Xi i
RT �vi	�� �Xi �� � dl� vseh i � 	b� �
	 Sledovatel�no�

	Gv����� �vi � Gv����� �vi�� 
 � d� i � 	b� �
�

gde G � Aut�W �	 Poskol�ku 	G � Gv� 
 � n� teorema dokazana	

Teoremy �	� i �	�� pozvol��t v silu ���� ocenit� por�dok
gruppy avtomorfizmov primitivno� kletoqno� algebry v ter�

minah dvo�stvennyh stepene� bd�P � � mP �nP i stepene� d�R�	
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Sledstvie ����� Pust� W �MatV 	 primitivna� kletoqna� al�
gebra� Togda

jAut�W �j � n � �dmin�
bdmin���

a tak�e

jAut�W �j � n � �dmin�
dav��� jAut�W �j � n � �bdav�bdmin���

gde dmin �sootv� dav
 est� minimal�na� �sootv� sredn��
 stepen�

nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeni� algebry W 
 i bdmin �sootv�bdav
 est� minimal�na� �sootv� srednevzvexenna�
 dvo�stvenna�
stepen� neglavnogo idempotenta P � Spec�W � �sm� ����
�

Zameqanie ����� Znamenita� gipoteza Simsa� dokazanna� v 
�

v predpolo�enii zaverxeni� klassifikacii koneqnyh prostyh
grupp� �CFSG� utver�daet� qto jGj � nf�d�� gde G � Sym�V � �
primitivna� gruppa perestanovok i d � e� minimal�na� podste�
pen� �sovpada�wa� s dmin algebry Z�G��	 Pervye dva neraven�
stva sledstvi� �	�� s W � Z�G� da�t drugie verhnie grani�

cy dl� jGj	 Bylo by interesno ocenit� dav ili bdmin funkcie�
ot dmin! �to dalo by novoe dokazatel�stvo gipotezy Simsa� ne
opira�wees� na CFSG	

V zaverxenii paragrafa otmetim� qto po teoreme �	� iz 
�

neravenstvo dmin � �O�mP � vypolneno ravnomerno dl� vseh ne�
glavnyh idempotentov P � Spec�W � primitivno� kletoqno� al�
gebry W 	 V silu teorem �	�� i �	� �to pokazyvaet� qto neraven�
stvo

jAut�W �j � n � �O�m�
P �nP � �� �

tak�e vypoln�ets� ravnomerno dl� vseh takih P 	

x	� �
zamknutye primitivnye kletoqnye algebry

���� Pon�tie m�zamknuto� kletoqno� algebry bylo vvedeno v 
�

v sv�zi s problemo� xurovosti	 Ono voshodit k rabote 
��
�
gde shodnoe pon�tie opredel�los� algoritmiqeski	 My naqn�m
s osnovnyh opredeleni�� otnos�wihs� k sil�no zamknutym kle�
toqnym algebram	

Pust� W � kletoqna� algebra na V 	 Dl� ka�dogo natural��
nogo qisla m polo�imcW �m� � 	W � � � � �W� �z 


m

� Z�Sym�V �� V m�
�
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sqita� gruppu Sym�V � de�stvu�we� na V m pokoordinatno	 Kle�

toqna� algebra cW �m� � MatVm nazyvaets�m�merno� rasxirenno�

algebro� algebry W 	 Gruppa Aut�cW �m�� de�stvuet toqno na inva�
riantnom mno�estve � � f�v� � � � � v� � v � V g	 Bolee togo� otobra�
�enie � � v �� �v� � � � � v� induciruet izomorfizm gruppy Aut�W � i

sostavl��we� gruppy Aut�cW �m�� na ��	

Va�no� qerto� kletoqno� algebry cW �m� okazyvaets� sledu��
wa� vozmo�nost� rasxireni� algebry W bez izmeneni� e� grup�
py avtomorfizmov	 Polo�im

W
�m�

� ��cW �m��
�
��� �

My nazyvaem W
�m�

m�zamykaniem algebry W i govorim� qto W

�vl�ets� m�zamknuto�� esli W � W
�m�

	 Ka�da� kletoqna� al�
gebra� oqevidno� ��zamknuta	 Odnako� suwestvu�t algebry� ne
�vl��wies� ��zamknutymi �sm	 p	 �	��	 Sledu�wee predlo�enie
opisyvaet sootnoxenie me�du m�zamykaniem i xurovym zamy�
kaniem Sch�W � � Z�Aut�W �� kletoqno� algebry W 	

Predlo
enie ��� �
�
�� Dl� ka�do� kletoqno� algebry W na V
ime�t mesto sledu�wie utver�deni��

��� Aut�W
�m�

� � Aut�W � dl� vseh m � ��

��� W � W
��� � � � � �W

�n�
� � � � � Sch�W ��

��� �W
�m�

�
�l�

� W
�m�

dl� vseh l � 	m
�

Takim obrazom� v nekotorom smysle algebra W
�m�

mo�et ras�
smatrivat�s� kak approksimaci� algebry Sch�W �	

���� Ni�e my ograniqivaems� sluqaem m � �	 Kak budet vid�
no iz sledu�wego punkta da�e v �tom sluqae svo�stva m�
zamknutyh kletoqnyh algebr otliqa�ts� ot svo�stv obwih kle�
toqnyh algebr �po kra�ne� mere v primitivnom sluqae�	 My
budem pol�zovat�s� sledu�we� lemmo�� opisyva�we� struktu�
ru ��rasxirennyh algebr� kotora� vytekaet iz predlo�eni� �	�
i lemm �	� i �	�� dokazannyh v 
�
	

�Mo	no pokazat
� qto na samom dele cW �m� � �W � � � � �W� I���
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Lemma ���� Pust� W 	 kletoqna� algebra na V i cW � cW ���� W �

W
���
� Togda

��� Podmno�estvo R mno�estva V � V �vl�ets� bazisnym
otnoxeniem algebry W togda i tol�ko togda
 kogda ono

est� kletka algebry cW �

��� Dl� ka�do� toqki v � V mno�estvo cWU � IUcWIU 

gde U � Uv � fvg � V 
 mo�et estestvennym obrazom
rassmatrivat�s� kak kletoqna� algebra na U � Bolee to�

go
 �Wv��U � cWU 
 gde biekci� �U � V � U opredel�ets�
formulo� u�U � �v� u��

��� Dl� l�byh dvuh toqek v� v� iz odno� i to� �e kletki al�

gebry W suwestvuet slaby� izomorfizm 
 � cWU � cWU � 

gde U � Uv i U � � Uv� 
 tako�
 qto 
�I�v�v�� � I�v��v�� i


�A�U � � A�U� dl� vseh A �W �

Esli G � gruppa perestanovok na V � to� oqevidno� Cel�Z�Gv�� �
Orb�Gv�� v � V � i Z�Gv� 
� Z�Gv�� dl� v� v�� prinadle�awih odno�
i to� �e G�orbite �poskol�ku Gv i Gv� izomorfny kak gruppy
perestanovok�	 Sledu�wee utver�denie obobwaet �ti fakty na
��zamknutye kletoqnye algebry	

Lemma ���� Pust� W 	 ��zamknuta� kletoqna� algebraa na V �
Togda

��� Cel�Wv� � fR�v� � R � Rg
 gde v � V i R 	 mno�estvo
bazisnyh otnoxeni� algebry W �

��� Dl� l�byh dvuh toqek v� v�
 prinadle�awih odno� i to�
�e kletke algebry W 
 suwestvuet tako� slaby� izomor�
fizm � � �v�v� � Wv � Wv� 
 qto ��Iv� � Iv� i ��A� � A dl�
vseh A �W �

Dokazatel	stvo� Pust� v � V 	 Togda V �
S
R�RR�v�	 Takim

obrazom� dl� dokazatel�stva ��� dostatoqno proverit�� qto R�v�
�vl�ets� kletko� algebryWv dl� vseh R	 Pust� R � R	 Po utver�
�deni� ��� lemmy �	� poluqaem� qto R � Cel�cW �	 S drugo� sto�
rony� iz pervo� qasti utver�deni� ��� lemmy �	� sleduet� qtocWU � IUcWIU �vl�ets� kletoqno� algebro� na mno�estve U � Uv	

Po�tomu mno�estvo U � R est� kletka algebry cWU 	 Ispol�zu�
vtoru� qast� utver�deni� ��� lemmy �	�� zakl�qaem� qto suwe�
stvuet taka� kletka X � Cel�Wv�� qto X� � U � R� gde � � �U 	
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Iz ravenstva �R�v��� � U � R sleduet� qto X � R�v�	 Odnako�
R�v� � Cel��Wv�	 Takim obrazom X � R�v� i potomu R�v� �vl�et�
s� kletko� algebry W 	

Dl� dokazatel�stva ��� v oboznaqeni�h lemmy �	� polo�imfW � �cWU ��
��

U i fW � � �cWU ���
��

U� 	 Togda po utver�denie ��� �to�

lemmy kletoqnye algebry fW i fW � na V � soder�at Wv i Wv�

sootvetstvenno	 Utver�denie ��� to� �e lemmy vleq�t togda�
qto otobra�enie

e� � fW � fW �� e��A� � �
�A�U ��
��

U� �

�vl�ets� slabym izomorfizmom iz fW v fW �	 Algebra Wv �so�

otv	 Wv�� est� naimen�xa� kletoqna� podalgebra algebry fW �so�

otv	 fW ��� soder�awa� W i Iv �sootv	 W i Iv��	 Takim obrazom�e��Wv� � Wv� po utver�deni� ��� lemmy �	�	 Trebuemy� izomor�
fizm � poluqaets� teper� ograniqeniem e� na Wv	

Dokazanna� lemma imeet interesnoe sledstvie� otnos�wees�
k kletoqnym algebram� ime�wim nerefleksivnoe bazisnoe otno�
xenie stepeni �	

Sledstvie ���� Pust� W 	 ��zamknuta� odnorodna� kletoqna�
algebra na V i E 	 e� �kvivalentnost�
 �vl��wa�s� ob�edineniem
bazisnyh otnoxeni� stepeni �� Togda U � Cel�W 	IU 
� dl� ka�dogo
klassa U � V�E�

Dokazatel	stvo� Iz uslovi� na E sleduet� qto Wu � Wv � fW
dl� vseh u� v � U 	 Po�tomu mno�estvo f�u�v � u� v � Ug soder�

�its� v gruppe vseh slabyh izomorfizmov algebry fW na se�
b�	 Takim obrazom� po utver�deni� ��� lemmy �	� �to mno�e�
stvo soder�its� v podgruppe 
� sohran��we� standartny� ba�
zis algebry W 	 Po�tomu 
 de�stvuet tranzitivno na mno�e�
stve fIu � u � Ug	 �to vleq�t� qto U �vl�ets� kletko� kletoqno�

algebry fW� �sm	 lemmu �	��	 Dl� zaverxeni� dokazatel�stva

osta�ts� zametit�� qto fW� � W 	IU 
� poskol�ku posledn�� al�
gebra �vl�ets� naimen�xe� kletoqno� nadalgebro� algebry W �
soder�awe� IU 	

���� V �tom punkte my ustanavlivaem svo�stva ��zamknutyh pri�
mitivnyh kletoqnyh algebr� kotorye obobwa�t analogiqnye
svo�stva primitivnyh grupp perestanovok	 V ka�dom sluqae
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�teorema o gruppah perestanovok� mo�et byt� vyvedena iz so�
otvetstvu�we� �teoremy o kletoqnyh algebrah� s ispol�zo�
vaniem togo fakta� qto centralizatorna� algebra Z�G� pri�
mitivno� gruppy G tak�e primitivna� a tak�e proste�xih
svo�stv ���kvivalentnyh grupp perestanovok �sm	 
��
�	 V kon�
ce �togo punkta my privodim primer� pokazyva�wi�� qto uslo�
vie ��zamknutosti primitivno� algebry �vl�ets� suwestven�
nym	 Naqn�m s harakterizacii ��zamknutyh primitivnyh algebr
�sm	 
��� teorema �	�
�	

Teorema ���� Pust� W 	 ��zamknuta� odnorodna� kletoqna� al�
gebra na V � Togda W primitivna v tom i tol�ko v tom sluqae
 ko�
gda algebra Wv �vl�ets� minimal�no� kletoqno� nadalgebro� al�
gebry W dl� vseh v � V �

Dokazatel	stvo� Pust� W primitivna i W � � kletoqna� alge�
bra na V � dl� kotoro� Wv � W � � W 	 Oboznaqim qerez U kletku
algebry W �� soder�awu� toqku v	 Togda U �� fvg� ibo v protiv�
nom sluqaeW � � Wv	 Takim obrazom� suwestvuet nerefleksivnoe
bazisnoe otnoxenie R algebry W � dl� kotorogo R�v� � U �� �	 S
drugo� storony� po utver�deni� ��� lemmy �	� my zakl�qaem�
qto R�v� � Cel�Wv�	 �to vleq�t� qto R�v� soder�its� v nekotoro�
kletke algebry W �	 Po vyboru R �ta kletka sovpadaet s U � to
est� R�v� 	 U 	 Prinima� vo vnimanie� qto mno�estvo R� �U �U �
�vl�ets� ob�edineniem bazisnyh otnoxeni� odnorodno� kompo�
nenty W �

U algebry W �� my zakl�qaem� qto R�u� 	 U dl� vseh
u � U 	 Poskol�ku R sil�no sv�zno �zdes� my pol�zuems� primi�
tivnost�� algebry W �� �to pokazyvaet� qto U � V 	 Primen��
utver�denie ��� lemmy �	� k Wv � W �

v� my vidim� qto ka�doe
bazisnoe otnoxenie algebry W �vl�ets� tak�e bazisnym otno�
xeniem algebry W �	 Takim obrazom W � �W 	

Obratno� pust� E � �kvivalentnost� algebry W � E �� V � V �
i U � klass E	 Togda imeets� vkl�qenie W 	IU 
 � Wv dl�
vseh v � U 	 Poskol�ku W 	IU 
 �� W �vybor E�� minimal�nost�
algebry Wv vleq�t� qto W 	IU 
 � Wv dl� vseh v � U 	 Po lem�
me �	� ots�da sleduet� qto d�R� � � dl� vseh bazisnyh otnoxe�
ni� R algebry W takih� qto R 	 E	 Takim obrazom� �kvivalent�
nost� E udovletvor�et uslovi� sledstvi� �	�	 Sledovatel�no�
U � Cel�W 	IU 
� i potomu jU j � �	 �to pokazyvaet� qto �kvivalent�
nost� E trivial�na	
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Sledu�wee utver�denie obobwaet predlo�enie �	 iz 
��
	

Teorema ���� Pust� W 	 ��zamknuta� primitivna� kletoqna�
algebra na V i u� v 	 razliqnye toqki iz V � Togda libo W � Wu�Wv

libo W 
� Z�Cp� dl� nekotorogo prostogo qisla p�

Dokazatel	stvo� Po teoreme �	� my zakl�qaem� qto kletoqna�
algebra Wu � Wv sovpadaet s W ili Wu	 V poslednem sluqae�
tak�e Wu � Wv	 V silu ��zamknutosti algebry W iz lemmy �	�
sleduet� qto ee bazisnoe otnoxenie R� dl� kotorogo v � R�u��
imeet stepen� �	 Takim obrazom� W 
� Z�Cp� po lemme �	�	

V sledu�we� teoreme my ispol�zuem oboznaqeni� Celprim�W �

�sootv	 Celimpr�W �� dl� mno�estva kletok kletoqno� algebry W �
otveqa�wih ee primitivnym �sootv	 imprimitivnym� odnorod�
nym komponentam i Fix�W � dl� mno�estva toqek W otveqa�wih
ee kletkam mownosti �	

Teorema ��
� Pust� W 	 ��zamknuta� primitivna� kletoqna�
algebra na V 
 v � V i U 	 maksimal�na� po mownosti kletka
algebry Wv� Togda

��� j�Rv�U�U �j � � dl� nekotoro� U � � Cel�Wv� n fvg togda i
tol�ko togda
 kogda W 
� Z�Cp� dl� prostogo qisla p�

��� j�Rv�U�U j � � togda i tol�ko togda
 kogda libo W 
� Z�Dp�
dl� neqetnogo prostogo qisla p
 libo W est� simpleks
na V �

��� U � 	 Fix�W�U �� dl� vseh U � � Celprim�Wv��

��� esli U � Celprim�Wv�
 to U 	 Fix�W�U ��� dl� vseh U � �
Cel�Wv� n fvg


gde Rv � R�Wv��

Dokazatel	stvo� Po lemme �	� utver�deni� ��� i ��� vyteka�t
iz sledu�we� lemmy	

Lemma ���� Esli W � MatV primitivna� algebra i R � R priqem
d�R� � dmax
 to

��� cTR�S � d�R� dl� nekotoryh S� T � R
 T �� �V togda i tol�ko
togda
 kogda W 
� Z�Cp� dl� prostogo qisla p�

��� cRR�S � d�R� � � � � dl� nekotoro� S � R togda i tol��

ko togda
 kogda libo W 
� Z�Dp� dl� neqetnogo prostogo
qisla p
 libo W est� simpleks na V 
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gde R � R�W � i cTR�S 	 strukturnye konstanty algebry W �

Dokazatel	stvo� My doka�em tol�ko neobhodimost� utver�de�
ni� ��� i ���� poskol�ku ih dostatoqnost� trivial�na	 Iz uslo�
vi� utver�deni� ��� sleduet� qto S � R�v� � T �v�� gde v � V 	
"sno� qto ST �u� � R�v� dl� vseh u � T �v�	 Po�tomu

ST �u� � R�v�� u � T �v� ����

po vyboru R	 �kvivalentnost� na V � opredelenna� tak� qto u 
 w
togda i tol�ko togda� kogda ST �u� � ST �w�� sovpadaet s � po pri�
mitivnosti W i lemme �	� �primenenno� k matrice sme�nosti
otnoxeni� ST �	 Sledovatel�no� d�T � � jT �v�j � � v silu ����� to
est� W 
� Z�Cp� �sm	 lemmu �	��	

Iz uslovi� utver�deni� ��� sleduet� qto R i S � nereflek�
sivnye otnoxeni�� priqem S � ST i d�S� � d�R� � �	 Bolee to�
go� d�S� �� d�R� � � v silu primitivnosti W �v protivnom slu�
qae otnoxenie S �� �vl�ets� netrivial�no� �kvivalentnost��
algebry W s klassami mownosti d�R��	 Tak qto d�S� � d�R�
po vyboru R	 Pust� v � V i u � U � gde U � R�v�	 Togda
S�u� � �U nfug��fu�g dl� nekotoro� u� � V nU 	 Qislo jS�w��S�u�j
ne zavisit ot vybora w � S�u�� poskol�ku sovpadaet so struktur�
no� konstanto� cSS�S 	 Esli W �
� Z�Dp�� to jU j � � po lemme �	�	

Poslednee neravenstvo vleqet� qto jS�w� � S�u�j � jU j � � � �
dl� vseh w � U n fug	 Po�tomu iz dokazannogo vyxe sleduet� qto
S�u�� � S�u� �� �	 Sledovatel�no� jS�w� � S�u�j � d�R�� � dl� vseh
w � S�u�� � S�u� i potomu dl� w � u�	 �to oznaqaet� qto mno�e�
stvo U � fu�g est� klass �kvivalentnosti S � �	 Poskol�ku W
primitivna� my zakl�qaem� qto u� � v� S � R i� znaqit� W �vl��
ets� simpleksom	

Doka�em utver�deni� ��� i ���	 Dl� pary kletok U�� U� alge�
bry Wv opredelim �kvivalentnost� EU��U�� na U� polaga�

EU��U�� � f�u� u�� � U� � U� � S�u� � S�u�� dl� vseh S � �Rv�U��U�g�
Togda po lemme �	� ona �vl�ets� �kvivalentnost�� algebry
�Wv�U� 	 Krome togo� ravenstvo EU��U�� � �U� oqevidno vleqet�
qto ograniqenie �Wv��U� � na U� sovpadaet s MatU� 	 Tak qto ���
i ��� �vl��ts� sledstvi�mi ��� dl� U� � U �� U� � U i U� � U �
U� � U � sootvetstvenno pri uslovii� qto v � Fix�W�X�� dl� vseh
X � Cel�Wv�	 Dl� zaverxeni� dokazatel�stva pust� X � Cel�Wv�
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i v� prinadle�it kletke algebry W�X� � soder�we� v	 Togda
S�v�� � S�v�� gde S � bazisnoe otnoxenie algebry W s S�v� � X
�sm	 lemmu �	��	 Takim obrazom v � v� po lemme �	�	

Sledu�wi� rezul�tat� vyteka�wi� iz utver�deni� ��� i ���
teoremy �	 obobwaet teoremu � 	� iz 
��
 o toqnyh invariant�
nyh mno�estvah stabilizatora toqki primitivno� gruppy pe�
restanovok	 Pod bazo� algebry W � MatV my ponimaem ni�e
mno�estvo B 	 V � dl� kotorogo W�B� � MatV 	

Teorema ���� Pust� X � Celimpr�Wv�� Togda

��� esli X �� �
 to mno�estvo
S
U ��X U � est� baza algebry W �

��� esli X � �
 to l�ba� kletka algebry Wv
 otliqna� ot fvg

est� baza algebry W �

Zameqanie ����� Oqevidno� v predpolo�enii utver�deni� ���
teoremy �	� my imeem neravenstvo jAut�W �j � nk�� gde k �
dmin�W �� kotoroe vleqet gipotezu Simsa dl� primitivnyh grupp
s primitivnymi sostavl��wimi stabilizatora toqki	 Krome
togo� v �tom sluqae d�R� �

�
k

bk��c

�
dl� vseh bazisnyh otnoxeni� R

algebry W 	 �De�stvitel�no� pust� U�U � � Cel�Wv� n fvg� priqem
U � maksimal�na� po mownosti kletka algebry Wv� i jU �j � k	
Togda dl� l�bogo bazisnogo otnoxeni� S 	 U � U � algebry Wv

mno�estva S�u�� u � U � poparno razliqny v silu utver�deni� ���
teoremy �	 	�

Dl� proverki togo� qto predpolo�enie o ��zamknutosti al�
gebry W �vl�ets� suwestvennym� rassmotrim nexurovu primi�
tivnu� kletoqnu� algebru W � T ���� na V � 	��
� opredel�nnu�
v p	 �	�	 Pr�mym vyqisleniem legko pokazat�� qto suwestvuet
toqka v� � V � dl� kotoro� vypolneny sledu�wie utver�deni��

��� Wv� imeet tri kletki� dve mownosti  i odnu mownosti �!
��� esli v �� v�� to Wv imeet sem� kletok� qetyre mownosti �

i tri mownosti �!
��� Wv � Wv� dl� v �� v�	

Vyberem proizvol�nu� toqku v � V � otliqnu� ot v�	 Togda leg�
ko videt�� qto utver�deni� ��� i ��� lemmy �	� ne vypoln��ts�
dl� toqki v i pary �v�� v� sootvetstvenno	 Po�tomu algebra W ne

mo�et byt� ��zamknuta	 �Na samom dele� W
���

� Sch�W ��	 S dru�
go� storony� zakl�qenie teoremy �	� ne vypolneno� iz ��� sle�
duet� qto Wv ne �vl�ets� minimal�no� nadalgebro� algebry W 	
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Analogiqno mo�no pokazat�� qto dl� algebry W zakl�qeni� te�
orem �	� i �	� tak�e nespravedlivy	

���� Izvestno� qto ka�da� ����tranzitivna� gruppa perestano�
vok libo primitivna� libo �vl�ets� gruppo� Frobeniusa �sm	
teoremu ��	� v 
��
�	 Sledu�wee utver�denie obobwaet �tot re�
zul�tat na kletoqnye algebry �sm	 tak�e 
��
�	

Teorema ����� Pust� W 	 ��zamknuta� odnorodna� kletoqna� al�
gebra na V � Predpolo�im
 qto d�R� � d�S� dl� vseh e� nereflek�
sivnyh bazisnyh otnoxeni� R�S� Togda algebra W �vl�ets� xuro�
vo� i ka�da� e� nesvodima� baza imeet razmer samoe bol�xee �

za iskl�qeniem razve lix� sluqa�
 kogda W primitivna�

Zameqanie ����� Esli W imprimitivna� to teorema pokazyvaet�
qto W � Z�G�� gde G libo gruppa Frobeniusa� libo regul�rna�
gruppa perestanovok	

Dokazatel	stvo� My vospol�zuems� sledu�we� lemmo�	

Lemma ����� Pust� W 	 imprimitivna� kletoqna� algebra na V
priqem d�R� � d�S� dl� vseh ee nerefleksivnyh bazisnyh otnoxe�
ni� R�S� Togda �Wv�V nfvg 	 poluregul�rna� algebra na V nfvg
 v � V �

Dokazatel	stvo� Pust� R � mno�estvo bazisnyh otnoxeni� al�
gebry W � E � e� �kvivalentnost� i U � V�E	 Togda

jU j �
X

R�R� R�E

d�R� � d�a� �� � ��

gde d � stepen� l�bogo nerefleksivnogo bazisnogo otnoxeni� al�
gebry W � i a � mownost� mno�estva� po kotoromu proizvodits�
summirovanie	 Po�tomu

GCD�d� jU j� � �� ����

Dl� v � V polo�im S � S�v� U � � fS � R � S�v� � U �� �g	 To�
gda mno�estva S�v� U � dl� razliqnyh U libo sovpada�t� libo
ne pereseka�ts� �sm	 
��
�	 Takim obrazom� mno�estvo

S
S�S S�v�

�vl�ets� ob�edineniem klassov �kvivalentnosti E i� sledova�
tel�no�

djSj �
X
S�S

d�S� � jU jl
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dl� nekotorogo polo�itel�nogo celogo qisla l	 Iz ���� sleduet�
qto jU j delit S	 Poskol�ku jSj � jU j� my zakl�qaem� qto jSj � jU j	
�to vleq�t neravenstvo

jR�v� � U j � �� U � V�E� v � V n U ����

dl� vseh R � R	
Pust� v � V 	 Predpolaga� �kvivalentnost� E netrivial�no�

oboznaqim qerez U ee klass� soder�awi� v	 Togda dostatoqno do�
kazat�� qto din�R� � dout�R� � � dl� vseh R � Rv� soder�awihs�
v V ��V �� gde Rv � mno�estvo bazisnyh otnoxeni� algebry Wv

i V � � V n fvg	 Poskol�ku Wv � W 	IU 
� my vidim� qto dl� ka�
�do� kletki X � Cel�Wv� libo X 	 U � libo X � U � �	 Pust� X
i X� sut� kletki algebry Wv� dl� kotoryh X 	 U� i X � �U � ��
gde U� � U n fvg	 Togda v silu ���� dl� proizvol�no� u � X�

pary �u�w� i �u�w�� s razliqnym w�w� � X prinadle�at razliq�
nym bazisnym otnoxeni�m algebry W 	 Po�tomu qislo bazisnyh
otnoxeni� algebry Wv� soder�awihs� v X� �X� ravno kak jXj�
tak i jX�j	 Sledovatel�no� jXj � jX�j i my zakl�qaem� qto


R � Rv � �R 	 U� � �V n U � � din�R� � dout�R� � ���

Dl� zaverxeni� dokazatel�stva zametim� qto ka�da� bazisna�
matrica algebry Wv s nositelem v U��U� ili v �V nU ���V nU �
mo�et byt� predstavlena v vide proizvedeni� dvuh bazisnyh
matric iz Wv s nositel�mi v U� � �V n U � i �V n U �� U�	

Obratims� k dokazatel�stvu teoremy	 Iz lemmy �	�� i utver�
�deni� ��� lemmy �	� sleduet� qto gruppa Aut�W � tranzitiv�
na �my ispol�zuem tot fakt� qto l�bo� slaby� izomorfizm
poluregul�rnyh algebr induciruets� sil�nym izomorfizmom�	
Po�tomu dostatoqno proverit�� qto gruppa Aut�W �v� sovpada��
wa� s Aut�Wv� de�stvuet tranzitivno na R�v� dl� vseh R � R�
gde v � V 	 Odnako iz utver�deni� ��� lemmy �	� sleduet� qto
mno�estvo R�v� �vl�ets� kletko� algebry Wv� kotora� xurova
po lemme �	��	
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