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ЗАДАЧИ ТИПА ТРИКОМИ ДЛЯ СИСТЕМ 
УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА 

1. Будем рассматривать систему следующего вида 

sgn у | у Iх их — v = О \ , где * > 0. (1) 
uy + vx = 0} 

Эта система является эллиптической при у > 0, гиперболи­
ческой при у < 0 . Систему (1) будем рассматривать в об­
ласти Q = Qi\JAB[}Q2, r ^ e ^ i ~ верхняя полуплоскость, 
(у > 0), 22 — область, ограниченная отрезком АВ оси у = 0, 
где Л(0, 0), £(1, 0), и характеристиками системы 

АС:х = (1-2ч)(-уУ~2\ (2) 

где 
ВС:х~1-Ц-2*)Ь-у)1-г\ (3) 

; очевидно 0 < v < — . 
2(% + 2) 2 

З а д а ч а Г*. В области S найти систему функций 
и(х, у), ^(х, у), удовлетворяющих условиям: 

1. а(х, у), v(x% у)£С(й). (4) 
2. [и, v] — непрерывно дифференцируемое решение си­

стемы (1) в Qx и обобщенное решение в 22. 
3. v(x9 0)£С1(0, 1). (5) 
4. и (л:, у), 1>(лг, у) удовлетворяют следующим граничным 

условиям: 
u/AC = g(x) п р и 0 < х < ~ , (6) 

v(x, 0 ) - 0 при | * - . 1 | > 1 , (7) 
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где 
g (х) е С1 [О, I ] , £' (х) 6 Н1~ъ+* [О, 1 ] , в > 0. (8) 

5. и(х, у), v(x, у) исчезают на бесконечности. При реше­
нии будем применять метод интегральных уравнений. Соот­
ношение из гиперболической области имеется в [1], (см. 
формулу (23.7)). Оно имеет вид 

х 

где 

? ( * ) « Т 1 / Л * ) - т а р ^ , о < * < 1 , (9) 

ср (х) = а (*, 0), ф (х) - v (х, 0), X (х) = <|/ (х), (10) 

rf r g(i)dt 

__ sinv7ur2(v) _ sinvTC(2 — 4v)2vr2 (v) 
T l ~ ~ ^r(2v) ' T2 2*Г (2v) ' 

Чтобы вывести соотношение из эллиптической области, 
используем представление решения системы (1), при у > 0, 
через функцию v (х, 0) = ф (х), — со < х < сю, (см. [2], с. 107). 
Полагая в представлении для ti(xv yx) у1==0 и учитывая 
(7), получим 

^ - Л ( М ) У , 02) 
где 

л 2» а - * ) » « , ^ ( 1 3 ) 
1 тс ' V I r(2v) * ' 

а интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. 
Учитывая определение интеграла в смысле главного значе­
ния по Коши и используя интегрирование по частям в пред­
положении 

Ф(0) = 0, (14) 
Ф(1) = 0, (15) 

получим из (12) 

Из соотношений (9), (16) получим 
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< i+—>fan^= /w' (i7> 
где 

/W = ^ / * ( 4 (18) 
Лемма 1. Функция f(x), определенная соотношениями 

(11), (18), удовлетворяет условию Гельдера с показателем 
1 — 2v + e при 0 < л : < 1 . 

Доказательство леммы проводится при помощи замены 
t = xz, с учетом (8). 

Уравнение (17) представляет собой обобщенное уравне­
ние Абеля, это уравнение решено Л. Вольферсдорфом [3], 
его решение имеет вид 

А-

v / ч cos2vic + s inw d Г f(t)dt . 
л. (X) = I г v ' 2icsin2™ dx J (я_л1-21» 

0 

l (1 —sinvu)r(2v)rf-- — ~ ) 
| 1 -s inNIC d С f(t)dt | U 2/ x ( i g ) 

2rcsin 2w rfjc 

l 

X 

Придадим этому решению другой вид. Для этого исполь­
зуем метод К. Д. Сакалюка [4], с. 603. Взяв в качестве 
канонической функции задачи Римана, соответствующей 
уравнению (17), функцию 

- JL (l_2v) i - <!-*> 
X(z)*=z 4 (1-z)4 , (20> 

будем иметь 
Х(х\= ^П2У1С d Г f(t)dt 

4rcsinv7t rfjc J ( x f)1-2* 

1 , « ft v 3 

4 <* Г J (1-0 dLx ( 2 1 ) 
4rc2 sin VTC dx 

0 
1 

X IT / ( t ) rfx 

0 7(1-8») 4 ( 1 - 2 , ) 

( 1 - х ) ( ,_<) 
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Переставляя порядок интегрирования во втором слагаемом, 
перепишем (21) в следующем виде 

тс х „, cos VTC t£ — (1 — 2v) 
^ / у ч cos у* d ? f(t)dt * 4 U } d 

2* dx j (x-t)l~2* Ж dx ( 2 2 ) 

i x T ( 1""2 V ) T ( 1 - 2 v ) 

J -f d-2v) ± a-*> J (* - О1-2* (* - 0 
т (1 — T) 

Внутренний интеграл, входящий в (22), обозначим через 
i(x, т). При вычислении его приходится различать два слу­
чая лг>т:, x<i. В случае л:>т, применяя известный метод 
теории функции комплексного переменного (см., напри­
мер [5]) и используя при этом формулу (5), с. 225 [6J, 
получим 

i -( l_2v) T - ( * - 2 t ) о 1 

-(ri'l'fi-r)'»»-^*' 
X 

s i n - j ( l - 2 v ) s i n - J ( l - 2 v ) r ^ + j j ( l — « ) 

В случае х < x, делая замену * = хг и используя формулу 
(5), с. 225 [6], получим 

„ / 5 3 \ Л 

U 2 / 

Xf,({-f. |(2.-1). I, f + f..* f ) . <24» 
Подставляя теперь найденные значения i(x, x) в (22), 
получим 
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cos« cos =-(1-2.) rf c / ( x ) d T i 

•c (1 — x) 

cosw cos - ц - ^ ) * 
X 2^ rfl) I (1_2v) 

X 

+ Л ' Г ?-*t + *™ X (25) 
X (1 — X) 

Л d f-

1 . 3 

т (1 — T) 

X 

где 

^ 2 

* / u 3 \ / 7 3 \ ,ft ч 
COSVTC cos - j (1 ~ 2 v ) cos I — — — VTC Г l"T"~"o" v T№) 

_ _ 
2те2Г — + — 

\ 4 2 

COSVTt 
7C / 5 V \ 

t g - ( l - 2 v ) r ^ - - ) r ( 2 V ) 

2w*T (M-) 
Используя формулы из [7], на с. 20, 15, 24, нетрудно пока­
зать, что решение уравнения (17), определенное соотноше­
нием (25), совпадает с (19). 

Лемма 2. Если f(x)£Н1~Ъ+В[0, 1], то решение ин­
тегрального уравнения (17) имеет вид 

Х(лг) = [х(1-х)Г ( 1-2^Е )х(х), (26) 
где 

X (*)£//[<>, 1]. 

Утверждение леммы доказано в ЩЛ 
Для решения задачи мы должны найти функцию ${х)у 

удовлетворяющую условиям: 
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Ф' ( * ) " * ( * ) , (27) 
Ф(0)«0', (28) 
Ф(1) = 0, (29) 

{см. (10), (14), (15)). 
Из (27), (28) найдем ф(*) в следующем виде 

Ф(*)= |х(*)Л, (30) 

где Х(лг) определена соотношением (25). 
Итак, ty(x) есть первообразная функции Х(х), удовлетво­

ряющая условию ф (0) = 0. Нетрудно видеть, что ty(x) полу­
чается из (25) или (21) вычеркиванием символа — 9 

dx 
Нетрудно убедиться, что функция ф(лг), определенная 

таким образом, будет удовлетворять условию (29), если 
X 

^ ^ = 0. (31) 
Z 4 ( 1 ~ Т ) 4 

Следовательно, условие (31) является необходимым усло­
вием разрешимости задачи Г*. 

Зная ф(л:), можно определить функцию <р(х) по фор­
муле (9). Займемся теперь исследованием свойств <?(х) 
и ty(x). Для этого используем следующее выражение 

• Пх^вА-^^ + вА^т^, (32) 
где 

0 ( х - О 1 " " rf (-—О1 

7С 

cos vTctg—- (1 —2v) 
D cosw D 4 

2т: * 2*2 

1—2v 3 1 
^ ^ - ^ f f(z)dz N(t) = t 4 ( 1 - * ) * ' ^ f • (33) 

J (l-2v) #- 4 (1-2*) 0 „. 4 ч /1 ,\4 т ( l - * ) 4 ( * - * ) 
Это выражение получится из (21), путем интегрирования. 

Лемма 3. Функция N(t), определенная соотношением 
(33), удовлетворяет условию Гельдера с показателем 
— (1 —2v), при 0<х<\. 

Утверждение леммы следует из свойства интеграла типа 
Коши [8], § 25, Г, при этом учитывается лемма 1. 
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Л е м м а 4. Функция ф (х), определенная соотношением 
(32), удовлетворяет условию Гелъдера с показателем 2v, 
при 0 < х < 1. 

Утверждение леммы следует из теоремы Харди —Литтл-
вуда [9], с. 109, с учетом лемм 1 и 3. 

Л е м м а 5. Функция 6(я), определенная соотношением 

#р# | P ( A : ) | < M а — р > 0 , удовлетворяет условию Гелъдера 
с показателем а — р #/?# 0 < х < 1. 

Лемма доказывается совершенно аналогично лемме 2.5 
из [10]. 

Л е м м а 6. Функция <р (х), определенная соотношением 
(9), непрерывна на [0, 1]. 

Утверждение леммы для первого слагаемого следует из 
леммы 1, а для второго слагаемого — из леммы 5 с учетом 
леммы 2. 

Решение задачи Г* по известным ср и ф находим, решая 
в &! задачу Гильберта по формулам [2] с. 107, а в &2~~ 
задачу Коши по формулам (119), (120) [И], с. 103, при 
Л3 = /?з=*0. В 22 оно является обобщенным в смысле 
Т. В. Чекмарева [11]. 

Сформулируем результат. 
Т е о р е м а 1. Обобщенное решение задачи Г* суще-

ствует при выполнении условия (31). 
2. Теперь рассмотрим систему следующего вида: 

sgny\y\~*ux-vy = 0 
и у + vx = 0 

Эта система является эллиптической при у > 0, гипербо­
лической при у < 0. Систему (34) будем рассматривать 
в области 2 «= 2j у АВ [} 22> где Qt — верхняя полуплоскость 
(у > 0), Q2 — область, ограниченная отрезком АВ оси у = 0, 
где Л(0, 0), 5 ( 1 , 0), и характеристиками системы 

Л С : * - ( 1 + 2 р ) ( - - у ) 1 + 2 р , (35) 

5 C : * = l ~ ( l + 2 P ) ( - y ) 1 + 2 p , y < 0 , (36) 
где 

^ 1 ^ Г ^ ; о ч е в и Д н о ° < Р < { - (37> 
З а д а ч а Г. В области 2 найти систему функций и(х, у)> 

*°(х> У)> удовлетворяющих условиям: 

, 0 < х < 1 . (34) 
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1. v(x, y)€C(Qi{)Q2)9 u(x, y)£C(Q). 
2. [a, v] — непрерывно дифференцируемое решение си­

стемы (34) в Qj и обобщенное решение в Щ. 
3. Функция v(x, у) удовлетворяет условию склеивания 

на АВ 

где 
v(x, + 0) = — v(x, —0) = x(x), 0 < J C < 1, 

*(*)£<: [О, 1ЩС1 (0, 1). 

(38) 

4. и(х9 у), v(x, у) удовлетворяют следующим граничным 
условиям: 

и (х, 0) = 0 при > 2 
2 ' 

v/AC = g(x) при 0 < л : < - , 

где 
§•(*)£ С1 [0, 1], * ' ( * ) £ / / 1-2? + е 0 , 1 

2 

(39) 

(40) 

(41) 

5. и(х, у), v(x, у) исчезают на бесконечности. Постав­
ленная задача является аналогом видоизмененной задачи 
Трикоми для одного уравнения смешанного типа второго 
порядка (см. [9], гл. 5). 

Задача Т для системы (34) при помощи замены независи­
мых переменных 

/ - ( 1 - х ) 
и замены функций 

2 (1-*) 
2-х yj1 xsgny, х=*х 

0) = — (1 — %f %Sgnt*V, U = U 

сводится к рассмотренной выше задаче Т* для системы 

sgnt\t\l-xax — ut = 0 
®t + их = 0 

Отсюда следует существование обобщенного решения 
задачи Т при выполнении условия (31). 
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