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ОБ ОДНОМ СПЕЦИАЛЬНОМ КЛАССЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ И О 
СВЯЗАННЫХ С НИМ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ЦЕЛЫХ 

ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ * 
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 

В статье устанавливаются общие положения теории целых функций 
конечной степени, позволяющие получать различные точные оценки, 
аналогичные тем, которые были впервые открыты С. Н. Бернштейном 
и которые играют важную роль в теории аппроксимации. В основе 
исследования лежит данное автором обобщение принципа Фрагмена-
Линделёфа и теорема, аналогичная теореме Эрмита-Вилера, относя­
щаяся к целым функциям конечной степени. 

Введение 

Целой функцией конечной степени мы, следуя С. Н. Бернштейну 
будем называть целую функцию f{z), для которой 

G= lim —у /' <^оо. 
| 2 | >00 I Z I 

Число а^>0 называется степенью функции /(z). 
Функция 

M 6 ) = ! i^J£i i^!>i (O.i) 

называется индикатором роста функции / (z) и является, как известно 
(х) (2), опорной функцией некоторой ограниченной выпуклой области, 
называемой индикаторной диаграммой функции f(z). 

Одно из самых замечательных свойств целых функций конечной 
степени было открыто С. Н. Бернштейном: 

Если f (z) — целая функция степени а ;> 0 и \ f (x) | ^ L при 
— ос<ж<<оо, то \f (X)\<^LG(—оо<#<°о). При этом знак равен­
ства во втором соотношении возлюжен лишь, если 

/ (х) = сг cos ах + с2 sinax. 

Эта теорема, являющаяся основной в теории аппроксимации непре­
рывных функций на всей числовой оси целыми функциями конечной 
степени, обобщалась многими авторами в различных направлениях. 

* Основные результаты этой статьи были изложены без доказательств в 
заметке автора (14). 
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Среди этих обобщений весьма существенным является следзтющее обоб­
щение С. Н. Бернштейна: 

Если о) (х) = eioxcp(x), гдеа^О и (p(z) — целая функция нулевого рода, 
не имеющая корней в нижней полуплоскости, и / (х) — целая функция 
степени, не превышающей а, то из неравенства 

| / {х) | < L | со (х) | (— оо < х < оо) 
следует 

| / ' ( a ) | < L | c o ' ( s ) | ( — о о < х < о о ) . 

Н. И. Ахиезер сделал следующий шаг, показав, что в формулировке 
этой теоремы можно функцию оо (z) = eia2 ср (z) заменить функцией более 
общего класса (5). 

Стремление максимально расширить класс функций <o(z) приводит 
нас к особому классу целых функций. 

О п р е д е л е н и е . Целую функцию конечной степени / (z) мы назо­
вем функцией класса Р, если: 

а) / (z) не имеет корней в нижней полуплоскости, 
Ь> А/(-f )>*/(!> 
Множество функций класса Р степени а мы будем обозначать 

через Ра. В настоящей статье устанавливается, в частности, следую­
щий факт: 

Пусть <x)(z) — функция конечной степени. Для того чтобы из неравен­
ства \f(x)\ -< |о) (х)) (— оо < х < оо), в котором / (z) — произвольная целая 
функция степени т <J а, следовало неравенство | / ' (х) | <^ | а/ (х) |, необхо­
димо и достаточно, чтобы w(z) была функцией класса Р и степени, не 
меньшей ст. 

Более того, мы доказываем общее положение (теорема 4), позволя-
1 Е ( е гсчтуать нераЕенстга, аналогм^вь е вс^агенстЕам С. Н. Берн-
i i c i r a . I ] I I C M оператор дг^фгрснпЕроьанЕЯ заменяется значительно 
более общим оператором. 

Для доказательства этой теоремы и ряда других фактов нам при­
шлось несколько обобщить известный принцип Фрагмена-Линделёфа. 
Это обобщение формулировано в лемме 2. 

Класс Р был введен нами ранее (6) в связи с другим вопросом. 
Известна следующая теорема Эрмита —- Билера: 
Для того чтобы полином 

<*(z) = P(z)+iQ(z), 

где Р (z) и Q (z) — вещественные полиномы, не имел корней в нижней 
полуплоскости, необходимо и достаточно, чтобы 

а) Р (z) и Q (z) представлялись в форме 

P(z)^R(z)P1(z)i Q{z) = R{z)Qx{z), 

где R(z), Рг{%) и Q1(z) — полиномы, имеющие лишь вещественные 
корни, причем корни Px{z) и (?i( z) — простые и взаимно разделяются^ 
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т. е. между двумя последовательными корнями одного из этих полино­
мов находится точно один корень другого. 

Р) В некоторой точке х — х0 

Q'(x0)P(x0)-P'(x0)Q(xQ)>0. 
В связи с некоторыми вопросами теории регулирования Н. Г. Чебота­
рев обобщил эту теорем}^, рассматривая вместо полиномов некоторые 
специальные функции конечной степени (7). 

Несколько более общий класс функций конечной степени был рас­
смотрен Л. С. Понтрягиным (8). 

Мною (6) и независимо от меня М. Г. Крейном в 1943 г. было пока­
зано, что самым общим классом функций конечной степени, на который 
распространяется критерий Эрмита — Билера, является класс Р. 

В работе М. Г. Крейна, которая так и осталась неопубликованной» 
формулировка основной теоремы является более законченной, чем в 
моей заметке (6), поэтому я , польяуясь разрешением автора, публикую 
здесь эту теорему в формулировке М. Г. Крейна (см. теорему 1). 

Замечу, что в тоже время была опубликована заметка Н. Н. Мей-
мана (9), в которой теорема Эрмита — Билера обобщается на произвольные 
целые функции o)(z), удовлетворяющие условиям: 

1) co(z) не имеет корней в нижней полуплоскости; 

2) Ф) ^ 1 в верхней полуплоскости. 
| ш (*) | 

Эти функции Н. Н. Мейман назвал функциями класса НВ. * 
Комбинируя обобщенную теорему Эрмита — Билера с некоторыми 

следствиями из леммы 2, мы получаем ряд экстремальных свойств 
целых функций конечной степепи, являющихся обобщением некоторых 
теорем С. Н. Бернштейна из его книги «Экстремальные свойства поли­
номов». 

Пользуясь этим же методом, мы устанавливаем некоторые новые 
неравенства для целых функций конечной степени, которые содержат 
как частный случай неравенства, доказанные недавно С. Б . Стечки-
ным^11), С. М. Никольским (12) и С. Н. Бернштейном (13). 

В конце статьи дано дополнение, в котором мы находим необходи­
мые и достаточные условия того, чтобы целая функция конечной 
степени имела мажоранту класса Р. 

§ 1. В этом параграфе мы докажем две леммы общего характера, 
на которые будем опираться в дальнейшем изложении, и установим 
некоторые общие свойства функций класса Р (см. введение). 

ЛЕММА 1. Если ф(^) — функция, голоморфная и экспоненциального 
типа в верхней полуплоскости (-т. е. lim п , , ' < оо при Im z >- 0 и 
jz | ->oo) , и | ф ( я ) | <J1 **i то сугнествует 

* Н. Н. Мейман провел также ряд других исследований, связанных с теоре­
мой Эрмита — Билера (10). 

** Это условие можно заменить более слабым: 

$ ^ ^ < оо. 
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rf=lim ~ Ц In |ф (re™) | sin Ш (1.00) 
о 

и сходится ряд 

fjlm-i-. ( 1 . 1 0 ) 
где oLk — бее корни функции ф (z) в верхней полуплоскости. 

Доказательство основывается на известной формуле Карлемана (14) 

^ In |ф (™'°) I sin 6 dQ = 2 ( - — ^ ) sin 6ь + 
о А 

г 

+ i$(^-i)lnl*(*H(-*)l<te + c*M. (1Л1) 
О 

где oLk = rket0k — корни функции ф(г), а С^(г) — ограниченная величина, 
стремящаяся к определенному пределу при г->оо. 

Первые два члена в правой части равенства (1.11) монотонно рас­
тут с ростом г. С другой стороны, как это видно из неравенства 

1п|ф(г)|<(А + е ) | * | при s > 0 , l m z > 0 и | z | > r e , 

в левой части равенства (1.11) стоит ограниченная величина. Отсюда 
легко следуют оба утверждения леммы. 

ЛЕММА 2. Пусть f (z) и u>(z)— целые функции конечной степени, 
причем ш (z) не имеет корней в верхней. полуплоскости и 

| / (X) | < | О) {X) | (— ОО < X < Об). (1.12) 

/ (z) 
Тогда функция ф (z) = J-~L экспоненциального типа в верхней полупло­
скости, причем 

hf (6) =й0(6) + к sinO (О<0<тг ) (1.20) 

| ф (z) | < е*? (у = Im z > 0). (1.21) 

Здесь А == Лф f ^ ) » а hj(Q) — индикатор роста функции f (z) (см. введение). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По известному критерию Линделёфа принад­

лежности функции целого порядка oo(z) к нормальному типу, 

s " 
| « f t | < r ft 

< Д / < о о , (1.30) 

где М не зависит от г и а/г — корни функции co(z). 
Принимая во внимание условие Ima/г^О, мы получаем отсюда, 

1 что ряд V Im -— сходится. 
^-J afe 

Заметим, далее, что из представления 

со (г) = czm еР2 J j ( 1— ± ) е"* • 
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У 
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следует, что при у^>0 

/ 

Y 
или при у ^> 1 

a) (ity) > | с | ехр кгу, (1.40) 
где с — константа и 

л 

Г ет 1 
м ( « / ) | > | с | | г / Г е х р ( — Imp — ^ I m -

*1 = - ^ 1 ш р + 2 1 т ^ . 

Отсюда получим, что 

Аф ( ^ Л = Tim JiLliiM.I < т _ A l i (1.41) Чту у -

где т — степень функции / (z ) . Далее, из (1.41) и (1.12) убеждаемся, 
что функция 

9(z) = ty(z)exp[i(k + e)z] (1.42) 

при А = Аф Г |- J и s > 0 ограничена при z = х (— ос < х < оо) и 

2 = *У (У>0)« 
Кроме того, по классической теореме Адамара, существует после­

довательность окружностей \z\ = rj (r ;--^oo), на которых выполняется 
неравенство 

\<*(z)\>exp(-\z\4*). (1.43) 

Так как | / (z) | < с ехр [(т + s) | z | ] , то при / >> /е и | 2 | = г / 

|<p(z) l<exp( |z | i+«) . (1.44) 

По принципу Фрагмена — Линделёфа, из ограниченности функции <р (z) 
при 2 = # (— о о < £ < С сю) и z = iy (y^>0) и из (1.44) следует, что функ­
ция <p(z) ограничена при Imz^O. Так как из (1.12) имеем | 9(х) | < ; 1 
при — о о < £ < ^ о о , то, в силу того же принципа, получается | <p(z) | <^ 1 
при I m z ^ O . Таким образом, 

| ф (z) j < е&+*>у {у = Im z > 0) 

при любом £^>0, а следовательно, 

| ф ( z ) | < * * v ( y = l m z > 0 , Л = А ф ^ ) ) . 

Второе утверждение леммы доказано. 
Для доказательства первого утверждения воспользуемся неравен­

ством Неванлинны (14) (у<^г): 

In |Ф(£у)| 

о 
4 Известия АН, серия математическая, № 1 

<4"J ln ' ^'{^^-/^W}^ + 
— г 

Н - \ In ф (гег6) v ^ (1.50) 
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или 

у ^ V 

7Т П 

[\п | ф(г^0) | s i n 6 d 6 + Un | ty{reiQ)\0(J^\dQ. (1.51) 

Первое слагаемое, по лемме 1, имеет предел 2с? при г—>оо. С дру­
гой стороны, из (1.43) следует, что при / > / е 

In | ф(г.в") \<г]+*. 

Положив в (1.51) г = rj и перейдя к пределу при /—>оо, получим при 

или 
2с*> [щГ Ы ± М 1 = &. (1.52), 

у—>оо 2/ 

С другой стороны, из (1.21) следует 

1 п | Ф ( г ^ ) | < А 8 . п 6 ( 0 < 9 < т с ) (1.53> 
Г 

или 

2 • |г ^ In | ф(ге*в) | s i n 6 d e < / c . 
о 

Сопоставляя этот результат с (1.52), получаем 

2 d = lim — С In | ф (rei9) | sinB dQ = к. (1.60) 
Г—>oo 7 Г Г J 

0 

Из (1.53) и (1.60) легко следует, что если гп—>оо, то для всех значе­
ний 0 < 6 < 1 , за исключением, быть может, множества меры нуль, 
существует 

l n | * ( r n e i 0 ) | . 
lim ==A;sin6. * 

П—>оо Г п 

По теореме В. Бернштейна, для целой функции степени с при всех 
значениях 6 имеет место равенство ** 

Ш Ы ' * У'"> ' = U S 1 - ^ ^ 1 = AX(6), 

если -*-><*• 

* Можно доказать более сильное утверждение, а именно, что при г > г£ ж 

/* I 

если только г не принадлежит некоторому множеству нулевой плотности. 
** см. (14), стр. 100. 
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Выберем число о так, чтобы иметь — > max (а, г), где а— степень 
функции со(#), а т — степень функции f{x), и положим гп = по. Тогда 
почти для всех значений 6 (О <С 9 <С7Г) будем иметь 

, — 1п| / (rn eiQ) | — In | со (rn ei0} | In | ф (гп eiQ) | 
l i m 2 = l i m J- l i m _ 71—->OQ ГП 

и, в силу теоремы В. Бернштейна, 

hf (6) = К (9) + A sin 0 (к =.йф ( - J - ) ) • (1.70) 

Так как все входящие в это равенство функции непрерывны, то 
(1.70) выполняется во всем сегменте (0 <^6<[7г). Лемма доказана. 

С л е д с т в и е 1. Индикаторная диаграмма целой функции со (z) ко­
нечной степени, не имеющей корней в нижней полуплоскости, симме­
трична относительно некоторой прямой, параллельной оси абсцисс* 

Для доказательства достаточно положить в лемме 2 /(z) = co(z) и 
со (z) заменить функцией co(z); так как /г— (6) = кы (—6), то (1.20) запи­
шется в виде 

A t t(6)«A t t(—в)=Лв1пв. 

Таким образом, верхняя часть диаграммы (0<^6<тс) получается из 
нижней ( — i r < 6 < 0 ) преобразованием симметрии относительно веще­
ственной оси и сдвигом в направлении оси Оу на отрезок к. 

Осью симметрии индикаторной диаграммы функции служит прямая 
к 

О п р е д е л е н и е . Число ^- ~ h ( w-J — ^ ("Т" ) м ы ^Уд е м н а з ы " 
вать дефектом целой функции конечной степени со (z) и обозначать 
через d^. 

Из формулы (1.60) следует, что если со (z) не имеет корней в ниж­
ней полуплоскости, то 

cL = l im — 
1 f i - H" i e> s - sin т. (i.7i) 

. _ ^ J U(re ie) , 
0 

Отсюда получаем 
С л е д с т в и е 2. При перемножении целых функций конечной сте­

пени, не имеющих корней в нижней полуплоскости, их дефекты скла­
дываются. 

Класс Р может быть, очевидно, определен как класс целых функций 
конечной степени с неотрицательным дефектом, не имеющих корней 
в нижней полуплоскости. 

Из следствия 2 получаем, что произведение функций класса Р есть 
функция класса Р. 

При ф(^)==^-^ в неравенстве (1.21) k=—2d(a и легко получается 
С л е д с т в и е 3. Для того чтобы функция конечной степени со(z), 

не имеющая общих невещественных корней с функцией со (z), принадле-
4* 
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эюала к классу Р, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось нера­
венство 

03 (Z) I 

>со 
<С 1 при lmz^>0. (1.72) 

Таким образом, класс Р состоит из всех функции конечной степени, 
принадлежащих классу НВ (см. введение). 

С л е д с т в и е 4. Если последовательность con(z) функций класса Р 
сходится равномерно в каждой ограниченной области к функции конеч­
ной степени co(z), то со (z) есть также функция класса Р. 

Очевидно, co(z) не имеет корней в нижней полуплоскости. Кроме 
»n(z) 

%(*) 
[ 1 при Im z ^ 0 следует (0_($) 

<o(z) 
^ 1 при того, из неравенств 

l m z > 0 . 
С л е д с т в и е 5. Всякая функция со (z) класса Р представляется 

в форме 

co(z) ~c-zmeaz П ( I 
ь=1 

- ш , (1.73) 

причем v = I m a = rfw^O, Imа/г !> 0. * 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве леммы 2 мы, исходя из 

известной теоремы Линделёфа, получили, что если целая функция со (z) 
конечной степени не имеет корней в нижней полуплоскости, то ряд 

/ 1 \ V Imf — j сходится. Заметив это, мы, воспользовавшись общим разло-

жением Вейерштрасса для функции со (z) не выше чем первого рода, 
легко получим разложение вида (1.73). Покажем, что v = I m a ^ 0 . 

В самом деле, если со (z)G.P, то 
с ф ) 

<^ 1 при l m z ^ > 0 . Умножив 

функцию ф (z) = ^^ на конечное произведение 
a>(z) 

и применяя принцип Фрагмена — Линделёфа, получим 

| ф (z) in (z) | < 1 при Im z > 0. (1.73') 

oo 

Из сходимости p f l n , a V I m ( — ] следует сходимость бесконечного произ­

ведения х (z) = Д и, переходя к пределу в (1.73') при п—> ос, 

* М. Г. Крейн [(6), стр. 239] дал аналогичное представление для произволь­
ной целой функции класса В. 
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получаем 
| Ф(2)х0) | < 1 при l m z > 0 

или, что то же, | e2ivz |<^0 при lmz^>0. Отсюда следует, что v^ -0 . 
Так как функция <р (z) = oo(z)e-icV €Р, то, по доказанному^— с ^ ^ О . 
С другой стороны, функция cp(z) = co(z)e~iv26/), так как 

9 (z) / \ 
9 (г) 

и, очевидно, | х (z) ] <С 1 ПРИ Im z > 0. Следовательно, й о ^ v. Итак, v=c?o>. 
З а м е ч а н и е 1. .Ес/ш функция u>(z) имеет представление (1,73) при 

I m a ^ O , то существует такая последовательность полиномов u>n(z), 
не имеющих корней в нижней полуплоскости, что 6)n(z)$co(z) в любой 
ограниченной области. 

В самом деле, при заданной области G и заданном s^>0 можно 
выбрать число р так, что 

\<*(z) — cz^*P2Y[(l — -^)\<-2 при z€G, (1.74) 

где 

Очевидно, что при достаточно большом значении натурального числа 
q полином 

»,.,w = -«(i + y ) e n( i -^ 
удовлетворяет неравенству 

| co(z) — соР) Q(z) | <^£ при z(:G. (1.75) 

Этот полином не имеет корней в нижней полуплоскости, так как 
Imxp = v ^ 0 . 

§ 2. Покажем, как на функции класса Р обобщается теорема Эр-
мита — Билера. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы целая функция конечной степени 

<*{z)=P(z) + iQ(z), (2.00) 

где P{z) и Q(z) — вещественные функции, была функцией класса Р, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 

A) Функции P(z) и Q(z) конечной степени и представляются в форме 

P{z) = R{z).P1{z) и Q(z) = R(z).Q1(z), 

где Pi(z), Qx{z) и R (z) — вещественные целые функции, имеюгцие лишь 
вегцественные корни, причем корни функций P^z) и Qi{z) простые и 
взаимно разделяются (т. е. между любыми двумя корнями одной функ­
ции находится корень другой). 

B) Индикаторные диаграммы функций P(z) и Q(z) совпадают. 
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С) При некотором вещественном х = х0 

Q'(x0)P(x0)-P4x0)Q(x0)>0. * 

Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и : Из следствия 3 § 1 полу­
чаем, что функция ф (z) = ^ i^ l отображает верхнюю полуплоскость 

со ( г ) 

плоскости z(lmz^>0) на единичный круг ( | ф | < 1 ) плоскости ф. Пре­
образуя с помощью функции F = — г"Х1 единичный круг плоскости 
ф на верхнюю полуплоскость плоскости F, мы получим функцию 

РЫ = Т$у (2Л°) 
отображающую верхнюю полуплоскость плоскости z на верхнюю полу­
плоскость плоскости F. 

Из вещественности этой функции следует также, что она нижнюю 
полуплоскость отображает на нижнюю. 

Иначе, при ImzJ^O 

I m F ( z ) . I m z > 0 . (2.11) 

Отсюда следует, что все корни и полюсы функции F (z) веществен­
ные. Общие корни функций Р (z) и Q (z) являются также общими 
корнями функций co(z) HCO(Z) и, следовательно, вещественные. 

Из (2.11) также следует и то, что когда точка z обходит один раз 
произвольную окружность с центром на вещественной оси, то прираще­
ние функции a r g F (x) не превосходит по абсолютной величине числа 
2тг. Таким образом, разность между числом полюсов и числом корней 
функции F(z), попавших в такую окружность, не превосходит единицы. 

Итак, все корни и полюсы функции F (z) простые, между двумя 
соседними полюсами функции F (z) находится точно один ее корень и 
между двумя соседними корнями один полюс. Иначе говоря, выполнено 
условие А). 

Перенумеруем корни функции P1{z) — {ak}^a> так, чтобы a _ i - a e < 0 
(не нарушая общности, можно считать, что нуль не является корнем 
функций P1{z) или Q1{z))J и корни <?i(z)-- (M^oo т а к » ч т о б ы ak-i< 
< 6 f e < a f t ( ± / c = 0, 1 , 2 , . . ,). Легко видеть, что произведение 

A Z 

со 1 — —-

ф(*) = М 1 - т (2Л2) 

сходится и что 
оо 

arg Ф (z) = 2 [arS (z — b*) — a r § (z ~~~ uk^' 

* Здесь мы исключаем тот тривиальный случай, когда со (z) с точностью до 
постоянного множителя — вещественная функция. Тогда возможно, что функция 
Q(z)==Q и, следовательно, не имеет индикаторной диаграммы. Кроме того, в этом 
случае 

• Q'(x)P(x) — Q(x)P'(x)=0. 
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откуда при l m z ^ > 0 0<^argO(z)<^TC. Иначе, при х т я ф О 

I m < D ( z ) . I m z > 0 . (2.13) 

С другой стороны, из представления целых функций 

(2Л4) 

<?i(*) = v e ' I I ( i - £ ) 
—оо V « / 

е \ 

где р, q, е1( с а — вещественные числа, следует, что 

F ( z ) = c e 8 2 0 ( z ) , (2.15) 

оо 

причем с и 8 — q — Р ~Ь У] ( л / — вещественные числа. Сопоставляя 
—оо 

(2.11), (2.13) и (2.15), мы получаем, что при l m z ^ > 0 

— тг < arg ce8z << 2тг, 

что возможно лишь при 8 = 0. Таким образом, 

Q(z) = cQ>(z)P(z). (2.16) 
В силу известных неравенств Каратеодори для функций, отображаю­

щих полуплоскость на полуплоскость, получаем неравенства 

С з ^ 1 < | Ф ( г ^ ) | < С 4 Т - ^ 1 > (2.17) 

в которых с 3 и с 4 — константы, зависящие лишь от Ф (z), и I 6 ± -5- < -те 
I sin 0 | 

2 ^ 2 
Из (2.16) и (2.17) следует, что при 6=j=0,it 

г->оо 

а в силу непрерывности обоих индикаторов роста, равенство hQ (6) = hP(Q) 
выполняется при всех значениях 0, т. е. индикаторные диаграммы 
функций Р (z) и Q (z) совпадают. 

Для доказательства условия С) достаточно заметить, что, в силу 
(2.11), отношение F (х) = рЩ монотонно возрастает. Необходимость до-
казана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и . Из условия А) и представ­
ления (2.14) следует (2.15), т. е. 

Q{z)=*ce**Q>(z)P{z), (2.20) 

где с и 8 — вещественные числа. Далее, из (2.20) и неравенства Кара­
теодори (2.17) вытекает, что индикаторная диаграмма функции Q (z) 
получается из индикаторной диаграммы функции Р (z) параллельным 

* Бесконечные произведения сходятся, так как точки взяты из множества 
корней функции конечной степени. 
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сдвигом на отрезок S. Но, по условию В), индикаторные диаграммы 
функций Р (z) и Q (z) совпадают и, следовательно, в (2.20) следует 
положить Ь = 0. Сопоставляя (2.20) с (2.13), получаем 

sign {ImF (z) J m z } = sign С при Im z ф 0. 

Присоединяя условие С), которое можно записать в форме F' (х0) > 0 , 
убеждаемся в том, что 

ImF(z)-Imz^>0 при 1 т ^ ф 0 . 

Итак, функция F = F (z) отображает верхнюю полуплоскость плоскости 
z на верхнюю полуплоскость плоскости F. Преобразуя с помощью 
функции ф = „ . верхнюю полуплоскость плоскости F на единичный 
круг плоскости ф, мы получим, что 

<*(*) 
<•>(*) 

< 1 при l m z > 0 . 

Кроме того, функции со (я) и <A(Z) не имеют общих невещественных кор­
ней, так как в противном случае такие корни были бы у функций 
Р (z) и Q (z), что противоречит условию А). По следствию 3 § 1, функ­
ция со (z) принадлежит классу Р. Теорема доказана. 

Из совпадения индикаторов /гр(6) = hq (6) непосредственно следует 
З а м е ч а н и е . Если со(z) = P (z) + iQ (z) есть функция класса Р, то 

А«(в)<Ар(в)=Ад(в). 

Проанализируем связь между условиями А), В) и С) теоремы 1. 
При доказательстве достаточности условий мы установили, что если 
функции конечной степени Р (z) и Q (z) удовлетворяют условию А), то 
индикаторная диаграмма функции Q (z) получается из индикаторной 
диаграммы функции Р (z) параллельным сдвигом на вещественный 
отрезок 8. Рассмотрим теперь тот случай, когда условие В) не выпол­
нено, т. е. § ф 0. При этом, конечно, [см. (2.20)] функция 

[е-8*F (x)]f = сФ' (х) 

сохраняет знак п р и — о с < ^ х < ^ о о , ибо Ф'(х)^>0. 
ТЕОРЕМА 2. Если функции конечной степени Р (z) и Q (z) удо­

влетворяют условию А) теоремы 1 и § = IIQ (0) — А р ( 0 ) ф 0 , то: 
1) дефект функции со (z) d^ = 0; 
2) если [e~8xF{x)\ ^>0, то в каждой из полос 

( 2 i » - 4 ) i r < | S | y < ( 2 « + | ) W (w = l , 2 , . . . ; y = lmz) (2.21) 
и 

(2w + y ) i c < | 8 | y < ( 2 » + -§-)« ( - л = 1 ,2 , . . . ;y = Imz)(2.22> 

находится точно один корень функции u>(z). Все остальные ее корни 
находятся в полосе 

°<У<2ТГг ( 2 - 2 3 > 
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При [е—ЬхF {х)\ ^0утверждение остается верным, если все полосы 
(2.21), (2.22) и (2.23) заменить симметричными им относительно вещест­
венной оси. 

Доказательство положения 1) основывается на равенстве (2.20), из 
которого следует, что 

<*{z) = P(z)X(z), 

где x(z) = 1 + ьседхФ (z). Из неравенств (2.17) следует, что предел 

Me)- i im l n | * ( w < 6 ) l 

Г->со 

существует, если 9 ф т | (т = 0 ,1 , 2 , . . .), причем при S > 0 (для 

определенности) и |0 — TCK~f верно ЛХ(0) = О, а при | 0 | < ^ в е р н о 
/г7 (0) = Scos0. Отсюда получаем 

Ло(в) = Ар(6) + Ах(в). 

Таким образом, индикаторная диаграмма функции со (z) является наи­
меньшей выпуклой областью, содержащей индикаторную диаграмму 
функции Р (z) и эту же диаграмму, сдвинутую на отрезок S. Она, 
очевидно, симметрична относительно оси абсцисс и, следовательно, 
d„ = 0. 

Для доказательства положения 2) оценим предварительно сумму 

—оо 

1 
Функция и = -. отображает, при фиксированном 2, вещественную ось 
плоскости £ на окружность (с), построенную на отрезке ( 0, — J (г/ = Imz) 

1 1 как на диаметре. Точки -- и располагаются на этой окруж-z — ok z—ak 

ности в том же порядке, в каком расположены точки bk и а& на ве­
щественной оси. 

Каждый вектор | ——т ----——] изображается хордой окружности (с), 
причем эти хорды не пересекаются, а их направления таковы, что 
соответствующее им направление обхода окружности сохраняется. Сумма 
проекций всех этих векторов на любое направление меньше диаметра 
окружности (с). Таким образом, имеем 

l ^ l ^ n p H y - I m * (2.31) 

и из (2.20) получаем, что при | у О т * т 

[lnF(Z)] ' = 8 + J ^ = | = 0 . (2.32) 

Отсюда следует, что вдоль каждой кривой arg F (z) = const, распо-
ложенной в одной из полуплоскостей | у | > -гут-, функция In | F (z) \ 
меняется монотонно. 
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Из (2.20), как уже было отмечено, следует 
F(z) = ce^O(z), (2.33) 

где с — вещественная константа и, так как Ф'(#)^>0, то 
sign [e~8x'F(x)y = sign с. 

Положим, для определенности, с>0 и 8 > 0 . Корни функции со(z) или, 
что тоже, корни уравнения F(z) — г = 0 , очевидно, должны лежать на 
кривых 

by + arg Ф (z) = 2кп + ~ . (2.34) 

Но при у^>0 имеем 0 < a r g O ( z X 7 v , следовательно, кривые (2.34), 
находящиеся в верхней полуплоскости, расположены в полосах 

^ 2 г г - у ) т г < 8 г / < ^ + 4-)тс (* « 0 , 1,2, . . . ) . (2.35) 

При п^>\ получается г / > у - | и из (2.32) и (2.33) заключаем, что 
вдоль кривых, соответствующих этим значениям п, функция In | JP (Z) [ 
монотонно меняется от —оо до оо. 

Таким образом, в каждой из полос (2.35) при /г = 1 ,2 , . . . находится 
точно один корень функции co(z). Так как при г/ <^ 0 имеем 
— TZ<C arg<D (z)<^0, то в нижней полуплоскости кривые (2.34) располо­
жены в полосах 

2л + у ) > < 8 у < ( 2 / г + ! ) * ( - / 1 = 1,2,...)- (2-36) 

Во всех этих полосах |уЦ>о* и снова из (2.32) и (2.33) заключаем, 
что в каждой полосе (2.36) находится точно один корень функции oo(z). 
Все остальные корни со (z) должны лежать в пересечении верхней полу­
плоскости и п о л о с ы — ^ т ^ & г / ^ у , т- е- в полосе 0 ^ 8 г / < ^ у . Случаи 
§ < 0 и с < 0 исследуются аналогично. 

Из 1) следует, что при выполнении условия А) при с4> =Ь 0 в ра­
венстве (2.33) 8 = 0. Если при этом . с > 0 , то 

ImF(z)-Imz>0 при 1 т г ф 0 

и N̂ -HL < 1 , т. е. в этом случае co(z)€/\ ЕСЛИ же с < 0 , TOW (Z) €/>. 
| c o ( z ) I 
Итак, получается 
ТЕОРЕМА 3. Если дефект функции co(z) положителен (с?со>0), 

тпо условие А) является необходимым и достаточным условием того, 
чтобы функция co(z) we имела корней в нижней полуплоскости (т. е. 
чтобы о (z)(:P). 

Если dco<^0 и o>(z) не имеет корней в нижней полуплоскости, то 
условие А) не может быть выполнено, т. е. на этот случай теорема 
Эрмита—Билера не переносится. 

О п р е д е л е н и е . Пару целых функций P(z) и Q (z) мы будем, 
следуя Н. Г. Чеботареву (7), называть вещественной парой, если при 
любых вещественных (х и v функция рР {z) + vQ (z) имеет лишь вещест­
венные корни. 
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З а м е ч а н и е (Н. Г. Чеботарев). Для того чтобы целая функция 
со (z) = Р (z) -f- iQ (z) принадлежала классу НВ, необходимо и достаточно, 
чтобы функции P(z) и Q(z) составляли вещественную пару и чтобы 
в некоторой точке выполнялось 

<? {xQ)P{z0)-P9 {x0)Q{Zb)>0. 

В самом деле, тот факт, что Р (z) и Q (z) образуют вещественную 
пару, означает, что функция 

р^^Щ (2-4°) 
не принимает вещественных значений при Im z ф 0. 

При Q' (x0)P(x0) — P' {XQ)Q(X0)>0 имеем F* (х0)>0 и функция 
F (z) отображает верхнюю полуплоскость плоскости z ( l m z > 0 ) на 
верхнюю полуплоскость плоскости F (lmF^>0), а следовательно, 
ф (z) t=z ^ (z отображает верхнюю полуплоскость на единичный круг, 

( 0 ( 2 ) 

т. е. 
| ^ М . | < 1 при l m z > 0 . (2.41) 

Все корни функций Р (z) и Q(z) вещественны и, следовательно, 
функции со (z) и co(z) не имеют общих невещественных корней. Итак, 
<»(z) £НВ. 

Обратное положение следует немедленно, если заметить, что (2.41) 
эквивалентно неравенству 

ImF(z)-Imz>>0 при 1 т г ф 0 . 

§ 3. В этом параграфе мы установим общий принцип, позволяющий 
доказывать неравенства, аналогичные неравенству С. Н. Бернштейна, 
и дадим некоторые приложения этого принципа. 

ЛЕММА 3. Пусть co(z) и f (z) — функции конечных степеней соот­
ветственно а и т, причем сг^>т. Для того чтобы функция 

фм (z) - / (z) — исо (z) (3.00) 

принадлежала классу Р при любом комплексном и, удовлетворяющем 
условию | и | ^ 1 , необходимо и достаточно, чтобы со (z) принадлежала 
классу Р и чтобы выполнялось неравенство 

| / (х) | < ' со {х) | (— оо < х < оо). (3.10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и . При и -> оо функция — <pu{z) 
стремится к со (z) равномерно в любой ограниченной области и, по след­
ствию 4 § 1, со(г)€/\ Далее, функция -^-~ = -^-~. и голоморфна и 
не обращается в нуль в полуплоскости l m z < 0 , если только \и\^1. 
Иначе, /(*) , < Ч при l m z < 0 и, следовательно, выполнено (3.10). 

Д о к а з а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и . Рассмотрим частное 

+ (*) = « $ • (3-И) 
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Эта функция удовлетворяет (с заменой верхней полуплоскости на 
нижнюю) условиям леммы 2 § 1 и, следовательно, 

ht (6) = ha (0) + к I sin 6 | (тс < G < 2тг) (3.12) 
и 

| ф ( 2 ) | < е В Д при z/ = l m z < 0 . 

Как видно из (3.12), нижняя часть индикаторной диаграммы функ­
ции / (z) получается из нижней части индикаторной диаграммы функции 
со (z) сдвигом на отрезок к в направлении мнимой оси. При к ^> 0 мы 
будем иметь 

т > sup hf (6) > У к2 + а2 > а, 

что противоречит условию леммы. Итак, Ц 0 и, следовательно, 

| ф ( ж ) | < 1 при l m z < 0 . (3.13) 
Знак равенства в (3.13) хотя бы в одной точке z0, Im z0<^0, возмо­

жен лишь, если / (z) = eiY• ы (z) (у — вещественная константа), и тогда 
<pu(z)(:P, при всех значениях и. 

Если в (3.13) нет тождественного равенства, то | ф ( г ) К 1 при 
l m z < 0 и при \и\^1 функция <pu (z) не имеет корней в нижней полу­
плоскости. 

Пусть | и | > 1 . Тогда при I m z ^ O имеем 

| ф ( * ) - в | > | и | - 1 
и, следовательно, 

1 п | ф и ( г е { 9 ) | 
К (9о) = lim ! L = от п р и Аф (0О) = а. 

г-»оо г 

С другой стороны, А ф ( — 0 0 ) ^ о - и, так как (см. следствие 1 § 1) инди­
каторная диаграмма функции <pu (z) симметрична относительно прямой, 
параллельной вещественной оси, то hf^-j-^hf | - J и дефект функ­
ции сри (z) неотрицателен. 

Итак, при | и | > 1 имеем (pu(z)QP. 
При | и | = 1 следует сделать предельный переход при и-^е1"* и 

| и | ] > 1 и воспользоваться следствием 4 § 1. Лемма доказана*. 
О п р е д е л е н и е . Аддитивный однородный оператор 95 [/(z)] над 

функциями конечной степени мы будем называть ^-оператором, если 
он функции класса Р переводит в функции класса Р. 

ТЕОРЕМА 4. Если со (z) — функция класса Р степени а и f (z) — це­
лая функция степени т < ^ а , а 93 [/ {х ] — произвольный Ъ-оператор, то 
из неравенства 

) / {х) | < | со (х) | (— оо < х < ос) (3.20) 

следует неравенство 

I 93 [/(*)] | < | 23 [<о(я)]| ( - о о < > < о о ) . (3.21) 

* Это доказательство является развитием одного приема, примененного 
Н. И. Ахиезером (б), 
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Доказательство основывается на лемме 3. При выполнении условий 
теоремы 4 функция 

<Pu(z) = / (z) — MCO(Z) 

принадлежит классу Р при | и | > - 1 . Применяя оператор Я5, мы полу­
чаем, что 

8 [ / ( z ) ] — и » [ с о ( г ) ] 6 Р при | в | > 1 . 

В силу первой части леммы 3 (необходимости), отсюда следует (3.21). 
Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 5. Оператор дифференцирования f (х) == D f (х) есть 
^-оператор. 

Для доказательства рассмотрим мнимую часть производной от лога­
рифма функции co(z) класса Р. Из представления (1.73) получается 

T m ^ i 5 ) - v 4- V ~ (У ~ ^ , ( 3- 3 0) 
k=i 

где doi = v > 0 , aft = P/t + *Yfe (Yfc>°)> и> легко видеть, что при г / < 0 
tor (z) ф 0. 

Пусть 
Мг (г) = max | со' (z) | , М (г) = max | со (z) | . 

|2l, = r Ul=r 

Так как М±(г) монотонно растет с ростом г, то 

• (z) — со (0) | = К со'(z) dz < Л / Х ( г ) . г , 

или 
Л / 1 ( г ) > | Л / ( г ) - | с о ( 0 ) [ | - | - » . (3.31) 

Отсюда следует, что степень функции при дифференцировании не 
уменьшается. 

С другой стороны, как известно [см., например, {1)]9 при произволь­
ном с > 0 и г^>г £ 

In | со (re**) J < {k (0) + е) г (3.32) 
и из неравенства 

| w r ( z 0 ) | < m a x | c o ( z 0 - K ) i , 

вытекающего из формулы Коши, получаем 

A * > ' ( e X M e ) ( 0 < 6 < 2 т г ) . (3.33) 

Если дефект функции со (z) положителен (tf t t>-0), то ось симметрии 
индикаторной диаграммы проходит под осью абсцисс и A t t ( 6 X & при 
О < 0 < 7 т , а из (3.33) следует, что и A w / ( 6 ) < 8 при 0 < 6 < т с . С дру­
гой стороны, из (3.31) следует, что степень функции cor (z) равна G и, 
следовательно [см. (х)], при некотором 0 = б0 йю/ (60) = а. Очевидно, 
тс<^о<С27г и A t t ' ( - 6 0 ) < a . Отсюда следует, что дефект функции 
co'(z) положителен. Более того, из неравенства (3.33) и /г<Д60)<а 
следует, что d t t / > d t t . Если dw = 0, то функция e^co(z) при £>>0 
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. принадлежит классу Р, а следовательно, и [е^2со (z)]* dP. Переходя 
к пределу при /?->0, мы, на основании следствия 4 § 1, заключим, 
что со' (z)(:P. 

З а м е ч а н и е 1. При** дифференцировании функции класса Р ее 
дефект не уменьшается. 

З а м е ч а н и е 2. Если функция со (z) класса Р не имеет кратных 
вещественных корней и со' (z) имеет хотя бы один вещественный корень, 
то со (z) — с точностью до постоянного множителя вещественная функ­
ция. В самом деле, из (3.30) следует, что Im^-Ц^ может обратиться 

СО {Z) 

в нуль при у = 0 только, если v = 0 и Im а& == 0 при всех А; = 1, 2, . . . , 
а это, как видно из представления (1.73), эквивалентно тому, что со (z) 
вещественна с точностью до постоянного множителя. 

ТЕОРЕМА 6. Если со (z) такая целая функция степени <т^>0, что 
ни <U(Z),HU со (У), не принадлежат классу Р, то существует целая функ­
ция f (z) степени т<С<т, удовлетворяющая неравенству (3.20) и такая, 
что в некоторой вещественной точке х0 

|/'(*„)1Ж(*о)1-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция co(z) имеет корни в обеих 

полуплоскостях lmz^>0 и lmz<^0. Выберем точку х0 так, чтобы 
со (xQ) ф 0 И СО' (Х0) ф 0. Пусть, для определенности, Im *) }х°' ^ 0. 

СО \XQ) 

Положим 

' v ' z —-а ч п 

где а — корень функции со (z) из верхней полуплоскости. Очевидно, 
имеем 

| /(з)1 = |со(з)| ( - о о < ж < о о ) . 

С другой стороны, 

|/ '(^)1 = | с о Ч ^ ) | - | 2 П т ( ^ г ) ^ + 1 

При х = х0 отличный от нуля вектор 2i Im ( ) , . образует с по-
\х осу со \х0) 

ложительным направлением вещественной оси угол, не превосходящий 
прямого и, следовательно, 

| / ' (*о)1>1<">'(*о)1-

Пусть co(z) не имеет корней в нижней полуплоскости. Для 
того чтобы ни co(z), ни co(z) не принадлежали классу Р, необходимо, 
чтобы co(z) имела по меньшей мере один корень в верхней полупло­
скости (1та>>0) и отрицательный дефект d^^O. Положим в этом 
случае 

/(z) = e2id2co(z), 

где 8 = — da. Очевидно, что | / (х)\ = | со (х) | и R e | ^ - J = R e j ^ j - j . 
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Кроме того, имеем 

Im/̂ Ml =-S+ yt \ F 

\ / ( * ) / ^ 2 j / ~ _ А \2-i_-.2 

Второе слагаемое в правых частях этих равенств положительно и, 
следовательно, 

| т (<й'(х)\ I Л т ( / ' (х)\ I 

I \<й(ж) /I [ \ / И /I 
Отсюда следует 

| / ' ( * ) 1 > К ( * ) 1 ( - о о < з < о о ) . 

ЛЕММА 4. .£Ъш функции f(z) и to (z) удовлетворяют условиям тео­
ремы 4 и гс/яг некотором вещественном числе а функция 

<р (z) = / (z) — eiato (z) 

с точностью до постоянного множителя вещественна, то 

e^f (х) = Re {е^хо) (.г)} + «с Im {e^co (л;)}, (3.40) 

где у и с — вещественные числа, причем |с |<^1 и ух = у -f- а. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем вещественное число у так, что 

ReeiYcp(#) = 0. Тогда, очевидно, 

Re {е*/ (ж)} = Re {е^со (я)}. (3.41) 
Пусть 

e*f (x) =P(x) + iQ (х) и e îco (ж)=Р(ж) + *5 (ж). 
Из неравенства 

| ^ ) + '£(*)|<|^) + *W | 
следует, что 

l eWKlSWI. (3.42) 
Функция ф ( г ) = ^ — целая функция конечной степени, причем 

| Ф ( * ) | < 1 . (3-43) 
По лемме 2, имеем 

kQ (6) = hs (6) + Лф (6) (Аф (0) = | к sin 6 | ) . 

При & ф 0 отсюда следует, что степень функции Q (z) (GQ = max hQ (6)) 
больше степени функции 5 (z) (точнее GQ ^ |/"а| + А2), а значит, и сте­
пени функции P(z), так как индикаторные диаграммы Р (z) и S (z) сов­
падают [см. условие В) теоремы 1]. Степень функции /(z), очевидно, 
должна совпадать в этом случае со степенью Q (z) (должны совпадать 
даже индикаторные диаграммы), а степень функции со (z) не превышает 
степени Р (z). Но это невозможно, ибо %^>G противоречит предположе­
нию. Таким образом, к = 0. Отсюда и из второй части леммы 2 сле­
дует, что |ф(£)|<;1 во всей комплексной плоскости, а следовательно, 
<b(z) = c ( | с | < 1 ) и Q(z) = cS{z). 

file:///2-i_-.2
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ТЕОРЕМА 7. Пусть функции / (z) и со (z) удовлетворяют условиям 
теоремы 4 и 93 [f (x)] —f'(x). Тогда для того чтобы в (3.21) хотя бы 
в одной точке имел место знак равенства, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f(x) имела вид (3.40). 

В самом деле, если | / ' (х0) [ = | со' (х0) | , то при некотором веществен­
ном а производная от функции 

?(*) = / (*) ~ ^«со (z) 
обращается в нуль в точке х0. Согласно замечанию 2 к теореме 5, 
Ф (z) — вещественная функция с точностью до постоянного множителя 
и, по лемме 4, функция / (х) может быть представлена в форме (3.40). 

Перейдем к построению других 93-операторов. 
ЛЕММА 5. Если со (z) = а0 ~\~ axz + • • • + &kZk + • • • есть функция 

класса Р9 то полиномы 

Рп (z) = а0 + | j (l - 4-)(1 - 4 ) • • 'О - ^ ) °*г* (3'5°) 
не имеют корней в нижней полуплоскости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию 6 § 1, существует после­
довательность полиномов 

m 
Qm(z)= %ak,mz\ (3.51) 

k=Q 

не имеющих корней в нижней полуплоскости (класса Р), которая 
равномерно сходится к <D(Z) в любой ограниченной области. При этом, 
конечно, ah}m—>a>k при т—>ос. 

Заметим, что если I m a ^ O , то оператор 

( £ - a / ) / ( z ) = / ' ( z ) - a / ( z ) 

есть 33-оператор. Это легко следует из равенства 

(D-al)f(z) = e«zD [e~*zf (z)] (3.52) 

и замечания 1 к теореме 5. Разложив полином Qm (z) на множители и 
использовав сделанное замечание, мы убеждаемся в том, что оператор 

т 
Qm{D)^^aKmDk 

есть 95-оператор. Применяя этот оператор к функции zn, мы получаем 
полином QU} m (z) = Qm {D) zn, не имеющий корней в верхней полупло­
скости. Полином 

ZnQn,m(— J = a0, т +Cti}mZ+ ••• + П {п — 1) • • • (п — к + l)aktmZk + 

+ --- + n\an,mzn, (3.53) 
очевидно, не имеет корней в нижней полуплоскости. 

Подставляя в (3.53) вместо z— и переходя к пределу при т—>оо, 

убеждаемся в том, что полином Р% (z) не имеет корней в нижней 
полуплоскости. 
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З а м е ч а н и е 1. Если F(z) = V °kzk — целая функция и 
fc--=0 

pi w - ^ + s O - D O - D - O - ^ ) ^ <3-54> 
ft=i 

то при п—> оо />£ (z)—>i^(2;) равномерно в любой ограниченной области. 
В самом деле, из неравенств Коши 

Ы < ^ 7 Г (M(p) = m a x l 9 - ( z ) | ) 
Р | 2 | = р 

следует при | z \ <! г и р = 2г 
оо 

2 С'<2* 
h=p+l 

<М (?)(£j 
P~i 

2 (»--г->"0-^Н<*м(т) : 

Отсюда выводим, что 

р 

Р ~ 1 

|F(z)-7>£ (z) |< ckz
n + 2 [,_(,_ Г)...(,_i=L)] 

Выбрав достаточно большим /?, а затем п, мы получим 

| F ( z ) - i > £ ( z ) l < e при | z | < r . 

З а м е ч а н и е 2. Если F (z) — вещественная функция и имеет 
лишь вещественные корни, то и Рп (z) имеет лишь вещественные 
корни. 

Это — теорема Иенсена; она следует непосредственно из леммы 5. 
По лемме 5, оператор перехода от функции f (z) к полиному есть 

93-оператор. Отсюда следует 
ТЕОРЕМА 8. Если функции f (z) и о> (z) удовлетворяют условиям 

теоремы 4, то 

I Рп (х) | < | Р« (х) | ( - оо < х < оо). (3.55) 

ЛЕММА 6. Если F (z) = V CkZk — целая функция, то оператор 

оо 

F (D) = у\ CkDk преобразует все функции конечной степени в функции 
k=0 

конечной степени, не увеличивает степень и ряд 

оо 

F(D)f(z)= 2^/ ( f t ) (z ) 

сходится равномерно в любой ограниченной области. 
5 Известия АН, серия математическая, № 1 

(3.56) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По известной оценке Коши для коэффициен­
тов ряда Тейлора, имеем 

| / W ( a ) | < A ! * i P + i £ i , 
Р 

где М (г) = max | / (z ) | . При некоторых s > 0 и L s > 0 имеем 
| 2 | = Г 

M(r)<Lj^r, 
где т — степень функции / (z) 

Воспс 
получим 

Воспользовавшись этим неравенством и подставив в (3.56) о = —— , мы 

\f(k)(z)\<Lj^^^(, + e) 
kk 

ekk\ или, оценивая — ~ по известной формуле Стирлинга, будем иметь 
к 

| / ( f t )(z)|<4*Lee
(T+E) |2 |(T + S)ft/fc ( * > 1 ) . (3.57) 

Отсюда следует равномерная сходимость ряда (3.56) и оценка 

| F(D) / (z) | < 4*Le^+ £ ) ! 2 1 ( |S А | с* | (т + е)* + I c0 I ) . (3.58) 

Лемма доказана. 
оо 

ТЕОРЕМА 9. Если F (z) = V c*z* — г^лая функция, пред ставима я 
_fc=0 

б форме (1.73), то оператор F (D) есть ^-оператор. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из того, что полином Рп (з) не имеет корней 

в нижней полуплоскости, легко следует (см. доказательство леммы 5), 
что Рп (D) есть 93-оператор. 

Из неравенств Коши для коэффициентов ряда Тейлора функции 
F (z) и из оценки (3.57), написанной для функции co(z), легко полу­
чить (см. замечание 1 к лемме 5), что последовательность Рп (D) co(z) 
сходится равномерно в любой ограниченной области к функции 
F(D)<*(z). Но в таком случае (следствие 4) F(D)<U(Z) есть функция 
класса Р. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Обозначим класс функций вида 

F(z) = e-^<b(z) ( у > 0 ) , 
где Ф(з) первого рода и класса НВ, т. е. вида (1.73), черег Р*. Так 
как 

то, как легко видеть, всякая функция F(z) класса Р* порождает 
83 -оператор F(D). * 

* Можно показать, что функция, являющаяся пределом полиномов без корней 
в верхней полуплоскости, принадлежит классу Р*. Более того, для того чтобы 
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ТЕОРЕМА 10. Пусть функции co(z) и f (z) удовлетворяют условиям 
теоремы 4, co(z) не имеет вещественных корней, a F (D) — оператор, 
определенный в теореме 9. Пусть, кроме того, не имеет места ни одно 
из тождеств 

F{D) = ehD, * o>(z)EEEevzP{z) или / (z) = eiYco (z), 

где k, p, у— вещественные числа, а Р (z) — полином. 
Для того чтобы в (3.21) в некоторой точке имел место знак равен­

ства, необходимо и достаточно, чтобы функции f(z)u<o(z) были связаны 
соотношением (3.40), а функция F (z) была вещественной с точностью 
до постоянного множителя. 

Д о к а з а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и . В соотношении (3.40) мы 
можем, не нарушая общности, считать, что у = ух = 0 и, положив 

ш(з) = г(2) +is(z), (3.60) 
будем иметь 

/ (z) — о (z) = icxs (z), (3.61) 

где с± — вещественная константа. По лемме 3, из (3.61) следует, что 
S (z) принадлежит классу Р, а так как можно, не нарушая общности, 
считать, что F(z) — вещественная функция, то и S0 (z) = F(D)S(z) — 
также вещественная функция класса Р. Покажем, что эта функция 
имеет вещественный корень. В самом деле, в противном случае мы 
имели бы 

F(D)S(z)=cepz (3.62) 

при некоторых вещественных сир. Представив функцию F(z) в форме 

F(z) = Pn(z)Fn(z), 
где 

Pn(z)=-czrne^1[[U--~)e^ и Fn{z) = П t 1 - ^ " ) ^ (3.63) 

m, интегрируя уравнение Pn{D)y = е*>2, мы получим 

n z_ 

Sn (z) - Fn (D)S (z) = e**Qn (z) + 2 e*hQk, « (z), (3.64) 

где Qn(z) и Qk,n{z) — полиномы, причем степень полинома Qn{z) нуле­
вая, если р не является корнем функции F (z) и не превышает крат-

функция F (z) — 2 akzh принадлежала классу Р*, необходимо и достаточно, 

чтобы полиномы 

^w^+sO-^-O-^r1)-* 
fc=0 " 

не имели корней в нижней полуплоскости. 
* При F (D) = ekD оператор F (D) является оператором сдвига, т. е. ehDty(z) = 

= Ф (z +Л), 
5* 
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ности этого корня в противном случае. Полиномы Pk> n (z) должны 
быть тождественно равными нулю. В самом деле, индикаторная диа­
грамма обобщенного полинома вида (3.64) представляет собой наимень­
ший многоугольник, содержащий все точки, сопряженные показателям 
[р, -=-) . Известно, что внутри всякого угла, содержащего внутри 
V aft / 
себя луч, перпендикулярный к какой-нибудь из сторон этого много­
угольника, находится бесконечное множество корней обобщенного 
полинома (3.64) *. Отсюда следует, что если индикаторная диаграмма 
обобщенного полинома не сводится к точке или отрезку, параллель­
ному мнимой оси, то обобщенный полином имеет корни как в верхней, 
так и в нижней полуплоскости. В нашем случае все показатели 
(р и — j вещественны, а Sn(z) принадлежит классу Р и, следова­
тельно, индикаторная диаграмма обобщенного полинома (3.64) должна 
сводиться к точке, а это означает, что / \ n ( z ) = 0. Итак, 

Sn (z) = Fn (D) S (z) = eP*Qn (z). (3.65) 

Из неравенства (3.58) легко следует, что если ф(г)— некоторая 
функция конечной степени, то последовательность фп (z) = Fn (D) ф (z) 
сходится к ф (z) равномерно в любой ограниченной области. Переходя 
в (3.65) к пределу при п—>оо, мы получим 

S{z) = evzQ{z), 

где Q (z)— полином. По теореме 1 [см. А) и В)], функция r(z) должна 
иметь конечное число корней и ту же индикаторную диаграмму 
(точку р), что и функция s (z). Отсюда следует, что 

<o(z) = ep 2P(z), 

где P(z) — полином, а это противоречит условию теоремы. Итак, функ­
ция F(D)S(z) должна иметь вещественный корень х0 и, следовательно 

F{D)f(x0) = F(D)m(x0). 

Достаточность доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и . Докажем сначала, что 

при ф (z) = / (z) — eipo)(z) тождество 

F{D)ty(z) = 0 (3.66) 

невозможно, каково бы ни было вещественное число р. 
Действительно, допустим, что тождество (3.66) имеет место. Не на­

рушая общности, мы можем считать, что (3 = 0. Полагая 

ф„(г) = ^ п ф ) . ф ( 2 ) , 

мы, как и раньше, получим, что ^jn(z)'^t^ (z) в любой ограниченной 
области и, следовательно, существует такое натуральное число w, 
что фп (z) = 0 и фп+1 (z) ф 0. Но тогда из соотношения 

* Более того, плотность корней обобщенного полинома внутри такого доста­
точно малого угла равна длине соответствующей стороны многоугольника, делен­
ной на 2к. Доказательство см., например, в (1). 
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(D — ос„) фп+l (z) = а п ф п [ z — -=- \ = О 

непосредственно следует 

фп_1_1 (z) = се п (с — постоянная), (3.67) 
и так как фп_ц {z) принадлежит классу Ру то I m a n > - 0 . С другой 
стороны, по определению функции F(z), I m a n ^ 0 . Итак, фп_̂ 1 (z) — 
е точностью до постоянного множителя—вещественная функция. Вос­
пользовавшись леммой 4, получаем 

егЦп+1 {х) = щ Im {еггсоп+1 {х)} (a>n+i .(ж) = JFn+i (#) <*> (ж)), (3.68) 
где сх — вещественная постоянная. Сопоставляя (3.67) и (3.68), полу­
чаем, что 

Im [егуып+{{х)} = c2ean2 (с2 — вещественная^ постоянная). 

Из теоремы 1 заключаем, что функция Re {elYcon+i (z)} имеет не более 
одного корня и что ее индикаторная диаграмма есть точка an. Отсюда 
непосредственно следует, что 

(on+i {z) = е*71* (d±z + ^2) (^i и ^2 — постоянные). (3.69) 
Если кратность корня ссп равна /?, то, интегрируя, получим 

con + p(z)-e a-2Pn + p(z) , (3.70) 
где /Vfi (2) — полином степени не выше р. 

Покажем, что вообще при т^п + р функция б>(z) имеет вид (3.70). 
В самом деле, пусть при т == q — 1 функция имеет вид (3.70). Тогда 
при т = q 

шд (z) = eanZP (z) -f cea^2 (с — постоянная). 
Если с ф 0 и 1 т а д ф 0 , то индикаторная диаграмма функции (oq(z) 
есть отрезок, соединяющий точки an и aq, и дефект функции ®q(z) 
отрицателен. Если же с ф 0 и Ima^ = 0, то функция coq (z) имеет беско­
нечное множество корней в обеих полуплоскостях. Итак, с = 0, т. е. 
<uq(z) имеет вид (3.70). 

Переходя к пределу при q—>oc, мы получим, что функция <o(z) 
также имеет вид (3.70), что противоречит условию теоремы. 

Так как, по условию, в (3.21) в некоторой точке х0 имеет место 
знак равенства, то не равная тождественно нулюдфункция 

ф0(г) = ^(Д)фО,) (<Hz) = /(z)-e i 0co(Z)) 
обращается в нуль в точке ж0. Но 

- 4 ф 0 (z - а) = ^ 2 £ [в-^фх (*)] (3-71) 
a i 

и, в силу замечания 2 к теореме 5, функция ф0(г) может иметь веще­
ственный корень, лишь если lma1 = 0 и l m a = 0 (так как в (1.73) 
I m a ^ O и ф0(2) функция класса Р). Из того же замечания к теореме 5 
и из (3.71) следует, что если ф0(2), а значит, и ф0(г — а), имеет веще­
ственный корень, то фх(г)— вещественная функция с точностью до 
постоянного множителя. Функция tyi(z) должна иметь вещественные 
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корни (иначе их не было бы у функции ф0(я) и, повторяя рассуждения, 
мы получим, что ф2(2) — вещественная и Ima2 = 0 и т. д. Переходя 
к пределу при п —> оо (фп (z) -> ф (z)), получим, что ф (z) — вещественна 
с точностью до постоянного множителя. Остается сослаться на лемму 4. 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Если функция F(z) представляется в форме (1.73) 
при Imotfc^ — q(q^>fy и v = l m a ^ 0 , f (z) — функция конечной сте­
пени т !>0 , а u>(z)€Pa(<J^>2q + т) и d^^q, то из неравенства 

I / (х) | < | со {х) | ( - оо < х < оо) (3.72) 
следует 

\F(D)f(x)MF{D)<*(x)\. (3.73) 
Для доказательства заметим, что, по лемме 3, функция 

9 (*) =щ [/ (z) — иа> (z)] e~iqz£P при | и | > 1. 

По теореме 9, оператор F (D + iq) есть ЯЗ-оператор и, следовательно, 
функция 

eiqzF (D + iq) [<p (z)] = F (D) [eiqzcp (z)] =F(D)f (x) — uF (D) ш (re) ] 
принадлежит классу Р и из леммы 3 следует (3.73). 

Из теоремы 10 следует, что если не имеет места тождество 

а>(г) = в
(к+*«*/>(2), 

где к вещественно и P(z) — полином, то знак равенства в (3.73) будет 
тогда и только тогда, когда 1та& = q (к = 1, 2, . . .) и 

f(z) = v(z)e2iqz. (3.74) 

Последнее равенство следует из того, что, согласно теореме 10, 
функция f(z)e~iqz и to(z)e~iqz связаны соотношением (3.40). При 
с ф — 1 легко видеть, что степень функции 

eiqx [Re {eH^-qx) ш (я)} + ic Im {e
i(Y»-e*>a> (ж)}] 

равна G^2q -{- т. 
Заметим, что если \ f (x) \ <^М, то из (3.73) следует что 

\F(D)f(z)\<M\F[i(? + 2g)] | . 

Для получения э*гого неравенства достаточно положить 

co(z) = Д/е*<т+2«>2. 

З а м е ч а н и е 2. Если cox(z), co2(z), con(z) и у(z) — функции конеч­
ной степени, не имеющие корней в нижней полуплоскости, и 

п 

— q== шах 2 do>k > — dy (3.75) 
то функция 

L ( . ) = i { < o l { Z ) - i [ c o 2 ( z ) . . - ^ < o n ( , ) . ] } (3-76) 

есть функция класса Р. 
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В самом деле из (3.75) имеем <on (z)y(z) 6 Р, так как при перемно­
жении дефекты складываются. При дифференцировании получаем функ­
цию класса Р, причем дефект ее не меньше, чем dy — d^n. Дальше ви­
дим, что 

°>1-п(*) 2z[<*n(z)y{z)] £P 

и т. д. Отсюда получается при д^-0 : 
Если / (z) — функция конечной степени т, a o>(z) — функция класса 

Ра, <т>т + 2д ( д > 0 ) , причем 4 > ? и 

| f{x) | < ! 6 > ( * ) | ( ~ 0 0 < Я < 0 0 ) , 
TO 

\L[f(x)] | < j £ [«(*) ] | . 

Другой класс 93 -операторов мы построим с помощью последователь­
ностей, введенных в рассмотрение Полна и Шуром (17) и названных 
ими последовательностью множителей (Faktorenfolge) первого рода. По 
определению Полна и Шура, последовательность Г = (у&}-оо называется 
последовательностью множителей первого рода, если каков бы ни 
был полином 

P(z) = a0 + a1z+ - • • + anzn, 

все корни которого вещественны, полином 

Г [Р (z)] = а0у0 + axyxz + . . . + anynzn 

также имеет лишь вещественные корни. 
Примеры таких последовательностей встречаются еще у Лаггера. 

В частности, последовательностями множителей первого рода являются 
последовательности 

\ <о(ш + 1)(ш + 2). . .(» + *) / 
Ш 

{q*} (* = 0 , 1 , . . . ) . 

Полна и Шур доказали следующую общую теорему: для того чтобы 
последовательность Г была последовательностью множителей первого 
рода, необходимо и достаточно, чтобы ряд 

со 

? ( 2 ) = S ^ - 2 * (3.80) 
ft=0 

сходился во всей плоскости и функция <p(z) допускала представление 

оо 

9(2) = с е ^ П ( 4 + ^ ) . (3-81) 

где S и [хп все вещественны и одного знака. Отсюда следует, что либо 
€ точностью до множителя, не зависящего от индекса к, у&>0, либо 
последовательность у^ — знакопеременная. 
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Из теоремы Эрмита — Билера легко следует, что если Г = {ул}£° есть 
последовательность множителей первого рода, У Й > 0 ( 4 = 0 , 1 , . . ; ) 
и полином 

п 

/>(z)=* 2 * А * * (3.82) 
fc = 0 

не имеет корней в нижней полуплоскости, то полином 
п 

Г [Р (z)] = 2 У^*2* (3.83) 
fe = 0 

также не имеет корней в нижней полуплоскости. В самом деле, для 
того чтобы полином 

п п 

P(z) = R (z) + iS (z) « 2 bkz* + i 2 ckz\ 

где R(z) и S(z) — вещественные полиномы, не имел корней в нижней 
полуплоскости, необходимо и достаточно, чтобы полиномы S (z) и R (z) 
образовывали вещественную пару (см. определение на стр. 58) и чтобы 
выполнялось неравенство Ь0сг — ^ 1 ^ ^ -

Из определения последовательности множителей первого рода следует, 
что если полиномы R{z) и S(z) образуют вещественную пару, то ш 
полиномы 

п п 

Г [R (z)) = 2 Khz* и Г [S (z)] = 2 rhCkZ* 
fe=0 ft=0 

также образуют вещественную пар}^. 
Кроме того, при Ь0сг — с0Ь1^>0 имеем у0у1 (Ь0сг — с ^ ) > 0. 
Из этих соображений между прочим следует, что корни полинома 

Г [Р (z)] лежат в наименьшем выпуклом многоугольнике, содержащем 
все корни полинохма Р (z). Частным случаем этого положения является 
известная теорема Гаусса о корнях производной от полинома. 

ТЕОРЕМА 11. Если Г = {ул}^от есть последовательность множите­
лей первого рода и у&>0 (& = 0, 1, . . .), то оператор 

со 

Г[/(г)] = 2 т * а д * (3.84) 

над функцией 
со 

f(z) = ^jakz* 
fc=0 

есть ^-оператор. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из оценки для коэффициентов ряда Тейлора 

и 
функции конечной степени т—lim А]/" | а^ | = ет и представления (3.81) 

убеждаемся в том, что функция Г [/ (z)] есть функция конечной степе­
ни т + 8. Кроме того, если / — функция класса Р, то полиномы 
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те. 

i*(*) = a0 + 2 (1-4-) • • • О-Ч1)^2*' 
а следовательно, и полиномы 

п 

Qn (z) = Г [К (2)] = аоТо + 2 0 - 4") • * ' 0 ~ ^ ) ^^ 
не имеют корней в нижней полуплоскости. 

Функция Г [/ (z)] является пределом последовательности полиномов 
(?n(z), равномерно сходящейся в любой ограниченной области и, следо­
вательно, также не имеет корней в нижней полуплоскости. Наконец, 
из очевидного неравенства 

следует 
ГГ/(*)] 
Г [/(*)] 

< 1 при Im z > О 

^ 1 при Im z > О 

и, следовательно, T[f(z)] принадлежит классу Р. Теорема доказана. 
§ 4. Комбинируя теорему 1 и лемму 3, мы получим пекоторые но­

вые неравенства, обобщающие неравенство С. Н. Бернштейна в дру­
гом направлении. 

Пусть со (г) СРо и не имеет вещественных корней. 
Положим 

ш (*), = еге# 
| ш ( я ) 

Если со(,х) не равно е°х, где с-— степень co(z), то б = 0 (х)— моно­
тонная функция от х (— оо < я < оо). Мы будем считать в дальнейшем, 
что это условие выполнено. Функцию 

*<*) = $ £ , . (4.01> 

где /(ж) — вещественная целая функция степени т<^<т, мы будем рас­
сматривать как функцию от 0 и обозначать 

Ф(я:) = ф(6) (ос<6<Р) , (4.02) 

где ос = 0 (—оо) ^>— оо и р = 0 (+ оо) <^ оо и р—<х^>7г. 
ЛЕММА 7. Пусть у функции 

£(0) = Msin(0+y) 

положительное число М и вещественное у подобраны так, что удовле­
творяются равенства S (0Х) = ф (0Х) и 5 (02) = ф ( 02), где 0Х и 02 — задан­
ные числа О < 0 2 — 01^^» а функция 

S± (0) = М cos (0 + у) 

не обращается в нуль на интервале (01? 02). Тогда либо 

sup | ф(6) | >Af, (4.03) 
а<в<3 а < в < 3 
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либо 
ф(в) = ЛГвщ(6 + у)- (4-04) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если | ф(0) | ^М, то по лемме 3, функция 

х (z) = / (z) + iMe* со (z) (4.05) 

принадлежит классу Р и, следовательно, либо корни вещественной и 
мнимой частей функции х(х) перемежаются, либо вещественная часть 
Х(#) тождественно равна нулю. 

В силу условия, наложенного на функцию ^ ( б ) , первый случай 
невозможен, и, следовательно, ф (6) = М sin (0 + у). 

ТЕОРЕМА 12. Если функция ф (6) определена равенствами (4.01), 
(4.02) и 0 < h < 7г, то 

* (е + 4 ) - *(°- 4 ) I <2 sin 4 • в™р з i * <e> i • <4-0 6) 
причем равенство в некоторой точке возможно лишь для функции 

ф (6) = М sin (6 + Y)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если для точек 0Х = 0 ^- и 62 = 0 + -^ вы~ 
полнено условие леммы 7, то непосредственно из этой леммы полу­
чаем 

I Ф (в2) — Ф (©х) I = 2 M s i n 4 l cos(T + e ) | < 

< 2 Sin A . s u p | ф ( 0 ) | . (4.07) 
Z a<0<3 

Если же условие леммы не выполнено, то величины 

ф (б2) — ф (6J + ф (0Х) (1 — cos h)=--M cos (0Х + у) sin A 
и 

Ф (e
2) — Ф (ei) ~ Ф le2) (! — c o s h)=*M cos (02 + y) sin h 

разных знаков, откуда и вытекает, что 

I Ф(в,)-ф(в 1) ! < 2 т а х ( | ф(в1) | , | ф(02) | ).8in» \ < 

< 2 s i n A - sup | ф ( 0 ) | . (4.09) 
L a<G<3 

Неравенство (4.06) является обобщением одного неравенства, дока­
занного недавно С. Н. Бернштейном (13), которое можно получить 
из (4.06), полагая u>(x) = eiax. Метод, который мы применили для дока­
зательства теоремы 12, весьма близок к методу С. Н. Бернштейна. 

ЛЕММА 8. Если sup | ф (0) | =М и г = arc cosf^-*') , то на полу-
а<0<3 V m ' 

сегменте (0О, 0 о +т:— s) выполняется неравенство 

ф (0) > М cos (0 — 0О + е) (4.10) 

(4.08) 
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и на полусегменте (0О, 0О + е) — неравенство 

ф ( 0 ) < М cos (0 — 0О — е), (4.11) 

причем если в (4.10) или в (4.11) хотя бы в одной точке имеет место 
знак равенства, то 

Ф ( 0 ) - Е Е М С О З ( 0 — в 0 ± е ) . * (4.12) 
Мы ограничимся доказательством неравенства (4.10). По лемме 3, 

функция 
X (z) = / (z) - Me1 (£-0*> со (z) 

принадлежит классу Р и, по теореме 1, корни функций 

Re {-игёгг}= ф (6)" м С03 (6 ~ е ° + е ) 

Im{i^lr} = i , / s i n ( 6- e» + e) 

должны перемежаться, если только Re{x(0)} не есть тождественный 
нуль. Точка 0О есть корень функции Re{x(0)} . Следующий ее корень 
должен лежать правее точки 0о + ти — е, так как sin (0 — 0о + s) 
не обращается в нуль на интервале (0О, 0О -}- к — е). Так как неравен­
ство 

ф ( 0 ) < М cos (0 — 0О + е) 
при 0 = 0о-|-я: — е приводит нас к противоречию с условием леммы, 
то остается принять (4.10). 

ТЕОРЕМА 13. Пусть / (z)— вещественная целая функция степени 
т - ^ а , а функция w(z)(:Pai причем ш ( ж ) ф 0 при — о о < х < ^ о о и 

sup |ф(0)| = Л / < о о , 
а<0<3 

где 
Ф ( в ) — i i ^ - a e ^ a r g . t x ) . 

Тогда при 0<А-<27с 

вир i С ф (6) <ге 
«<в<& h J 

/ 2 e i n » - \ 
>[—-jT-) вир 1Ф(в)|.** 

4 " ' «<8<J 
(4.13) 

* Это неравенство было доказано С. Б. Стечкиным в 1948 г. в предположении, 
что ф (6) есть тригонометрический полином и | ф(0о) | = М. Заметим также, что 
неравенства (4.10) и (4.11) эквивалентны неравенству 

| ф ' ( 0 ) | < М Г Г = Т ^ № 
которое было доказано Н. И. Ахиезером в 1946 г. [см. (5), стр. 420, формула 13)]. 
Однако Н. И. Ахиезер накладывает некоторые лишние ограничения на функцию 
®(х), от которых мы здесь освобождаемся. 

**' Интересно сопоставить это неравенство с очевидным неравенством 

•+! 
supl-^ [ ф(0)с/0 < s u p |ф(0)| 

а<6<3 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . При h = 2п неравенство очевидно. Пусть 
Л<^2тг. Выберем число 0О так, чтобы число s леммы 8 удовлетворяло 
одному из неравенств (4.10) или (4.11). Пусть, для определенности, 
выполнено (4.10). Проинтегрировав это неравенство в интервале 
(б0, 6о+2~) и аналогичное неравенство — в интервале Гб0 — у , 60 j T 

мы получим 

-I 
ф (6) dQ 

e.-f 
> 2М [sin ( ~ + s ) — sin s 1 . 

Выбрав 80 так, чтобы ф(б0) было достаточно близко к Д/, мы можем 
сделать е > 0 сколь угодно малым. Отсюда следует (4.13). 

З а м е ч а н и е 1. Если при некотором 6 = 0О | ф(60) | = М, то знак 
равенства в (4.13) возможен лишь при ф (6) = + М cos (6 — 60)„ 

З а м е ч а н и е 2. Если G(x) — целая функция конечной степени т 
и \G(x)\^M, то, выбрав f(x) = G' (x) и ш (я) = е/тлг, будем иметь при 
0 < / г < ^ : 

sup |сГж + -!Л — Gfж — 4-^) I > - sin ̂  - sup |G'(as)|. (4-*4) 
— оо<д;<оо I Ч ^ У \ А У \ т z —оо<дг<оо 

Это неравенство доказал С. Б. Стечкин (и) в предположении, что 
функция G(x) есть тригонометрический полином. 

С. Никольский (12) доказал его для произвольной целой функции 
конечной степени, но в предположении, что 0 < / г < 7 с . 

В приведенной здесь общей форме неравенство (4.14) было дока­
зано С. Н. Бернштейном (13). 

С помощью множителя e/Y (у — вещественное) мы можем пронорми­
ровать функцию CD(Z) так, что б ( 0 ) = 0 . Таким образом, можно счи­
тать, что при 6) (х) — s (х) + it (х) ^(0) = 0 и ^ ( 0 ) ф 0 . 

ТЕОРЕМА 14. Пусть ы(х) = s(x) + it (x) — функция класса Ра{<*^>0), 
не имеющая вещественных корней и отличная от полинома степени ^п. 
Тогда из всех вещественных целых функций конечной степени т<^а и 
вида 

f (х) = а0 + ахх + • • • + Ял~1 ж""1 + хп + an+i я*+* + • • • (л > 1) (4.15) 

единственной, дающей наименьшее отклонение на всей оси функции 

[9 (х) = . f(x) . , (4.16) 

является функция 

/.W-»"B.{^}. •(«.«) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно отклонение от нуля функции 
*°^х' - равно Lrt = Т~-Т£Г—[. Если некоторая функция f(x) вида (4.15) 

удовлетворяет неравенству 
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I / W I < U ^ W I |о>(ж):1 (-°°<ж<00)' 
то, по лемме 3, функция 

X (z) = / (z) 7~т «> iz) 

принадлежит классу Р и не имеет кратных вещественных корней. 
_ , ( со (х) ) 
Последнее следует из того, что, в силу условия теоремы, lml . \ 

{ык > (0) ) 
не имеет кратных корней*. Кроме того, х ( я )(0) = 0. Так как со(#) не 

. т ( с о ^ М \ . л есть полином степени «</г, то 1т {—^ }Щ0 и, следовательно, 
\ о) ' (0) ) 

невозможно тождество x ( n ) ( z ) = 0- Из леммы 4 мы без труда получим, 
что 

n ! R e U _ ^ l _ \ / {х) = п\ Re { {п)(0) \ 

и, так как /(/г) (0) = гг1, то у = 0. Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е . Если считать п = 0, т. е. зафиксировать свободный 

член в разложении 

f{x) = l+a1x+'--+ akxk H- • • •, 

то, очевидно, функция 

будет давать наименьшее отклонение L0 = - — ^ . 
Однако в этом случае нельзя утверждать единственности экстре­

мальной функции **. 
Заметим также, что к этому случаю можно свести случай 

со (х) = Рп (х) = а0 + ахх + • • • + хп. 

Достаточно вместо полиномов со (х) и / (х) рассмотреть полиномы 
л ( т ) и г " / ( 7 ) ' 

Т ЕОРЕМА 15. Пусть со (х) = s (x) + it (x) — функция класса Ра (а ;> 0) 
без вещественных корней, не-равная функции се^°* и полиному Рп+{(х)***. 

* Если Im *° ^х'— = 0, то со(#) = се~^-ах . В этом случае функция е^аДГ" f (x) — 
со*") (0) 

ограниченная, конечной степени А > 0. Так как индикаторная диаграмма этой 
функции есть отрезок мнимой оси, то степень функции f (х) т = КД2 + <*2 •< а и, 
следовательно, А = 0. Но ограниченная функция нулевой степени есть константа. 
Итак, в этом случае / (х) — сге~аХ и решение дается формулой (4.17). 

** Например, при со (х) = егх все функции / (х) = cos Х# (1 X |<! 1) дают наи­
меньшее отклонение, равное /(0) = 1, и разложение их начинается членами 
/ ( • * ) = l + 0 . s + . - . . 

*** При со(ж)=Рл_1 (х) отношение lAf̂ L, где /(ж) дается формулой (4.18), не 
со (х) 

может быть ограниченным. 
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Тогда из всех вещественных функций конечной степени т^<т вида 

f (#) = ао + ai% + а2х2 + ' *' + ап„1Хп-* + ахп + Ьхп+{ + 
+ ал+2жл+2 + • • - ( я > 1 ) , (4.18) 

где а и b фиксированы, единственной, дающей наименьшее отклонение 
на всей оси функции 

Ф (ж) = -^-^- (-^ * (4.19) 

является функция 
f1(x) = As(x) + Bt{x), (4.20) 

где А и В выбраны так, что /х (я) имеет вид (4.18). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем прежде всего, что можно выбрать 

постоянные Л и В так, чтобы f (х) имела вид (4.18). Если1т |— 7-г—— \ = 0, 
то, по замечанию 2 к теореме 5, ^пЦх) — вещественная функция. Если она 
не имеет корней, то ^пЦх) = cekx (k — вещественное). Равенство к = 0 
невозможно, ибо в этом случае со (х) = Рп (х). При к ф 0 имеем 

*(*) = Zie*x + Pn-i'(x) 
к 

и если Рп—\ (х) ф0, то со (z) имеет корни в обеих ^полуплоскостях. Но 
равенство (о(х) = сгекх противоречит условию теоремы и, следователь­
но, и>("Цх) имеет вещественные корни. По замечанию 2 к теореме 5, 
это невозможно, если (о(х) не имеет вещественных корней, кИтак, 
Im —, . К > ф 0 или 

*<"+*) (0) №Щ — *<*+!) (0) 5П (0)ф 0 

и существует единственное решение системы 
AsW (0) + ^ ( п ) (0) = п1а, Asln+V (0) + £*(*+«> (0) = (п + 1)! Ъ. 

Пусть функция / (х) вида (4.18) удовлетворяет на всей оси нера­
венству 

| / ( ж ) | < sap \^(х)\, 
—сс<я:<со 

где fx(x) определено равенством (4.20). Тогда функция 

X(x) = f(x)-(A-iB)*(x) 

принадлежит классу Р, причем 

Ь(х) = Re{xO)} = с0 + с±х + • • • + Cn-iX*-* + c n + 2 ^+ 2 + • •. . (4.21) 

По теореме 1, если 0 ( ж ) $ 0 , то все корни функции 0(#), а следова­
тельно, и все корни полинома 

PUx) =>„ + <** + ( l - £ ) eax*... + + ( l - £ ) . . . ( l - ^ - ) < w ^ 

вещественны (см. замечание 2 к лемме 5). С другой стороны, по тео­
реме Лагерра, полином, у которого равны нулю два последовательных 
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коэффициента (кроме первых или последних двух) должен иметь не­
вещественные корни* и, следовательно, либо cn+q = 0 (q = 2, 3, . . . . ) , 
либо с0 = сг = • • • = cn_i = 0. Первый случай невозможен, ибо тогда 

Im {{А — iB) со (х)} = Im X {х) = Pn+i {x) 

и функция <в(х) — полином со степенью, не превосходящей / г + 1 . 
Если же с0 = сг = • • • = cn_i = 0, то функция & (х) имеет в нуле ко­
рень не ниже третьей кратности, следовательно, 1т{(Л— (В) со (х)} 
имеет в нуле кратный корень, что невозможно, так как со (х) не имеет 
вещественных корней. Итак, 

f (x) = Re{(A — iB)<u{x)}. 

Теорема "доказана. Теоремы 14 и 15 являются обобщением теорем 
С. И. Бернштейна [см. (4), гл. III, теоремы I и II § 1 и теоремы II 
и II bis § 9] . 

Приведем еще пример на применение теоремы 1 и леммы 3. 
Пусть со (ж) = s(x) + it (х)£Ра и f(x) — целая , функция конечной 

степени т<;ст; тогда, если / ( я ) ф 0 , то 

rSUp 1 / (*> + *«(*) | > м - (4.22) 

В самом деле, в противном случае мы имели бы 
f{x) — iMt(x)£P 

и, по условию В) теоремы 1, индикаторные диаграммы / (z) и t(z) 
должны совпадать; с другой стороны, по замечанию к теореме 1, сте­
пень функции t(z) не меньше а^>т . Итак, должно выполняться (4.22). 

Дополнение 
Функцию со (z) класса Ра мы назовем Р-мажорантой функции / (z) 

конечной степени т, если с т ^ т и 
11 / (*0 К I <*> (х) | (— оо < х < ос). (5.00) 

Найдем необходимые и достаточные условия, которым должна удовле­
творять функция / (х) для того, чтобы она имела Р-мажоранту. 

Пусть co(z) есть Р-мажоранта функции f (z). Применяя лемму 1 
к функциям 

в верхней и нижней полуплоскости получим 
0 0 i i 2 К 

I — С О 

где ось — все корни функции / (z). 

< о о , (5.01) 

* В самом деле, если у полинома Р (х) « V bkxk (&n** b
n+l =•••= bn+q — °) 

fc=0 
все корни вещественны, то полиномы Р^п"^ (х) и Гж

гп~п+1 р^-1)/^_L j | ( m n q> 
должны, по теореме Ролля, иметь вещественные корни. Но это невозможно, так 
как последний полином двучленный и не ниже третьей степени. 
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Легко видеть, что условие (5.01) является также и достаточным 
для того, чтобы функция 

/ ( 2 ) = = с е<^)* п 
ft=i 

1—Me" k (5.02) 

имела Р-мажоранту. В самом ]деле, в этом случае за функцию co(z) 
можно принять 

СО (z) =cela+Wz П (l [(5.03) 

где (3fe = oik при Ima f t >-0 и рй == а/г при l m a & < 0 , a / > > 0 и на­
столько велико, что степень со (z) больше или равна степени / (z). Со­
гласно следствию 5 § 1, дефект d^ — p^P и, следовательно, tu(z) 
есть функция класса Р. Кроме того, 

| / (х) | = | а) {х) | (— сю < х <\оо). ;:\ I 

Легко получить, используя лемму -2, что индикаторные диаграммы 
функций f(z) и co(z) — равные выпуклые множества, сдвинутые друг 
относительно друга ;-в направлении мнимой оси. Выбором числа р^-0 
можно добиться того, чтобы они совпали или получались друг из 
друга отражением в вещественной оси. Такую мажоранту ш(г) есте­
ственно назвать «наилучшей». Нетрудно показать, что наилучшая 
Р-мажоранта данной функции / (z) определяется с точностью до по­
стоянного множителя eiY. 

Установленный нами критерий (5.01) эквивалентен следующему: 
ТЕОРЕМА 16. Для того чтобы целая функция конечной степени 

f (z) имела Р-мажоранту, необходимо и достаточно, чтобы 

г 
^ln\f(x)f{-x)\(^—^)dx <Mf ( l < r < o o ) , (5.10) 

где Mf не зависит от г. * 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что для всякой функции 

/ (z) конечной степени верно 

_1_ 
кг 

тс 

С1п|/(ге");|втес*е = 0(1). (5.11) 

Для этого представим функцию / (z ) в виде произведения 

/ ( 2 ) = Ф1(2) .Ф2(2) .Ф3(2) , (5.12) 

* Это условие можно заменить также следующим: 

1-f ж2 <Nf ( 0 < r < o o ) , 

где N* не зависит от г. Эквивалентность (5.01) и (5.10) была недавно доказана 
Н. И. Ахиезером (18) в связи с другим вопросом. 
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где 
q>1(z) = c-exv(a + ib+ 2 - - V , ) 

^ l«fcl<r " * У | 

Ф.М- П ( i - £ ) . 

w- n (»-•£)•*• 

(5.13) 

Ф, 
i«ftl>^ 

Имеем 

±l\ii\<b1(rei*)\%mbdb = \\a + ib + 2 7~| s i n 6r> (5-14) 

причем величина, стоящая в правой части равенства, как легко ви­
деть из теоремы Линделёфа, ограничена. 

Далее, 

Мщ<Ьг№Ч*™**Ъ = ^ ^ l n i h + 9T1 2 Ы (5.15) 

или 
71 Г Г 

±r J In | Ф2 (ге*в) | S i n 0 d 0 = A ^ ^ + ^ J « dn («). (5.16) 

Из того, что n(t) 
ограничено, легко следует ограниченность всей 

величины, стоящей в правой части равенства. Наконец, 
к I 

~- \ In | Ф2 (ге*в) | sin в d6 = 
о I 
оо тс 

= ^ г 2 S f — - Т 7 1 р 5 с о 8 р ( в - в г ) 8 1 п в л ) 
|aftj>r р = 2 \ *Mafcl 0 / 

или при некоторой независящей от г постоянной е 
тс оо 

- ^ 1 п | Ф , ( г в « ) | s m 8 d 6 < C 2 T ^ V - c r t ^ - . (5.17) 

Интегрируя по частям, убеждаемся, что и эта величина ограничена. 
Итак, (5.11) верно. 

На основании этого, мы из формулы Карлемана (1.11) получаем, 
что условия (5.10) и (5.01) эквивалентны. Теорема доказана. 

О п р е д е л е н и е . * По С. Н. Бернштейну, функция Н(х)^0 
(—оо<^#<^ос) называется майорантой квазиконечного роста <р(т), 
если существует такая последовательность функций HkT (x)^>0 
(—оо<^к<^ос, к = 1, 2, . . .), удовлетворяющая условию 

* Это определение дано С. Н. Бернштейном в (20). Определение майоранты 
конечного роста дано в (19). 
6 Известия АН, серия математическая, № 1 
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И ш / Я Л ) Т ( я ! ) < ? ( т ) , (5.18) 

что, как только функция / (х) степени т удовлетворяет неравенству 
| f(x) | < # ( я ) ( - - о с < я < о о ) , (5.19) 

все ее производные f(k) (x) удовлетворяют неравенствам 
I /<*>(*) | < # * , , ( * ) (# = 1,2, . . . ) . (5.20) 

Если ф(т) = т, то майоранта Н (х) называется майорантной конечного 
роста. Функции, допускающие такие майоранты, называются, соот­
ветственно, функциями конечного или квазиконечного роста. 

Из теорем 4 и 5, очевидно, следует, что функция, допускающая 
Р-мажоранту, есть функция конечного роста. Однако можно утверж­
дать больше, именно 

ТЕОРЕМА 17. Классы функций конечной степени конечного роста 
и квазиконечного роста совпадают между собою и совпадают с классом 
функций, имеющих Р-мажоранту. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно следует только доказать, что всякая 
функция квазиконечного роста имеет .Р-мажоранту 

Заметим прежде всего, что если Н (х) есть майоранта квазиконеч­
ного роста, то из неравенства 

| / (я) ! < # ( * ) , 
где / (z) — целая функция конечной степени т, следует 

| / ( г е ' в ) | < Я * ( г ) > (5.21) 
ГД6 # » = 2 |#к>т(0)|-Й-. (5.22) 

fc-0 
Заметим также, что из (5.18) следует 

Й^Г 1 п Я ( г ) < ф ( т ) < оо. (5.23) 
Г->со г 

Пусть / (z) — функция конечной степени т, 
оо z 

f (z) = се<«+«> г П ( l — -^-) . е "k. (5-24) 

не имеющая /"-мажоранты и, следовательно, 

2 Im-L = оо. (5.25) 

Покажем, что она не имеет также никакой майоранты квазико­
нечного роста. Для этого достаточно показать, что какова бы ни была 
функция Н* (г), удовлетворяющая условию (5.23), можно указать целую 
функцию Ф (z) степени т, имеющую на вещественной оси тот же модуль, 
что и функция / (х) и такую, что в некоторой точке zQ комплексной 
плоскости 

\<!>{z0)\>H-(\z9\). 
Построим сначала функцию 

z 

F(z) = c e (a+ ib)zn(l-fy f t . (5-26> 
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где pft = лк при 1 т а й > 0 и (3ft = ak при lma f e<;0. Из (5.25) следует, 
что 

^ 1 lim 
г->оо h (5.27) 

Кроме того, так как / (z) — функция конечной степени и | (Зь | = | а& |, 
то 

,-— п (г) ^ lim — ^ - <Г оо, (5.28) 

где п(г) — число точек ай, удовлетворяющих неравенству | &к \ <^г. 
По известной теореме Линделёфа, из (5.27) и (5.28) следует, что 
F (z) —функция первого порядка и максимального типа. Таким образом, 

т:— In \F(z)\ 
l im l-—pz-i- = oo, 
|z|-»00 I Z I 

(5.29) 

и какова бы ни была функция Н* (г), удовлетворяющая неравенству 
(5.23), найдется точка z0, в которой 

\F(z0)\>2H-(]z0\). (5.30) 
Легко получить, если использовать известную оценку для примарного 
множителя: 

| 1п(1—и) -\?и | < с | и |2 (с — постоянная), 
что при произвольном е^>0 и достаточно большом vjc имеет место 
неравенство: 

In 
оо п. 0-f> 

fc=jtf,+l 
< е , (5.31) 

где ук = pfe или Pfe. Выберем s <[ -4- In 2 и число т) ^> 0 настолько ма­
лым, что 

h z 0 | < e ; (5.32) 
выберем yft так, чтобы 

I № М~ iVP 

V l m l - V I m i - V Im — 
ZJ ak ZJ $k ZJ yft 

k=Mz+i 
k=l ft=l 

< 4 - (5.33) 

Последний выбор возможен, в силу условий (5.25) и Im ^0. 
Построим функцию 

5 Б ОО 

M2).«(.+W2no-i>s*j+iO-i)«\n+iO-i)^. 
где (5.34) 

d=>b+ у.1т(- 4-*)+ У 1т(~ ~\ 
fc=i fe=Ms-M 

Эта функция отличается от функции f(z) лишь множителем, кото­
рый является рациональной функцией и, следовательно, фсО&) имеет 
тот же рост, что и f{z). Очевидно также, что 

| / ( * ) | = | ф е ( * ) | . 
6» 
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К р о м е того, к а к это видно из неравенств (5.30) , (5 .31) , (5.32) и 
(5 .33) , в т о ч к е z0 

| ф . ( * 0 ) | > Я * ( К | ) . 
Теорема доказана. 

Поступило 
9. III. 1949 
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