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ОБЛАСТЕЙ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 9 VI 1962) 

Наиболее общие известные до сих пор классы областей, для которых 
развита теория потенциала, были определены в классических работах 
А. М. Ляпунова (см. (*)) и Т. Карлемана (2). Для плоского случая И. Радо­
ном (3) была построена теория потенциала для широкого класса областей, 
границами которых являются кривые с ограниченной вариацией поворота. 
Отметим, что существуют кривые Ляпунова, для которых вариация поворо­
та не ограничена. 

Ниже результаты Радона, относящиеся к потенциалу двойного слоя, 
распространяются на некоторый класс плоских и пространственных обла 
стей, который включает в себя поверхности Ляпунова и Карлемана, а в 
плоском случае — также и кривые Радона. 

Рассмотрим трехмерный случай. Соответствующие рассуждения для 
плоских кривых лишь упрощаются. 

Пусть Q а Е3 — открытая область, ограниченная замкнутой в Е3 по­
верхностью Г. Спроектируем Г из произвольной точки Р на единичную сфе­
ру SP с центром в Р. Это проектирование определяет непрерывное отображе­
ние пр (Г) поверхности Г \ Р в Sp. 

Потребуем, чтобы поверхность Г удовлетворяла единственному условию: 
а б с о л ю т н а я в а р и а ц и я (4) ^ о т о б р а ж е н и я пр (Г) р а в ­
н о м е р н о о г р а н и ч е н а д л я в с е х т о ч е к Р £ £ 3 , т. е. 

sup » ( я р (F )) < М = const < о о , (1) 

тдец — площадь naSP; — конечный набор замкнутых непересекающих­
ся подмножеств Г. 

Условие (1) выполняется для кривых Радона, поверхностей Ляпунова 
и Карлемана. Однако существуют гладкие поверхности, для которых нера­
венство (1) не выполняется. Из известной теоремы теории площади (5) легко 
следует, что поверхность Г, удовлетворяющая условию (1), имеет конеч­
ную площадь по Лебегу. Конечность площади поверхности Г существенно 
используется в доказательствах. 

Для того чтобы перенести на нерегулярный случай понятие телесного 
угла со (Р, под которым борелевское множество % С Г видно из точки Р, 
используем применительно кпр (Г) введенные А. В. Погореловым (4) сле­
дующие выражения для положительной, отрицательной и полной вариаций 
непрерывного отображения через функцию кратности: 

VP(S)= \ n+>{Y)dY, xrp(g)= J n^(Y)dY, vp(&) = v+p(e)-irp($), 
Sp Sp 

где л+ (У), /г- (Y) — число прообразов на Щ точки Y £ Spi топологический 
индекс (ind) которых относительно лр (Г) равен + 1 соответственно. (При 
этом мы считаем, что Sp и Г ориентированы одинаковым образом.) 
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Пусть, по определению, со (Р, %) = vp (g) при Р е %. Для Р б % положим 
со (Р, S) = со (Р, g \ P ) + (о (Р, Р), где со (Р, Р) = 2я — ю (Р, Г \ Р ) . 

Отметим следующие свойства телесного угла со (Р, %). 
1. Функция со (Р, #) вполне аддитивна на кольце борелевских множеств*.. 
Это свойство непосредственно следует из доказанной А. В. Погореловым* 

полной аддитивности vp (g) и определения со (Р, %). 
2. Справедливы равенства 

со (Р, Г) 
Чдт, е&ш Р б Q; 
2я, ^ла Р 6 Г ; 

О, еслаР 

Точка X g T называется регулярной относительно пр (Г)\ если суще-
ствует такая окрестность У с Г точки X, что луч РХ не имеет общих точек 
с Щ \ X. Регулярные точки X £ Г разделим на три класса Г + , Г", Г° в зави­
симости от того, переходит ли луч РХ в точке X из Q в CQ, из Сй в Q или 
остается в Q или CQ. 

Доказательство свойства 2 легко получить, используя результаты ра­
боты (4) и следующее простое утверждение. 

Л е м м а 1. Пусть X — регулярная точка. Если X £ Г + , то ind X > 1; 
если X € Г", то ind X < — 1. .Бела ind X = ± 1, то X £ Г + или X б Г", 
соответственно. Равенство ind X = 0 необходимо и достаточно для того* 
чтобы X е Г°. 

3. Установлена оценка 

| со (Pl9 ») - со (Р 2 , *) | < [РгР21, (2> 

где d — наименьшее из расстояний от Р х и Р 2 до %*К — абсолютная пос­
тоянная, s (Щ — площадь множества &. 

4. Имеет место неравенство 

fsup У,|со(Р, # , ) | < 1 & + 2 я . 

<£/Г) 

Потенциалом двойного слоя с непрерывной плотностью f (X) назовем^ 
функцию 

W (P) = ±\f(X)*(P,dX) 

Можно показать, что потенциал W (Р) гармоничен при Р ё Г. В доказатель* 
стве используется тот факт, что для потенциала W (Р) справедлива теорема 
о среднем. 

Предельные значения W (Р) при Р S, S £ Г, изнутри или извне су­
ществуют и равны, соответственно, 

Wit>(S) = f(S)+±\f(X)v>(S, dX), 
г 

W{e) (S) = -nS)+±\f (X) со (S, dX). 
г 

Так же как в работе И. Радона ( 3), внешняя и внутренняя задачи Дирихле, 
сводятся к функциональным уравнениям 

W{i) = f + Tf, W{9) = — f + Tf, 
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где оператор 

Г 

действует в пространстве С (Г); 

Повторением рассуждений Радона для оператора Т доказывается, что 
радиус Фредгольма оператора Т равен 

2я inf 
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