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Аннотация 

Для прямоугольных областей рассматривается несколько конечно-разност­
ных схем на сдвинутых сетках для задачи Стокса (МАС-схем), удовлетворяю­
щих условию Ладыженской —Бабушки —Брецци. Целью исследования является 
реальная зависимость константы в указанном условии от геометрических и се­
точных параметров для фиксированной схемы и сравнительный анализ схем по 
полученным данным. Дискретные задачи на собственные значения решались 
с высокой степенью точности. Приведены результаты некоторых трехмерных 
расчетов. 

Abstract 

P. P. Aristov, E. V. Chizhonkov, On some finite-difference approximations of 
Stokes problem, Fundanient aln ay a i prikladnaya matematika 1(1995), 573—580. 

Several finite-difference schemes for the Stokes problem satisfying the Ladyzhen-
skaya—Babuska—Brezzi condition are considered. These schemes use staggered mesh­
es (MAC—schemes) in rectangular domains. The aim of investigations is to obtain 
a dependence of a constant in the LBB—condition on geometric and grid parame­
ters for a scheme and a comparative analysis of schemes with respect to the data 
obtained. Discrete eigenvalue problems were solved with high precision. Results of 
some three-dimensional calculations are presented. 

Полученные в последнее время теоретические результаты по методам ре­
шения уравнений Н а в ь е - Стокса в переменных скорость-давление и необхо­
димость исследования трехмерных гидродинамических проблем по существу 
показали неконкурентоспособность алгоритмов, использующих переменные 
вихрь-функция тока. В частности, для задач, имеющих семейство регулярных 
(и,р)-решений [1], построены итерационные методы, асимтотически опти­
мальные по параметру дискретизации области [2, 3]. Это стало возможным в 
результате использования неравенства 

V™\\p\\ ^ | | g r a d p | | _ i (1) 

*Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований, грант № 93-01-01729. 

Фундаментальная и прикладная математика 1995, 1, № 3, 573—580. 
(с) 1995 Центр новых информационных технологий МГУ, 

Издательский дом "Открытые системы" 



574 П. П. АРИСТОВ, Е. В. ЧИЖОНКОВ 

как в дифференциальном, так и в конечномерном случаях. Отметим его важ­
ность для обоснования не только корректности задачи, но и самого ф а к т а 
сходимости методов. Более того, известно [4, 5], что в линейном случае 
формулы для показателей эффективности рассматриваемых алгоритмов со­
держат единственный аргумент — постоянную т из (1). Все это говорит 
о необходимости дальнейшего, более глубокого анализа указанного неравен­
ства. 

В настоящей работе для традиционной модельной области — прямоуголь­
ника со сторонами 1 и L — рассматривается несколько конечно-разностных 
схем для задачи Стокса (МАС-схем в зарубежной терминологии). Их выбор 
обусловлен рядом факторов: во-первых, простота и эффективность реализа­
ции, связанная со структурой сеточного оператора Лапласа; во-вторых, опти­
мальный в данных условиях и одинаковый (первый в непрерывной норме [6]) 
порядок сходимости решения конечномерной задачи к дифференциальному. 
Кроме этого, рассматриваемые схемы используются длительное время [7, 8] и 
хорошо зарекомендовали себя при решении сложных с вычислительной точки 
зрения задач [9, 10]. Цель исследования — изучение зависимости величины т 
в неравенстве (1) от геометрических и сеточных параметров для фиксирован­
ной схемы и сравнительный анализ схем по полученным данным. 

Перейдем непосредственно к содержанию работы. Рассмотрим в прямо­
угольной области 

S1 = {ж = (xi, х2): 0 <С х\ <С L, 0 <С х2 ij 1} 

первую краевую задачу Стокса 

А и — gradp = —f 

< d i v u = 0 (2) 

> и | 9 П = 0, (р,1) = 0 

п приведем для нее описания схем. При этом будем использовать обозначения 
hi (г = 1,2) для шагов равномерной по каждому направлению сетки, так что 
/цЛГ! = L, h2N2 = 1. 

С х е м а 1. Определим следующие сеточные области: 

«1 = {хц = ((»' ~ l / 2 ) A b j A 2 ) : i = 0 , . . . , Nlt j = 0 , . . . , N2}, 

П2 = {xij = (ihlt(j - 1/2)A2): i = 0 , . . . , Nlt j = 0 , . . . , N2}, 

n3 = {xij = {ih1,jh2): i = 0,...,N1-l, j = 0,...,N2-l, Р+рф0}. 

Пусть XJh — линейное пространство вектор-функций, определенных 
на Sli х SI2 и обращающихся в нуль на соответствующих сеточных грани­
цах, a Ph — пространство функций, определенных на £!з и ортогональных 
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единице. Запишем это в индексных обозначениях: 

Uh= Uh x Vh, где 

Uh = {uij = u(xij): Xij £ fii, u0j = uNlj = uifi = ui<N2 = 0}, 

Vh = {vij = v(xij): Xij £ fi2, v0j = vNltj = vit0 = vi>N2 = 0}, 

Ph = {Pij = P(xij): Xij £ fi3, J2hih2Pij = 0}. 
ij 

Поставим в соответствие (2) следующую разностную задачу: найти функции 
u,v,p, принадлежащие соответственно пространствам Uh, Vh, Ph и удовлетво­
ряющие сеточным уравнениям 

иг + 1 J ^uij т ui—lJ ui,j + l ^uij T uiJ — l Pij Pi—lJ н 

л? Л! ^ " ~Л'-" 
^ ' + l j ~ 2 % + " i - l j _,_ vi,j + l - 2Vjj + ^ j - 1 _ Pij - Pi,j-1 _ _ , 2 

2 L ~~ • ' i j ; 
/*1 Л 2 

^г' + l j ' ^ i j Vi,j-\-l Vij 
o. /ii / i 2 

В этой системе первое, второе и третье уравнения заданы на множествах 
Hi, Иг и £!з соответственно (здесь и далее £!г' = &i \ dfij). 

Отметим, что в индексной форме записи приведенная разностная схема 
(пример 1.1 из [2]) совпадает с известной схемой первого порядка [11], по­
строенной без использования смещенных сеток. 

Для описания остальных схем будем использовать ту же последователь­
ность структур (области, пространства, уравнения), опуская, где это возмож­
но без ущерба для изложения, повторяющиеся моменты. 

С х е м а 2. В данном случае сеточные области имеют вид 

fii = {xij = (ihlt(j - 1/2)Л2): i = 0 , . . . , Nlt j = 0 , . . . , N2 + 1}, 

П2 = {xij = {{i - l / 2 ) A b j A 2 ) : i = 0 , . . . , # i + 1, j = 0 , . . . , N2}, 

fi3 = {x^ = ((i + l / 2 ) A b (j + 1/2)A2): i = 0 , . . . , # ! - 1, j = 0 , . . . , N2 - 1}. 

Определим пространства 

Uh = {uij = u(xij): x^ e fii, M0j = WJVI j = 0, иг-)0 = -w8-,i, «8-,лг2+1 = -Иг.лгЛ; 

V^ = {ujj = i>(a;8j): a;8-j G fi2, i;0j = ~^ i , j , vNl+i,j = -VNltj,Vi,o = Vi,N2 = 0}, 

Ph = {Pij = P(xij): Xij £ Cl3,J2hih2Pij = 0} 
и 

и запишем уравнения для (2) 

ui + l,j — ^uij + M » - l j , ui,j + l — ^uij + ui,j-l Pi,j-1 ~ Pi-l,j-l _ И 
Ц + Ц h[ " ~hj' 
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Vi + lJ - 2Vjj + Vj-l,j vi,j + l - %vij + vi,j-l _ Pi-l,j - Pi-l,j-l _ _ ,2 
h\ h\ h2

 hj' 
ui+lJ+l ~ ui,j + l , Vi + l,j + l ~ vi + l,j _ Q 

hi h2 

Здесь также первое, второе и третье уравнения заданы на множествах Q,\, Q,\ 
и £!з соответственно. 

Приведенная разностная схема (пример 1.2 из [2]) имеет более симметрич­
ный вид по сравнению с предыдущей, но у нее своя особенность. Дело в 
том, что для использования быстрых алгоритмов решения уравнения Пуас­
сона в прямоугольной области часто необходимо, чтобы количество узлов 
сетки вдоль хотя бы одной границы равнялось 2к + 1 (например, для мето­
дов быстрого дискретного преобразования Фурье либо полной редукции). В 
данном же случае легко заметить , что выполнение этого условия для одной 
стороны необходимо влечет за собой аналогичное требование и для другой. 
Однако использование многосеточных алгоритмов снимает это ограничение. 

С х е м а 3. Опишем сеточные области 

«1 = {хц = ((»' + l / 2 ) A b j A 2 ) : i = 0 , . . . , Ni - 1, j = 0 , . . . , N2}, 

П2 = {xij = (ihlt(j + 1/2)A2): i = 0 , . . . , Nlt j = 0 , . . . , N2 - 1}, 

^ з = {x^ = (ih1,jh2): г = 1 , . . . , Ni - 1, j = 1 , . . . , N2 - 1}, 

соответствующие пространства 

x^ e fii, u0j = WjVi-ij = uifi = ui)N2 = 0}, 

Xij 6 ^ 2 , V0J = VNlJ = Vifi = VitN2-l = 0}, 

x^ £ Ci3,Y^hih2pij = 0} 
ij 

и сеточные уравнения: 

Ui + lJ - ^Uij + Ui-l,j , Ui,j + l - ^Uij + Ui,j-l _ Pi + lJ ~ Pij _ _ f 1 
h\ + h\ h, ~ JiJ> 

Vi + lJ - ^Vij + " i - l j vi,j + l ~ ^vij + vi,j-

JJh 

yh 

ph 

= {u-ij 

= ivij 

= {Pij 

— UyXjj 

= v(xij] 

= p(xij] 

Pi + lJ ~ 
hi 

PiJ+i ~ 

- Pij 

Pij 
hx h2 

l^ij ^i—ljj Vjj Vj^j — i 

- -r-
2 h„ Jl3' 

0. 
hi h2 

Здесь также первое, второе и третье уравнения заданы на множествах Sli, Q,2 

и £!з соответственно. 
Предлагаемая схема — очевидная симметризация схемы 1. Более того, со­

ответствующие разностные задачи при фиксированных шагах сетки являются 
равносильными. Это следует из рассмотрения дискретного аналога уравне­
ния неразрывности в схеме 1. Действительно, учет нулевых краевых условий 
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для обеих компонент скорости вдоль левой и нижней границ прямоугольника 
позволяет сократить количество сеточных уравнений и соответственно степе­
ней свободы для разностного аналога давления. Другими словами, реализация 
схем 1 и 3 порождает одно и то же разностное решение для (2), но сеточные 
операторы обладают при этом различными свойствами. 

Н и ж н я я г р а н и ц а с п е к т р а о п е р а т о р а R h . Приведенные конструкции 
областей, пространств и уравнений позволяют записать схемы 1-3 в единой 
форме 

Г А л и - grad'1 р = -fh 

< div'1 u = О 

ueuh,pe Ph 

и определить здесь формально оператор окаймления 

R/1 = d i v ^ A ' 1 ) " 1 g r a d \ R/1: Ph -+ Ph. 

Хорошо известно (см., например, [2]), что он симметричен и положительно 
определен, его спектр принадлежит отрезку [га, 1], где га — константа в (1), 
зависящая от геометрии области и от сеточных параметров hi (г = 1,2). 

В настоящее время главным требованием, предъявляемым к дискретным 
аналогам задачи Стокса, является наличие положительного ограничения сни­
зу для га, равномерного по параметрам дискретизации области (условие Ла­
д ы ж е н с к о й - Б а б у ш к и - Б р е ц ц и ) . Для схем проекционно-разностного типа та­
кое ограничение, как правило [1, 3], есть само дифференциальное значение 
этой постоянной. В конечно-разностном же случае ситуация носит менее 
очевидный характер, поэтому и представляет больший интерес. Кроме то­
го, положение осложняется тем, что даже дифференциальные значения га для 
популярных в гидродинамических расчетах областей прямоугольной формы 
не отражены в доступной литературе. С другой же стороны, от значения 
этой константы при конкретных параметрах сетки сильно зависит реальная 
эффективность многих асимптотически оптимальных алгоритмов (чем оно 
больше, тем лучше [4, 5]). Например, асимптотическая скорость сходимости 
алгоритма Удзавы [14] 

рк + 1 =рк _Tk^Rhpk _diyh^hyl^ 

с чебышевским набором параметров т^ равна 

q(m) = (1 - у/т)/(1 + у/т). 

Поэтому, видимо, единственный способ сравнения формально равноценных 
(с точки зрения скорости сходимости [6]) схем — аккуратно вычислить ниж­
нюю границу спектра оператора R^ при различных h{. 

При расчетах использовался метод итерирования подпространства [12], по­
скольку большая размерность задачи ограничивает применение алгоритма 
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Ланцоша (в оперативную память помещалось одновременно обычно не бо­
лее 10 итерируемых векторов), а методы степенного типа не принимались 
во внимание из-за неизвестной кратности искомого собственного значения 
и неизвестной симметрии соответствующего собственного вектора. Кон­
кретно же применялась программа ЕА12 из библиотеки численного анализа 
HARWELL [13]. 

Критерием окончания итерационного процесса являлась малость невязки 
для единичного собственного вектора (все нормировалось в сеточном аналоге 
пространства L'j). Характерным значением при этом было Ю - 1 0 . Исключе­
ние составляют лишь результаты, полученные для больших размерностей 
(NiN'j J; 642) при расчетах по схеме 1, для которых аналогичная невязка 
менее Ю - 7 . Используемый подход, согласно теореме 3.2 из [12], позволяет не 
разделять понятия невязки и ошибки, т. е. свидетельствует в пользу высокой 
достоверности полученных результатов. 

Р е з у л ь т а т ы р а с ч е т о в . Для наглядности все найденные приближенные 
значения т расположены в виде таблиц. При этом авторы полагают (см. 
выше), что в приведенных числах имеется, по крайней мере, пять верных 
знаков после десятичной точки. 

В таблице 1 приведена зависимость т = m(h) для всех схем при h\ = Л2 = h 
в квадратной области. Монотонное возрастание значений при любом фиксиро­
ванном h (т. е. вдоль строки) говорит о преимуществе схемы 3 по сравнению 
с остальными. Оно заключается в том, что при ее реализации с заданной 
точностью любым методом типа Удзавы, Э р р о у - Г у р в и ц а и т. п. ([2, 3, 14]) 
требуется минимальное количество итераций. 

h 
1/8 
1/16 
1/32 
1/64 
1/128 
1/256 

Схема 1 
0,147705 
0,146022 
0,145191 
0,144650 
0,144346 
0,144187 

Схема 2 
0,309757 
0,265425 
0,241608 
0,226888 
0,217067 
0,210158 

Схема 3 
0,450976 
0,354999 
0,300254 
0,267454 
0,246236 
0,231768 

Таблица 1. 

С этой точки зрения схема 1 обладает наихудшими свойствами, зато для 
нее характерна слабая чувствительность т к изменению параметра h. Это 
дает возможность определить на грубой сетке значения оптимальных итера­
ционных параметров для какого-либо метода (при больших h это не требует 
значительных вычислительных затрат ) , а затем использовать их для прове­
дения более точных расчетов. Указанный прием часто используется при ре­
шении нелинейных задач [9, 10], и поэтому пренебрегать таким свойством 
схемы 1 не всегда оправданно. 
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Таблица 2 содержит значения га, полученные для прямоугольной области 
L х 1 при hi = Л2 = 1/64, и иллюстрирует т о т факт , что с ростом отноше­
ния сторон L результаты расчетов для различных схем приближаются друг к 
ДРУГУ-

L 

1 

2 

4 

8 

Схема 1 

0,144650 

0,142693 

0,047705 

0,012615 

Схема 2 

0,226888 

0,150836 

0,047746 

0,012623 

Схема 3 

0,267454 

0,157774 

0,048908 

0,012868 

Таблица 2. 

Таким образом, при использовании квадратной сетки для сильно вытяну­
тых областей при сравнительном анализе на первый план должны выходить 
другие качества схем, не связанные с га, например, удобство реализации. 

Таблица 3 содержит значения га также для прямоугольных областей L х 1, 
но сетка при этом подобна самой области, т. е. iV"i = N2 (для приведенных 
расчетов Л2 = 1/256). 

L 

2 

4 

8 

Схема 1 

0,052788 

0,014929 

0,003861 

Схема 2 

0,150305 
0,047722 

0,012618 

Схема 3 

0,153280 

0,048299 

0,012766 

Таблица 3. 

Полученные данные свидетельствуют о наличии сильной зависимости 
га = га(/г1//г2) для схемы 1, очевидно, не имеющей отношения к исходной 
дифференциальной задаче. Результаты же для оставшихся схем практически 
неотличимы от полученных для квадратной сетки. 

Сформулируем окончательные выводы сравнительного анализа предста­
вленных схем. Наилучшей схемой, с точки зрения величины га, для любой 
прямоугольной области и любой прямоугольной сетки является схема 3, кото­
рую авторы и рекомендуют для прикладных вычислений. Следует обратить 
внимание на схему 1 для расчета нелинейных задач при использовании ква­
дратных сеток в сильно вытянутых областях. 

В заключение работы приведем результаты расчетов (таблица 4), выпол­
ненных для единичного куба с применением обобщения схемы 3 на случай 
трех пространственных переменных. Шаги сетки по всем направлениям бра­
лись одинаковыми и равными h. 

h 

га 

1/8 

0,30247 

1/16 

0,23008 

1/32 

0,19035 

Таблица 4. 
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