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В настоящей работе изучаются краевые задачи на собственные значения для несамосопря­
женного оператора Штурма-Лиувилля 

Lu = и" — q{x)u, (1) 

заданного на интервале (0 ,1) , где q(x) - произвольная комплекснозначная функция из клас­
са Li (0 ,1) . Основная цель - исследование базисных свойств систем корневых функций опе­
ратора (1) с регулярными, но не усиленно регулярными краевыми условиями. Наш интерес к 
указанной проблеме был стимулирован работами В.А. Ильина [1-3]. 

Обозначим через (р(х,р), ф(х,ц) фундаментальную при ji ф 0 систему решений урав­
нения 

и" — q(x)u + fj?u = О, 

определенную начальными условиями </>(0,/i) = ф{0,р) — 1, (/4(0,/i) = г/i, ф'х(0,р) — —г/i. 
Хорошо известно, что функции <^(ж,/х) и ф{х,ц) удовлетворяют соответственно интеграль­
ным уравнениям 

X 

(р(х,ц) = е^х + - / sin/i(z - t)q(t)(p(t, ц) dt, (2) 
Iх J 

о 
х 

ф(х, ц) = e~itlx + - [ sin/i(x - t)q(t)ip(t, /л) dt, (2') 

о 

являются непрерывными со своими частными производными и для любого фиксированного х 
являются аналитическими функциями параметра \i. В дальнейшем считаем, что всегда вы­
полняется неравенство 

| I m / i | < M , (3) 

где М - некоторая постоянная. В работе [4] получены оценки 

\<p(x,fi)\ <си \^(x,fi)\ < с и (4) 

\Ф(х,/л)\ < С 2 , \Ф'^{х,р)\ < С 2 , (4') 

справедливые при 0 < # < 1, |д| > /̂ о? г Д е Mo ~ некоторое достаточно большое число. 
Нам понадобятся более точные асимптотические формулы для функций </?(ж,/л) и ф(х,ц). 

Преобразуя правую часть уравнения (2), будем иметь 

<р(х,ц)=е*х + — [ ( е г ^ х - ^ - е-г^х-1))Ч{1) ег^ + - / sin/i(t - s)q(s)<p{s, /х) ds 
2г/х J ' I V J 

о о 

dt 

X X 

( 1 Г 1 
0гцх 

1 + ^f q { t ) d t ~ ^ 4 i \ e 2 M t ~ X ) q W d t " 4~2 / ( е ф ( ж ~ ° - е - ^ - * ) ) 9 ( < ) dtx e ' 
t 2?:/i 

о о о 
1646 
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s 

(5) 

Обозначив сумму трех первых слагаемых в фигурных скобках в правой части (5) через F\ (х, ц) 
и разбив интеграл по s на сумму трех слагаемых, получим, что 

X t 

х,ц) = e ^ | F i ( x , / i ) - ^е~'^ JieW*-*) -e-M^qWdt^e'1* Jq(s)ds-

- J е-^-^д(3) ds + Yj(ег^ - е ^ ^ Ш ds j s i n M ( S - y)q(y)<p(y, м) } . (6) 
0 0 0 

Обозначим последнее слагаемое в квадратных скобках в правой части (6) через Из 
неравенств (3), (4) следует, что = 0 ( / i _ 1 ) , 50i(£,//)/d/i = 0(ц~1). 

Записывая члены в фигурных скобках в правой части (6) по убывающим степеням /i, 
находим, что 

X I X t 

< ^ , М ) = е ^ { ^ ( а ^ ) - ^ / Ф ) & j Q ( s ) d s + ± J e2i^q{t) dt f q(s) ds + 

+ 
X 

_}_р-щх f 
V J 

,in(x-t) _ e-ifj.(x-t) 
t 

)q(t)dt J e-W-^q^ds-

X 
,il*(x-t) _ -in(x~t) )q(t)e1(t,fi)dt (7) 

Обозначим последнее слагаемое в фигурных скобках в правой части (7) через #2(^5/л). Легко 
видеть, что 02(ж?АО — 0(jjl~3), д62(х, ц) / дц — 0(/i~~ 3). Упрощая выражение в фигурных 
скобках в правой части (7), получаем, что 

х t 

о о 
+ ,—2щх 

x 1 

j e2lfltq{t)dt j q(s)ds + 

+ 
X t X t 

j e~2lfltq(t)dt j e2ifisq{s) ds - e"2*"* j q(t) dt j e2i^q{s)ds^ + 0 2 ( z , i « ) } . 
(8) 

Обозначим выражение в квадратных скобках в правой части (8) через #з(х,/х). Из неравен­
ства (3) и леммы Римана вытекает, что 0$(x,ii) = o ( / i - 2 ) , д6%(х,р)/дц = о ( / / ~ 2 ) . 

Исходя из (2') и (4') , совершенно аналогично получаем, что 

X t X t 

0 0 0 0 

+ 0 2 ( ^ ) , (8') 
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где 
X X 

О о 

Обозначим выражение в квадратных скобках в правой части (8') через вз(х,ц). Из неравен­
ства (3) и леммы Римана вытекает, что OZ(X,JI) — о ( / / ~ 2 ) , dQ%{X^\I)jdp = о ( /х~ 2 ) . 

Аналогично установим асимптотические формулы для функций (р'х(х,ц) и фх(х,ц). Диф­
ференцируя равенство ( 2 ) , находим, что 

* ( , , й - ^ + / « « * . - « Ж * М . , , . ) * . 
о 

Преобразуя второе слагаемое в правой части (9) согласно (8), будем иметь 

X 

(9) 

О 

о 
где 

= W « + 11 ( e ^ + e ^ - x ) ) g ( t ) [ F i ( t , M ) + e 4 ( t ^ ) ] * , (10) 

* s 

^ 4 ( * , / i ) = - ^ 2 / / Q(y)dy + e2(t,n) + es{t,p). 
о 0 

Очевидно, что в^/л) = 0 ( / i ~ 2 ) , 504 (£, р)/дц = 0(р 2). 
Записывая члены в правой части (10) по убывающим степеням /i , получаем, что 

X X X t 

V'X{X^)=E^{W+\ j q(t)dt+\ J e2I^-XK(t)dt+±- J q(t) dt J q(s)ds + 

0 0 0 0 

x t x t 

+ [-^ j e~2i^q(t)dt j e2i^sq{s)ds+^e-2^x j e2i^q{t)dt j q{s) ds -
0 0 0 0 

_1_ e~1i\ix 
4i/i 

X t X 

I q(t)dt J e2i»sq(s)dsj + ± J(1 + e2i^-^)q(t)e4(t,dt}. (11) 

Обозначим выражение в квадратных скобках в (11) через 6ъ(х, ц). Из неравенства (3) и леммы 
Римана вытекает, что в^(х1^) = о ( / / - 1 ) , дв^(х^)/др = о ( ^ - 1 ) . 

Совершенно аналогично получаем, что 

£С X ОС tj 

ф'х(х,р) = е-*»х{-1Ц+± J q(t)dt+~ J e2^^q(t)dt-~ J q(t) dt J q(s) ds + 

0 0 0 0 

x t x t 
+ e2i>lt^dt J e-2l^q(s)ds- ~^e2i^x J e~2ititq{t) dt J q{s)ds + 

0 0 0 
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+ \^)dtJe~2^sq(s)ds + \ j { e 2 i ^ + l)q{t)^ (11') 
0 0 о 

где 04(t,/i) = 0 ( / / ~ 2 ) , dO^t,ц)/дц = 0([л~2). Обозначим выражение в квадратных скобках 
в (11/) через #5(3;,/i). Из неравенства (3) и леммы Римана вытекает, что в^(х^/л) = о ( / / - 1 ) , 
дё5{х^)/Эр = о{ц-1). 

Для упрощения полученных выше асимптотических формул докажем равенство 

X I X 

j q(t)dt j q{s)ds=l-(^j q{t)dt 
( 1 2 ) 

Если функция q(t) непрерывна на отрезке [0,1], то равенство (12) устанавливается интегриро­
ванием по частям. Для доказательства в общем случае приблизим функцию q(t) непрерывной 
функцией f(t) так, что q(t) — f(t) — г(£), где \r(t) \ dt < e, e > 0 - произвольное наперед 
заданное число. Обозначим qo = fQ \q(t)\dt. Тогда будем иметь 

j q{t)dt j q{s)ds-l-(^j q(t)dt^j 
0 0 0 

I (f(t) + r(t)) dt I (f(s) + r(s)) ds-\y (/(«) + r(t)) dt 
0 0 0 

j f{t) dt j f(s)ds + j r(t) dt j f{s)ds + j f(t) dt j r{s)ds + 
о 0 

X X 

+ I r(t) dt J r(s) ds-\[f f(t) d?j - I f(t) dt I r(t) d t - ^ J r(t) dt <e[3qo + 
3e 

0 0 0 0 0 0 

Отсюда следует, что равенство (12) справедливо для любой функции q(t) из класса L i (0 ,1 ) . 
Из равенств (8), (8 ') , (11), (11')? оценок для функций 0^ #i (i — 15 5) и (12) получаем 
следующие асимптотические формулы: 

ОО ОО *̂  2 

V ( x , M ) = e ^ | l + ^ J q(t)dt-~ J e2i^-x\{t)dt-^^f q(t)dt^ +96(х,ц)}, ( 1 3 ) 

0 0 о 
ОО ОО OO ^ 

^ ^ E - ^ j l - J - I q(t)dt+~j E ^ M ^ ) ^ _ _ L _ ^ | q { t ) d t ^ + e 6 ( X , / i ) } , ( 1 3 ' ) 

0 0 0 

где 0 6 (s , /x) = o ( / i " 2 ) , de^(x,fj)/dfjL = o ( / i - 2 ) , 96{x^i) = o ( ^ ~ 2 ) , две{х,ц)/дц = о ( д - 2 ) , 

<р'х(х,») = е*>"^ + ± J q{t)dt + \ J e2irt-*)q(t)dt+±(j (14) 
0 0 0 

00 00 ^ 2 

1>х(Х,»)=е-^{-11л + ± j q(t)dt + ~ J e

2i^q(t)dt~~-^j q(t) d?j + 0 7 ( А ; , д ) } ; ( 1 4 ' ) 

0 0 0 

здесь в7(х,1л) = o ( ^ - 1 ) , дв7(х,ц)/дц - o ( ^ - 1 ) , 07{х,ц) = o{pL~l), дв7(х,ц)/д[л = о(ц~1). 
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Рассмотрим двухточечную краевую задачу для оператора (1), где краевые условия задают­
ся линейно независимыми формами с произвольными комплекснозначными коэффициентами 

Bi(u) = oiu'(O) + 6iu'(l) + a 0u(0) + Ь0и{1) = 0, 
(15) 

B2(u) = ci«'(0) + dm'(I) + cQu(0) + cfou(l) = 0. 

Условия (15) удобно записывать в виде матрицы 

с\ di с0 d0J - v J 

и обозначать через A(ij) матрицу, составленную из г-го и j - r o столбцов матрицы А 
(1 < i < j < 4), Aij — det A(ij). Обозначим также 

B[(u) = -aiu'{0) + biu'(l) - a0u(0) + b0u(l), B%(u) = - c i u ' ( 0 ) + d iu ' ( l ) - c0u{0) + d0u{0). 

Дополнительно предположим, что 

l 

j q(x)dx = 0. (17) 

о 

Тогда из формул (13), (13'), (14), (14') и (17) вытекает, что 

у>(0,/х) = 1, ¥ > ( l , / i ) = e * ( l + P ) , ^ ( 0 , | i ) = i , x , 1Р'х(1,1м) = е*(щ + Р'), (18) 

где 
1 1 

Р = " 2 ^ 6 _ 2 Ф / е 2 ^ ( * ) Л + «б(1 ,м) , Р ' = ^ Г 2 ^ | e2i^q(t)dt + e7(l^), (19) 
о о 

^ ( 0 , м ) = 1, ^ ( l , , x ) = e - ^ ( l + Q ) , V 4 0 M = - ^ , < ( l , / i ) - e - ^ ( - i / i + Q') ; (18') 

здесь 
1 1 

0 = 2 ^ ^ / е " 2 г ^ ) ^ + ^ ( 1 , м ) , О' - ^ J e-2i*q(t)dt + 07(l,n). (19') 

о о 

Обозначим через Д(/х) характеристический определитель задачи 

• 1,г* + / А * = 0, B i ( t x ) = 0 , J 3 2 ( t x ) = 0 , (20) 

а через До(АО характеристический определитель задачи 

и" + /i2ti - 0, Bi(u) = 0, В 2 ( и ) = 0. 

Исходя из равенств (18) - (19'), при помощи несколько громоздких, но элементарных вычисле­
ний находим, что 

Д М = Вх{ф)В2{ф) - Вг{ф)В2{ч>) = 

= [aiifi + Ьхе1»{щ + Р') + а0 + b0eifl{l + P)][a(-ifi) + 6хе-*{-щ + Q') + с0 + doe~itl{l + Q)] -

- [ a 1 ( - M + b i e - ^ ( - M ( - V + Q O + ao + b 0 e - i M ( l + Q) ] [ c i i M + c i i e v ( v + P')H-co + rfoei/i(l + P) ] = 

= Д 0(м) + щАп(ещР' + e-^Q') + щАи(ег^Р + e^Q) + А23(е^Р' - e'^Q') + 
+ А24[Р' ~Q' + Щ{Р + Q)] + Q 0 ( / i ) , 
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где 

а о М = hdxP'Q1 + hdoP'Q + M i P Q ' + b0d0PQ - ( M i Q ' P ' + b i d 0 Q ' P + M i Q P ' + b0d0QP) = 

= hdoiP'Q - PQ') + bodx{PQ' - P'Q) = A24(PfQ - PQ'). 

Из выражений (19), (19') вытекает, что a 0 ( / i ) = o ( / i _ 1 ) , af

0(fi) = о(ц~1). В дальнейшем будем 
считать, что А\2 = 0. Из равенств (19), (19') получаем, что 

1 

щ А ^ Р + e^Q) - \Аы{е^ j 
о 

-2ifit 
1 

е - ^ g ( t ) dt - е " ^ J e2ifAtq(t) dt ) + a i ( / i ) , 
о 

l l 

d t - e 1 " / e~2illtq(t)dt ) + a 2 ( /x) , А 2 3 ( е ^ Р , - е - ^ д , ) = ^ 2 з ( е - ^ ^ e 2 i " ' g ( i ) dt - ^ e" 

o о 

A 2 4 ( P ' - Qf + i / i(P + Q)) - а з Ы , 

где ay(/i) = o ( / i _ 1 ) , a'-(/z) = o ( / i _ 1 ) , j = 1,2,3. Отсюда следует равенство 

A( / i ) = A 0 ( / i ) + - ( A i 4 - i 4 2 3 ) + W , (21) 

где в(ц) = o(»-1), в'{ц) = oifi-1). 
Пусть краевые условия (15) являются регулярными, но не усиленно регулярными 

[5, с. 71-73]. Согласно [5, с. 73], это эквивалентно выполнению условий 

А12 = 0, A u + A 2 3 ^ 0 , А и + А23 = т ( Л 1 3 + А24). (22) 

Без ограничения общности будем считать условия (15) нормированными [5, с. 66]. В силу 
равенства А\2 = 0 это означает, что 

ci = di = 0. (23) 

Пусть {ип(х)} - система собственных и присоединенных функций задачи (20), Л п = / i 2 -
соответствующие собственные значения ( R e / i n > 0). Согласно [5, с. 74], множество чисел 
за исключением, может быть, конечного числа, состоит из двух серий 

(24) 

где К | < c i n - 1 / 2 , \6„\ < c i n " 1 / 2 , ci > 0, п = п 0 , п 0 + 1 , . . . , если в (22) А и + А23 = 
= — (Ахз + А 2 4 ) (случай 1), и, за исключением, может быть, конечного числа, состоит из двух 
серий 

рп = (2п-1)к + 6'п, ££ = ( 2 п - 1 ) 7 г + ^ , (24') 

г де К | < с 2 п - 1 / 2 , < с 2 п - 1 / 2 , с 2 > 0, n = п 0 , п 0 + 1 , . . . , если в (22) Аы + А2Ъ = 
= T 4 I 3 + А2\ (случай 2). Известно также [5, с. 91, 98], что система {ип(х)} полна в L 2 ( 0 , 1 ) и 
существует биортогонально сопряженная к ней система функций {vn(x)}. Если fin - простой 
нуль функции A ( / i ) , то, согласно [5, с. 48], 

Un{x)vn(£) = - 2 / / п Я ( ж , £ , / 2 п ) / Д ' ( / / п ) , (25) 

где 

Вх(ф) Вг(ф) В^д) 
В2{ч>) В2{ф) В2{д) 

(26) 
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<р(х) ф(х) 
fit) Ф(0 <р(0 № (27) 

~2W(t) 

причем знак " + " берется при х > £, а " — " при х < £. Раскрывая определители (26) и (27), 
находим, что 

Н(х,£,»п) = Ф ( а ; , ^ п ) / ( 2 Щ О ) , (28) 

где 

-ф{х)Шф)№Шч>) - Ф)ВШ - Вг{<р)№)В{(Ф) - Ш - (29) 
Теорема 1. Если Аи = ^23> А34 Ф 0, то система {ип(х)} образует базис Рисса 

в L 2 ( 0 , 1 ) . 
Доказательство. Из работы [6] следует, что 

А 0 (м) = Ti(Al3 + А2*)1ле-*(е* ? 1) ( е * т 1) ± - А34 

i(A13 + A2i)n 
(е*" ± 1) 

где всюду выбирается верхний знак в случае 1 и нижний знак в случае 2. Отсюда и из ра­
венств (21) вытекает, что уравнение Д(/х) = 0 принимает вид 

Ti(A13 + АмЫ1 =F е-{П (е*" =F 1) ± - , 
А 3 4 

*(Лхз + А 2 4 ) м 

Последнее уравнение в случае 1 преобразуется к виду 

(с*" ± 1) + в(ц) = 0. 

«;!(/*) = ( 1 - е " * ) 

а в случае 2 - к виду 

« ъ М = (1 + е" ф ) 

(е*" - 1) + — (ег" + 1) 
г/i 

(е" 4 + 1) - т Ч е * - 1) 
IjJi 

+ = 0, 

+ Д2Ы = 0 , 

(30) 

(30') 

где 6 = ^ 3 4 / ( ^ 1 3 + ^ 2 4 ) , Л^ / i ) = o ( / i " 2 ) , ^ ( / / ) = o ( / i " 2 ) , j = 1,2. 
Рассмотрим случай 1. Подставляя в уравнение (30) ц = 27гп + из (24) находим, что 

функция Fn(z) = g{z)fn{z) + jRi(27rn + z), где 

= 1 - е" l + b(e i z + l ) / ( t (27rn + ^)), 

в круге |z | < с\п~1/2 имеет два корня 6'п и 5!^. Очевидно, что функция g(z) в том же круге 
имеет единственный корень z — 0, а в работе [6] установлено, что функция fn(z) в том 
же круге имеет единственный корень причем = 0 ( n _ 1 ) . Из последнего равенства и 
формулы Маклорена для функции elz вытекает, что z^ = Ь/(тт) + 0(п~2). 

Обозначим через и Г{( окружности радиуса г п = |Ь|/(47гп) с центрами в точках 0 
и Ь/(тгп) соответственно. Из формулы Маклорена следует, что для всех достаточно боль­
ших п при z Е U выполняется неравенство \g(z)fn(z)\ > с^п"2 (сз > 0), Отсю­
да следует, что для всех достаточно больших п при z Е U имеет место неравенство 
\g(z)fn(z)\ > \Fn(z) — g(z)fn(z)\. По теореме Руше из последнего неравенства вытекает, что 
функции g{z)fn(z) и Fn(z) имеют равное число корней внутри окружностей и стало 
быть, уравнение Fn(z) = 0 внутри каждой из окружностей и имеет ровно один корень 
при всех достаточно больших п, следовательно, 

№ < гп, К - Ь/(пп)\ < r n , \ц'п - ^ | > 2г п . (31) 
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В случае 2, аналогичным методом исследуя уравнение (30'), получаем неравенства 

K I < г„, К + Ъ/{*П)\ < RN, \FI'N - ft\ > 2rn (31') 

при всех достаточно больших п. Из неравенств (31), (31 ; ) , в частности, следует, что собствен­
ные значения Л п асимптотически простые. 

Докажем, что при всех достаточно больших п выполняются неравенства 

С 4 < | Д ' Ы | < с 5 , (32) 

где С4 > 0, Сб > 0, a FIN - произвольный корень уравнения Д(/х) — 0. В случае 1 имеем 
= PI/IWIBJ,), где PI = - i ( i4 i3 + А 2 А ) , откуда следует, что 

Д ' Ы = pifAnwlhin). (33) 

Оценим функцию W[(IJL). Если ц — 2im + z, то wi(^) = Fn(z). Из неравенств (31) и формулы 
Маклорена вытекает, что при z = 5'п выполняются неравенства CQ < \gf{z)\ < С7, с%/п < 
< \ FN(z)\ < с9/п, \g(z)\ < с ю / п , \fn(z)\ < с ц / n , а при z = 6„ - неравенства c i 2 < | /n (*) | < c i 3 , 
W n < IffWI < c i 5 / n , < c ie /n , < c i 7 / n (с^ > 0, J = 6,17). Отсюда следует, 
что cis/n < \g(z){FN{z)Y\ < c ig/n, если z — S'n или z = Из последнего неравенства и (30) 
вытекает, что при тех же значениях z имеют место неравенства с2о/п < \Fn(z)\ < c2i/n 
(CJ > 0, J — 18,21). Отсюда и из (33) следует оценка (32). Аналогично рассматривается 
случай 2. 

Оценим произведение un(x)vn(£). Пусть функции Я 0 ( ж , £ , / i ) , #о(#,£)> ^о(£)> ф о(я,£,АО 
определяются равенствами (26)-(29), где всюду вместо функций ip(x,FJ.) и ф(х,ц) подставле­
ны функции е щ х и е~щх. 

Докажем, что в случае 1 имеет место оценка 

H{x^iAn) - НоЫ^ЦП) = 0 ( п - х ) . (34) 

Так как \in — 2тгп + 0 ( п - 1 ) , то с учетом (23) получаем, что 

Ф , » П ) = Е2™Х + 0(П-1), 

ВМХ,^)) = В^е2**»*) + 0(1) , В2{ФФП)) = В2(Е2™Х) + O f r " 1 ) , 

В Ц Ф ^ п ) ) = В\{Е2™Х) + 0(1) , В*2(<Р(Х,»П)) = В*2(Е2™Х) + 0(П~1). 

Аналогичные оценки имеют место для функций ф(х,/лп) и е ~ 2 ш п х . Отсюда и из (29) следует, 
что Ф ( # , £ , / 2 П ) = Фо(#,£,27гп) + 0 ( 1 ) . Используя (23), так же получаем, что Фо(ж,£,27гп) = 
= 0 ( п ) . Легко проверяется, что Wo(£,27rn) = 47гт, W ( £ , / i n ) = Wo(^,27rn) + O ( l ) . Из послед­
них четырех равенств и формулы (28) вытекает справедливость оценки (34). 

Равенство (25) с учетом оценки (34) примет вид 

Un(x)vn(Z) = (-4тгпЯо(я,£,27гп) + 0 ( 1 ) ) / Д ' ( М п ) . 

Выражение для Но(х,£,2тгп) вычислено в [7, с. 329]: 

—2тпНо(х, £, 2-кп) = A^(cos 2тгп(х — £) — cos 2тгп(х + £)) 

Из двух последних равенств и оценки (32) вытекает, что 

ЫХ)УП(0\<С (35) 

для любого номера п. В случае 2 справедливость оценки (35) устанавливается аналогичными 
рассуждениями. Из (35) следует [8], что система функций {ип(х)} образует базис Рисса в 
пространстве L2(0,1). Теорема доказана. 
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В работе [6] показано, что любые краевые условия (15), удовлетворяющие требованиям 
теоремы 1, эквивалентны краевым условиям, задаваемым матрицей А (16) с элементами а\ = 
= со = —Ь\ — —do = 1, ао = с\ = d\ — 0 или с элементами а\ — Ь\ — со = do — 1 и 
а0 = с\ = di = 0, причем в обоих случаях bo ф 0. 

Теорема 2. Если 
А и 7̂  ^ 2 3 , (36) 

шо ; для того чтобы система корневых функций {ип(х)} задачи (20) являлась базисом Рисса 
в L2(0,1), необходимо и достаточно, чтобы все собственные значения А^, за исключением, 
может быть, конечного числа, были кратные (иначе говоря, асимптотически кратные). 

Доказательство. Достаточность доказывается элементарно. Известно [9], что двумер­
ные подпространства, отвечающие попарно близким собственным значениям, образуют в 
1/2(0,1) базис, эквивалентный ортогональному. Выбирая в каждом из данных подпространств, 
отвечающих кратным собственным значениям, ортонормированный базис, находим [10, с. 414], 
что последовательность корневых функций задачи (20), полученная объединением всех орто-
нормированных базисов указанных подпространств, является базисом Рисса в 1/2(0, ! ) • 

Необходимость. Заметим, что если спектр не является асимптотически кратным, то, пе­
реходя, возможно, к подпоследовательности, получаем, что, начиная с некоторого номера ni , 
имеем \s!n ф Пусть йп(х) - собственная функция, отвечающая собственному значению Л^, 
a vn(x) - функция из биортогонально сопряженной системы, стоящая в паре с йп(х). Оценим 
снизу произведение un(x)vn(£). 

Рассмотрим определитель До(А0- И з работы [6] с учетом условий (22) следует, что 

Д О (А0 = -2г(Аи + Л 2 з )^ (1 Т cos/ / ) + 2гЛ 3 4 sin//, 

где в случае 1 выбирается верхний знак, а в случае 2 - нижний знак. Дифференцируя последнее 
равенство, получаем, что 

A'Q(fj) = —2i(Au + <А2з)(1 Т cos/i ± / / s i n / i ) 2iAs^cos 

Отсюда и из асимптотических формул (24), (24') вытекает неравенство |До( / /^ ) | < ci^/n, из 
которого и равенства (21) находим, что 

|Д'(А4)1 < < W n . (37) 

Пусть функции #()(#>£»А0? 0о(я»О» Wo(0> Фо(#,£,/0 определяются равенствами (26)-(29), 
где всюду вместо функций ^ ( x , / i ) и ф(х,ц) подставлены функции е щ х и е~щх. 

Рассмотрим случай 1. Так как \хп то, рассуждая так же, как и при 
выводе оценки (34), получаем, что 

Я(х ,е ,Ю-Яо(х ,е ,2тгп) = 0 ( п - 1 / 2 ) . (38) 

Равенство (25) с учетом оценки (38) примет вид 

йп(х)Щ) = (-4тгпЯ 0 (а:,{,27гп) + 0(пг'2))/А'Ш. 

В работе [7, с. 329] вычислено выражение для Но{х,£,2тт) 

-2тпНо{х, £, 2пп) = ^ ( c o s 2тт(х - £) - cos 2тт(х + £)) + 

+ 2тгп[(Аи + А2з + 2А24) sin27rn(n; - £) - {Аи - A2S) sin27rn(:r + £)] 

при х < £ и аналогичное с заменой А24 на А\$ при х > £. Из трех последних равенств, 
оценки (37) и условия (36) вытекает, что 

||й п | |ь 2(0Д)1Ы |1, 2(0,1) > Су/п, С > 0, 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 42 № 12 2006 



О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ 1655 

и, стало быть, система корневых функций {ип(х)} задачи (20) не является базисом в ^ ( 0 , 1 ) . 
Аналогично рассматривается случай 2. Теорема доказана. 

Таким образом, установлено, что при выполнении условий (22) и (36) вопрос о базисно-
сти системы собственных и присоединенных функций сводится к вопросу об асимптотической 
кратности спектра. Наличие данного свойства существенно зависит от конкретного вида кра­
евых условий и функции q(x). В наиболее простом случае q(x) = 0 указанная проблема пол­
ностью решена в [6]. Сформулируем некоторые результаты работы [6]. Для удобства введем 
следующее 

О п р е д е л е н и е . Задачу (20), где краевые условия удовлетворяют условиям (22) и (36), а 
также условию А 3 4 = 0, будем называть задачей типа (*). 

Спектр задачи типа (*) асимптотически кратный, а любые краевые условия (15), удо­
влетворяющие перечисленным в определении требованиям, эквивалентны краевым условиям, 
задаваемым матрицей А (16) с элементами а\ = CQ = 1, ао = Ьо — с\ — d\ — 0, в которой 
либо 61 = Ф 1> 4 / либо do = =Fl, Ь\ ф 1, Ь\ ф —1, или матрицей А (16), 
в которой или а\ — do — 1, bi = =pl, остальные элементы равны нулю, или Ь\ — со = 1, 
do = & остальные элементы нулевые, причем везде выбирается верхний знак в случае 1 и 
нижний знак в случае 2. 

Если выполняются условия (22) и (36), но Л34 ф 0, то спектр задачи (20) асимптоти­
чески простой, а любые краевые условия (15), удовлетворяющие указанным требованиям, 
эквивалентны краевым условиям, задаваемым матрицей А (16), в которой а\ = со = 1, 
ао = ci = d\ = 0 и либо b\ = do ^ 1, do 7^ —1, bo 7^ 0, либо do = =F 1, bi 7^ 1, 
bi Ф - 1 , bo 7^ 0, или матрицей A (16), в которой a\ — do = 1, bi = =pl, ao 7^ 0, а остальные 
элементы нулевые, или матрица А (16) имеет элементы Ь\ = со = 1, do = =Fl, bo 7^ 0 и 
нулевые остальные элементы, причем всюду выбирается верхний знак в случае 1 и нижний 
знак в случае 2. 

Если выполнены условия (22) и (36), то, по нашему мнению, весьма интересной являет­
ся задача о нахождении потенциалов q(x) ф 0, обеспечивающих асимптотически кратный 
спектр. В этой связи отметим следующие результаты. 

В работах [11, 12] установлено, что при условии 

q(x)=q(l-x), а; € [0 ,1] , (39) 

спектр каждой из задач 

Lu + \u = 0, и'(0) = tx(0) = btx(l), 

Lu + Xu = 0, t/(0) = bu ' ( l ) , u(0) = u ( l ) , 

где b 7^ — 1, совпадает со спектром периодической задачи 

+ Xu = 0, u'(0) = u(0) = u ( l ) , (40) 

а спектр каждой из задач 

Lu + Au = 0, V ( 0 ) + t i , ( l ) = 0 , tx(0) + Ьи{1) = 0, 

Lu + Xu = 0, u'(0) + bu'( l) = 0, u(0) + u(l) = 0, 

где b ф — 1, совпадает со спектром антипериодической задачи 

Lu + Xu = 0, u'(0) + и'{1) = 0, u(0) + u ( l ) - 0. (41) 

Отсюда следует, что при соблюдении условия (39) спектр задачи типа (*) совпадает со спек­
тром задачи (40) или задачи (41). 

Пусть вещественнозначная функция q{x) Е L2(0,1). Обозначим через Ао, А~, А+, где 
п = 2&, к = 1 ,2 , . . . , собственные значения задачи (40), а через А~, А+, где п = 2к — 1, 
к = 1 ,2, . . . , собственные значения задачи (41), в обоих случаях занумерованные в порядке 
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неубывания. Пусть jn = А+ — А^ 
дач (40), (41) с потенциалом 

(п — 1,2, . . . ) - длина спектральной лакуны. Для за-

q[x) = — 7Г 2(4at cos 2тгх + 2а2 cos Аттх), (42) 

где a, t - вещественные числа, « ^ 0 , t ф 0, оценки чисел 7 П даны в работе [13], в которой, 
в частности, установлено, что для четного п 

In 
8тг2ап 

2 " [ ( п - 2 ) ! ! ] 2 

008 (|* 
а для нечетного п 

In = 
8тг 2 а п 2 

2 " [ ( n - 2 ) ! ! ] 2 
sin( 

1 + 0 

1 + 0 

( Inn) 3 

n 

(Inn) 3 \ 1 

n 

Так как для потенциала (42) выполняется условие (39), то для любой задачи типа (*) пара­
метр t может быть выбран так, что ее спектр будет асимптотически кратным или асимпто­
тически простым. 

Если краевые условия удовлетворяют условиям (22) и (36), то в работе [4] доказано, что при 
дополнительных условиях q(x) Е W ^ O , 1], 2АЗА ф {А\3 + А24)(Аи — А2з)(?(1) — ?(0)) спектр 
задачи (20) асимптотически простой и система корневых функций не является базисом. Для 
задачи типа (*) последнее условие эквивалентно условию q(l) ф q(0). Легко видеть, что 
для потенциала, определенного формулой (42), q(l) — q(0) при любых а и t и, стало быть, 
теорема 2 настоящей работы расширяет по сравнению с [4] класс краевых задач, для которых 
установлено отсутствие свойства базисности. 

Известно [14], что спектры периодической и антипериодической задач на отрезке [0,1] для 
оператора Матье lu = и" — 27r2acos27nr, где а - вещественное число (a ^ 0), асимптотиче­
ски простые. Из наших рассуждений вытекает, что система собственных и присоединенных 
функций оператора Матье с краевыми условиями типа (*) не обладает свойством базисности. 
Легко видеть, что указанный пример также не охватывается работой [4]. 
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