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РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
НЕРАЗРЫВНОСТИ НЕСЖИМАЕМОЙ СРЕДЫ 

(Представлено академиком СЛ. Соболевым 13IV1979) 

В настоящей работе для ограниченных и неограниченных областей 12 С п> 
> 2, с компактными границами 3 £2 построено в явном виде семейство вектор­
ных полей v = v ( х ) , v = , . . . , которые , являются решениями крае­
вой задачи 

(1) div v = / ( х ) , х = ( * ! , . . . , хп) Е 12; 

(2) v | э а = а 

из пространства Соболева с полунормой L p ( 1 2 ) , 1 < р < ° ° , при произволь­
ных заданных / ( х ) из Lp(£l) и а = ( а и . . . , а п ) из пространства Соболева 
Wlp*~ * / р (312) , удовлетворяющих в случае, когда 12- ограниченная область, необ­
ходимому условию согласования 

(3) ff(x)dx = / (a, n)ds, 
а э п 

где п - вектор единичной нормали к 3£2, внешней по отношению к 12. 
При р-2 и и=2, 3 вопрос о разрешимости задачи (1 ) , (2 ) изучался в С 1 , 2 ) -
Для областей 12 с компактными границами из класса С 1 задача ( 1 ) , (2) с 

помощью теоремы продолжения ( 3 ) Wl

p~ 1 / р (312 ) -^ И^С 12) сводится к задаче 

о построении векторного поля v (х) Е #£(12) , удовлетворяющего уравнению (1) с 
произвольной заданной / ( x ) E Z , p ( 12), для которой в случае, когда 12 - ограничен­
ная область, выполняется необходимое условие согласования 

(4) ff(x)dx = 0. 
а 

Пространство Соболева Wp( 12) определяется здесь как пополнение С 9*(12) в норме 

Hvll * J < n ) = 2 \\Dav\\Lp(n). 

° J 
Через И^р(12) будем в дальнейшем обозначать пополнение в указанной норме 
пространства { v ( х ) : v (х)ЕС°°(12) П Z , p ( 1 2 ) , supp | v | С 12 } . 

Справедливы следующие две основные теоремы настояпдей работы. 
Т е о р е м а 1. Пусть ограниченная область 12 С R " представима в виде 

конечной суммы ограниченных областей, каждая из которых звездна относитель­
но некоторого содержащегося в ней шара, 1 < р < 0 0 , п > 2. 

Тогда найдется постоянная О 0, зависящая только от п, ри 12, такая, что 
для любой f (х)е Z , p (12 ) , удовлетворяющей условию ( 4 ) , существует векторное 
поле v ( x ) E ^ ( 1 2 ) , удовлетворяющее уравнению (1) и неравенству 
(5) Ilvll ^ ( п ) < C | | / | | L p ( n ) . 

Т е о р е м а 2. Пусть 12 С R" - неограниченная область с компактной гра­
ницей, для которой найдется такая ограниченная область 12' Э R " \ 12 с грани­
цей из С 1 ; что 12 П 12' удовлетворяет требованиям предыдущей теоремы, 1 < 
< р < 0 0 , п > 2. 
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Тогда найдется постоянная О О, зависящая только от п, р и 12, такая, 
что для любой f (x)GZ, p (12) существует векторное поле v (x)EWp(£l), удовлет­
воряющее уравнению (1 ) и неравенству ( 5 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2 основывается она геореме 1. При д о-
к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 1 векторное поле v (х) Е Щ ( 1 2 ) , удовлетворяю­
щее уравнению (1) и неравенству ( 5 ) , построено в явном виде. Так, в случае, 
когда 12 - ограниченная область, звездная относительно открытого шара К,К С 
С 12, это векторное поле имеет следующий вид: 

(6) У{Х) = ff(y) ) х~у- / q(y +iJLzlL)r-*dt)dy9 

П I \Х-УГ | x - y\ \x-y\ J 
о 

где q{x) - любая функция из C°°(Rn) такая, что supp q С К и 

/ q(x)dx = 1 . 
А: 

Точнее, имеет место 
Л е м м а 1. Пусть 12 C R W - ограниченная область, звездная относительно 

открытого шара К, К С 12, п > 2, 1 < р< °° . 
Тогда векторное поле (6 ) принадлежит W p ( 1 2 ) , удовлетворяет неравенст­

ву (5 ) с постоянной О 0, зависящей только от п, р и диаметров 12 и К. Ес­
ли при этом для f(x) выполнено условие ( 4 ) , то векторное поле (6 ) удовлет­
воряет также и уравнению ( 1 ) . 

При доказательстве леммы 1 используется теорема Зигмунда - Кальдерона 
( 4 ) о сингулярных интегралах с переменными ядрами. 

Из леммы 1 вытекает справедливость теоремы 1. Действительного пред­
положению теоремы 1, область 12 имееЪ вид 

12 = U $2/ , N> 1, 

где для каждого / = 1 , . . . , N ограниченная область 12 звездна относительно не­
которого шара Kf , Kf С 12,- . 

Заметим теперь, что любая функция / ( x ) E L p ( 12), удовлетворяющая усло­
вию ( 4 ) , может быть представлена в виде 

(7) f(x) = 2 / / ( * ) , * е п , 

i = 1 

где для каждого / = 1,. . . , N функция ft(x)E Z , p ( 12 ) , supp// С 12,- и 

/ // (x)dx = 0. 

Так, например, если N = 2, то в (7 ) достаточно положить 

( А * ) - ~ / / ( * ) < & , X G 1 2 , , 

f i ( x ) = 

о, х е п 2 \ П , ; 

/ ( * ) _ x W . ; / ( j c ) d X ) j c e n j X n i , 

О, * E l 2 l 5 

где х(х) - характеристическая функция области 12 !П12 2 , а д - мера этой области. 
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Пусть для / = 1 , . . . , N векторные поля v , ( x ) имеют вид (6) с f)(x) 
вместо Д х ) . Продолжив V / ( x ) , i = 1 , . . . , TV, нулем на всю область 12, поло­
жим, сохраняя для продолжения прежнее обозначение, 

N 
(8 ) v ( x ) = 2 V / ( x ) , * G l 2 . 

/ = i 

Из (7) и леммы 1 следует тогда, что векторное поле (8) принадлежит простран-
о f 

ству И^р(12), удовлетворяет уравнению (1 ) и неравенству ( 5 ) , в котором посто­
янная С зависит лишь от п, р и 12. 

Отметим, что при N= 1, т.е. в предположениях леммы 1, зависимость пос-. 
тоянной С от 12 выражается только лишь в зависимости С от отношения диамет­
ра 12 к диаметру К, так что в случае, когда 12 является шаром, постоянная С 
оказывается не зависящей от его диаметра. Отметим также, что для неограничен­
ных областей, удовлетворяющих требованиям теоремы 2, явный вид решения 
имеет уже несколько более сложную конструкцию, а чтобы получить в явном 
виде решение задачи (1) , ( 2 ) , достаточно воспользоваться явным видом продол­
жения а с 912 в S2. 

При более сильных ограничениях на гладкость границы 912 оказывается 
справедливой следующая 

Т е о р е м а 3. Пусть 12 С R" - ограниченная иди неограниченная область с 
компактной границей, удовлетворяющая равномерному условию конуса ( 3 ) , 1 < 
< р< °°, п > 2, / > 2 - произвольное целое число. 

Тогда найдется постоянная С0 > 0, зависящая только отп,р, I, 12, такая, 
что для любой f(x)EWp~1 (12), удовлетворяющей в случае, когда область 12 ог­
раничена, условию^ ( 4 ) , существует векторное поле v ( x ) G # p ( 1 2 ) , если 12 огра­
ничена, и v ( х ) G W p ( ! 2 ) , если 12 неограничена, удовлетворяющее уравнению (1) и 
неравенству 
(9 ) I M I * < , ( п ) < С 0 | | ( П ) . 

Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, что для / ( x ) G 
G j W - 1 ( 1 2 ) векторное поле (6) принадлежит Й^(12). 

З а м е ч а н и е 1. Если граница оьласти 12 из класса С 1 , то теорема 3 для 
ограниченных областей будет верна также и при вещественных / > 1. Справедли­
вость этого замечания вытекает из известных интерполяционных теорем и явно­
го вида векторного поля ( 6 ) . 

Очевидно, что для v (x)GH/£(12) и / ( x ) G L p ( 1 2 ) , связанных уравнением (1) , 
всякое векторное поле W ( X ) G # £ ( 1 2 ) вида w ( x ) = v ( х ) + и(х),где u(x)G 5р(12) = 
= i u ( x ) : w(x)GH /p(12), div u = 0 j , будет удовлетворять тому же уравнению div w= 
= / ( х ) . Обозначим для v ( х ) и / ( х ) , связанных уравнением ( 1 ) , 

cf = inf || v + u | U i ( r i ) . 
u e j { , ( n ) 

Тогда из равномернойовьшуклости пространству Соболева #£(12) при 1 < р < ° о 
( 3 ) и замкнутости в W£(!2) подпространства j£ (12) вытекает (см. ( 5 ) , стр. ПО) 
справедливость следующего замечания. 

З а м е ч а н и е 2. В предположениях теорем 1, 2 для любой / ( x ) G £ p ( 1 2 ) , 
удовлетворяющей в случае, когда 12 ограничена, условию ( 4 ) , существует ипри­
том единственное решение v (x)G#£(12) уравнения (1) такое, что | |v| | 0 .= <>. 

Сделанное замечание очевидным образом переносится на случай задачи (1 ) , 
( 2 ) , когда 912 из класса С 1 , и на случай / > 2, когда область 12 удовлетворя­
ет равномерному условию конуса ( 3 ) . 
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Из замечания 2 следует, в частности, что для областей 12, удовлетворяю-
с 

щих требованиям теорем 1, 2, линейный непрерывный оператор div: Wl (12)/ 
о * о с 

/Jp(12) L p ( 1 2 ) является гомеоморфизмом фактор-пространства Wp(Sl)l3p (12) 
на Z , p (12) , когда 12 неограничен^, и тот же линейный оператор является гомео­
морфизмом # £ ( ! 2 ) / j £ ( ! 2 ) на Z , p ( ! 2 ) = { f ( x ) : /(х)ЕЬр(П), ff(x)dx = 0 | ,ког­
да 12 ограничена. a 

З а м е ч а н и е 3. Требования к гладкости границы в теореме 1, вообще 
говоря, ослабить нельзя. Точнее, если ограниченная область 12 является не ме­
нее чем счетной суммой областей, каждая из которых звездна относительно не­
которого содержащегося в ней шара, то утверждение теоремы 1 может оказать­
ся уже неверным. Действительно, для всякой ограниченной области 12 из разре­
шимости в Wp(£l) уравнения (1) для любой / ( х ) Е 1 р ( 1 2 ) , удовлетворяющей ус­
ловию ( 4 ) , следует выполнение для той же области 12 неравенства типа Пуанка­
ре с р'=р1(р- 1) 
(10)\\g(x) fg(x)dx\\L *(С1) < C ' | | g r a d £ | | , * ( п ) 

т 12 п р 

для всех g(x)EWp» (12) с постоянной С ' > О, зависящей только от п, р, 12. Од­
нако известны примеры областей указанного типа (см. ( 6 ) , стр. 494), для кото­
рых (10) не может выполняться для всех g(x)EWp>(£l). 

З а м е ч а н и е 4. Если ограниченная область 12С R", удовлетворяет равно­
мерному условию конуса ( 3 ) , то для любой f(x)EC°°(12), удовлетворяющей ус­
ловию ( 4 ) , существует решение v (.х)ЕС°°(12) уравнения (1 ) такое, что при лю­
бых п> 2, / > 1, 1 < р < ° ° выполняется неравенство (9) с той же, что и в 
теореме 3, постоянной С 0 > 0, зависящей только от п, р, I и 12. 

Отметим также одно важное приложение теоремы 3, которое можно сфор­
мулировать как теорему о соленоидальном продолжении векторных полей из 
^ ( 1 2 ) с сохранением класса. А именно, имеет место 

Т е о р е м а 4. Пусть 12 - ограниченная область в R" причем сама 12г и 
область Rn \12 удовлетворяют равномерному условию конуса (3), и пусть 12' -
любая область, для которой П С 12', 1 < р< 00 , п > 2, / > 1 - целое число. 

Тогда для любого соленоидального векторного поля v (x)EWp (12) найдет­
ся соленоидальное векторное поле w(x)EH / p(12') такое, что w ( x ) = \(х) в 12 и 
выполняется неравенство 

1 1 * 1 1 ^ ( п ' ) < с > 1 М 1 * | , ( п ) 

с постоянной Сх > 0, зависящей только от п, р, I и 12, 12 . 
Теорема 4 доказывается с помощью теоремы 3. 
Автор выражает искреннюю признательность проф. В.Н. Масленниковой за 

внимание к работе и ценное обсуждение. 
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