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УДК 517.43 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ 

К. X. Б о й м а т о в 

В этой заметке при некоторых ограничениях устанавливается слабая эквивалент­
ность функций распределений собственных чисел и 5-чисел компактного оператора. 
Даны приложения к дифференциальным операторам, спектры которых могут не сгу­
щаться ни к какому лучу. 

1. Пусть сТдо обозначает класс вполне непрерывных операторов, заданных в се-
парабельном гильбертовом пространстве Н. Обозначим через Хп (А), % (А) {п = 
= 1, 2, 3...) соответственно собственные числа И5-числа оператора А е 0 ^ , зануме­
рованные в порядке невозрастания модулей. Напомним, что 5^ (А) ^ Хп (А*А), 

Число 9у для линейного оператора Г с областью определения Z)у будет обозначать 
раствор угла конуса Wrp = {Г/, /), / е D^,}. 

Для оператора А ^ (У^ введем в рассмотрение функции 

п{г,А)= 2 1' п(г,А)= 2 1-

Далее, для ;э > О положим Ор (Я) = {А ^ а^ (Я), ^ s ^ (А) < + оо}. 
л 
"2 
jt —1 

2. Т е о р е м а ! . Пусть диссипативный оператор А е ар, где Р ^ -^ ^А i и выпол­
няется условие ft (2г, А) = О (1) п (г. А). Тогда ft (г, А) ) ^ п (г, А). 

З а м е ч а н и е . Пример оператора дробного интегрирования (см. [1], стр. 306) 
показывает, что условие А^о , р^— 9^^, в теореме 1 нельзя заменить на более 

слабое предположение Sn (А) = О {п"^''^^), р ^ T^'A'-
3. Используя результаты § 2 статьи [2], доказательство теоремы сведем к случаю 

целого р. Без ограничения общности можно считать, что значения формы z = (А/, /) 
лежат в угле О <^ arg z < л/2/?. Так как Т = АР — диссипативный оператор, из тео­
ремы 2 статьи [2] вытекает, что А = Т^'^ в смысле [2]. Применяя еще раз результаты 
§ 2 статьи [2], доказательство сведем к случаю р = i так, что при этом оператор В = 
= Л~1 существует и Re (Я + tE)"^ > О, Im (В + tE)"^ % О для всех ^ > 0. Из по­
следних неравенств имеем 

I (5 + tEY^ li < 2 ^ (̂  + ХуЧп {Х,А), 

Отсюда и из равномерной ограниченности по if е i?^ оператора {В + tE) (у J B * 5 + lE)"'^ 
получаем оценку 

J (Я + tYHn (Я, Л) X ^ (Я + t)-4n (Я, А), 

так как в силу условия п (27*, Л) = О (1)/г (/•, А) из результатов статьи [3] вытекает, 
что п{г, А) = О (п (г, А)). Далее применяются тауберовы теоремы. 

4. Пусть Т, L — обратимые замкнутые операторы с дискретными спектрами; 
Т* = Г > 0. Положим N (А,, Т) = п {I, T ' l ) , N {X, L) = п (Я, L-i), к {X, Т) = 
= 7г(А,, Г ^). Предположим, что Z)y, = Dj^ и для всех и ^ Dj, выполняются нера­
венства 

Ci j Ггг К I Lii К C2I Ти I (1) 

с некоторыми константами с ,̂ С2>0. Так как функция к {X,L) совпадает с максималь­
ной размерностью линейных многообразий М таких, что \ Lu \ ^Х\и \ для всех и ^ М, 
из неравенств (1) вытекают неравенства 

N (с-1 X, Т)^к (X, L)^N {с^Х Т). 

Следовательно, если N (2Я, Т) = О (i)N (Я, Г), то N (X, Т) X к (Я, L). Если к тому 
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же резольвента оператора Т принадлежит классу Ор, где р < i l 0£^, и 6̂ ^ < л , из 
теоремы 1 получим, что N (Я, L)y^ N (Я, Т). 

о 
5. Пусть Q — ограниченная область в i?^. Обозначим через H^{Q), где т — целое 

число, замыкание С^ (Q) по норме \и\^= ^ I ^^^ \L2{Q)' ^^^ ^ "^ (̂ i» 2̂» • • •> «n). 
|aJ<Tn 

_ L J L \ . . . f _ L J ^ . Пусть L обозначает замыкание в ь« (У) оператора 
i аа?! / \ t dxj 

I a I, I Э Km 

где â jQ (•) e C°° (Q), для всех | a | , | P | < w. Предполагается что значения функ> 
ции z(x,s)= 2 ^аб(^)^"^^ (х ^ Q, S ^ Rn) образуют угол с раствором 

|а|=|Э|=гп 

0 < min (?1^ , я ] , причем z (х, s) ф О, если s Ф О, 
Т е о р е м а 2. При сформулированных выиле условиях оператор L имеет дист 

кретный спектр, и N (Л, L) X Х'^"^'^. 
6. Рассмотрим в 1/2 (Rt) оператор Штурма —Лиувилля L = — —--\-q(t)c гра^ 

-•• dt^ 
ничнымусловием г/ (0) = 0. Предполагается, что \1ш q (t)\^tg — Req (t)и \q (f)|^'^"~^^ 

Ар 
G Li (i?^), где p > 1/2. Пусть ф (2Я) = О (ф (?i.)), где ф (X) = mes {̂  || д (t) \ ^ X} 

Т е о р е м а 3. /7ргг сформулированных выше [условиях оператор L имеет дис-^ 
кретный спектр, и N (к, L) X |̂ >Цр(Я). 

В связи с теоремой 3 отметим статьи [4] — [6], в которых также исследуется 
асимптотика спектра оператора Штурма — Лиувилля с комплексным потенциалом. 

Автор благодарен А. Г. Костюченко и Г. В. Радзиевскому за постоянное внима­
ние к работе, а также рецензенту за полезные замечания. 
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