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�� Virtual�nye podgruppy simmetriqesko� gruppy

���� Haraktery simmetriqesko� gruppy

Cel�� 
togo punkta �vl�ets� izlo�enie osnovnyh svo�stv
predstavleni� simmetriqeskih grupp Sn
 svo�stv ih harakterov
i izlo�enie algoritma vyqisleni� tablicy harakterov simme�
triqesko� gruppy	 V osnovnom my budem sledovat� knige D�e�m�
sa ���	 Na prot��enii 
togo punkta my fiksiruem osnovnoe kol��
co K � C 
 hot� praktiqeski dl� vseh konstrukci� mo�no bylo
by ispol�zovat� K � Q ili da�e K �Z	

Opredelenie ������ Dl� l�bogo mno�estva X oboznaqim qerez
SX gruppu� sosto�wu� iz biekci� X na seb�� ostavl��wih poqti
vse �t�e� vse� krome koneqnogo qisla	 
lementy mno�estva X ne�
podvi�nymi� Budem nazyvat� SX gruppo� podstanovok ili sim�
metriqesko� gruppo� mno�estva X� Dl� l�bogo Y � X my bu�
dem oto�destvl�t� SY s podgruppo� v SX � Dl� l�bogo celogo
n � � oboznaqim qerez ��� n� mno�estvo celyh qisel ot 
 do n i
oboznaqim qerez Sn gruppu podstanovok S���n�� �lementy gruppy
podstanovok my budem nazyvat� podstanovkami�

Dl� l�byh m�n � � my budem oto�destvl�t� estestvennym
obrazom Sm �Sn s podgruppo� v Sm�n	

Opredelenie ������ My budem nazyvat� razbieniem l�bu� nevoz�
rasta�wu� posledovatel�nost� � � ��k�k�� celyh neotricatel��
nyh qisel� vse qleny kotoro�� naqina� s nekotorogo� ravny nul��
Esli summa j�j vseh �k ravna nekotoromu celomu qislu n� my budem
govorit�� qto � �vl�ets� razbieniem �na slagaemye	 qisla n� Esli
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k � naibol�xi� indeks� dl� kotorogo �k � �� my budem zapisyvat�
razbienie � tak�e v vide ���� ��� � � � � �k� ili v vide ������� � ���k�
tot fakt� qto � �vl�ets� razbieniem qisla n� my budem zapisy�
vat� tak�e v vide n � ������� � ���k� Mno�estvo vseh razbieni�
my oboznaqim qerez part� mno�estvo razbieni� celogo neotrica�
tel�nogo qisla n my oboznaqim qerez partn� a koliqestvo takih
razbieni� � qerez p�n��

Opredelenie ����	� Pust� X � mno�estvo� a�� a�� � � � � an � X �
n razliqnyh 
lementov mno�estva X �n � �	� Oboznaqim qerez
�a� a� � � � an� podstanovku � � X� opredelennu� sledu�wim obra�
zom� ��ai� � ai�� pri � � i � n� ��an� � a� i ��x� � x dl� ostal�nyh
x � X� My budem govorit�� qto � �vl�ets� ciklom dliny n�

Zameqanie ������ Kak izvestno� l�ba� podstanovka n�
lement�
nogo mno�estva X odnoznaqno s toqnost�� do por�dka rasklady�
vaets� v proizvedenie nepereseka�wihs� ciklov� priqem ka�dy�
iz 
lementov X vhodit rovno v odin iz 
tih ciklov �dopuska�ts�
cikly ediniqno� dliny	� Nabor dlin 
tih ciklov� upor�doqenny�
po nevozrastani� i dopolnenny� beskoneqnym koliqestvom nule��
obrazuet nekotoroe razbienie � qisla n� �to razbienie nazyvaet�
s� cikliqeskim tipom danno� podstanovki� Dl� l�bogo � � partn
oboznaqim qerez C� mno�estvo podstanovok iz Sn cikliqeskogo
tipa �� Neslo�no videt�� qto razbienie Sn �

�
��partn

C� pred�

stavl�et sobo� razlo�enie Sn na klassy sopr��ennyh 
lemen�
tov�

Opredelenie ����
� Nazovem diagrammo� �nga ili prosto dia�
grammo� koneqnoe podmno�estvo D � N� N� oblada�wee sledu��
wimi svo�stvami�

�	 �x � �� y� � D � �x� y� � D dl� l�byh x� y � N�
�	 �x� y � �� � D � �x� y� � D dl� l�byh x� y � N�

Pary �x� y� iz D my budem nazyvat� kletkami diagrammy D i bu�
dem govorit�� qto kletka �x� y� nahodits� v stroke y i v stolbce
x� mownost� mno�estva D my budem nazyvat� koliqestvom kle�
tok diagrammy D� Mno�estvo vseh diagramm �nga my oboznaqim
qerez diag� a mno�estvo diagramm� sosto�wih iz n kletok � diagn�
Dl� l�bo� diagrammy �nga D opredelim dvo�stvennu� diagram�
mu D� sledu�wim obrazom� �x� y� � D� � �y� x� � D�
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Opredelenie ������ Dl� l�bogo razbieni� � � ��i�i�� opredelim
diagrammu �nga D��� sledu�wim obrazom� D��� � f�x� y� � N�N 	
x � �yg� My budem govorit�� qto D��� �vl�ets� diagrammo�� opre�
delenno� razbieniem �� �sno� qto � 	
 D��� �vl�ets� biekcie� part
na diag i partn na diagn� obratna� k kotoro� zadaets� formulo�
�i 	� minfx � N 	 �x� i� �� Dg � �� My budem govorit�� qto razbienie
�� dvo�stvenno k �� esli diagramma D���� dvo�stvenna k D����

Zameqanie ������ Obyqno diagrammy �nga izobra�a�t v vide
diagramm iz kletok
 napravl�� pri 
tom os� absciss vpravo
 a
os� ordinat vniz	 Vot
 naprimer
 izobra�enie diagrammy
 so�
otvetstvu�we� razbieni� 
 � � � � � ��

Opredelenie ����
� Dl� l�bogo razbieni� � � ���� � � � � �k� qisla
n oboznaqim qerez S� gruppu S�� � � � � � S�k � oto�destvlennu�
obyqnym obrazom s podgruppo� v Sn�

Opredelenie ������ Pust� � � razbienie qisla n� X � n�
lement�
noe mno�estvo� Nazovem X�tablice� ��nga	 formy � l�bu� biek�
ci� t	D���
 X� Esli X � ��� n�� to budem nazyvat� t prosto ta�
blice� ��nga	 formy �� Opredelim de�stvie SX na mno�estve
X�tablic formy � obyqnym obrazom� ��t��x� y� � �

�
t�x� y�

�
dl� l��

byh � � SX � �x� y� � D���� My budem govorit�� qto podstanovka
� � SX sohran�et stroki tablicy t� esli pr� 
t

�� 
 � � pr� 
t
���

gde pr�	N� N 
 N � proekci� na vtoru� komponentu� podgruppu
Rt � SX � obrazovannu� takimi �� my budem nazyvat� stroqnym
stabilizatorom tablicy t� Analogiqno� my budem govorit�� qto
� � SX sohran�et stolbcy tablicy t� esli pr� 
t

�� 
 � � pr� 
t
���

sootvetstvu�wu� podgruppu v SX my oboznaqim qerez Ct i bu�
dem nazyvat� stolbcovym stabilizatorom tablicy t� My budem
govorit�� qto dve X�tablicy t i t� formy � stroqno 
kvivalent�
ny� esli t� � �t dl� nekotorogo � � Rt� Klass tablicy t otno�
sitel�no 
togo otnoxeni� 
kvivalentnosti my budem nazyvat�
X�tabloidom formy �� opredelennym t� i budem oboznaqat� ego ftg�
Esli X � ��� n�� my budem opuskat� upominanie ob X�

Zameqanie �������� �sno
 qto dve X�tablicy t i t� formy �
stroqno 
kvivalentny v tom i tol�ko tom sluqae
 esli pr� 
t

�� �
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pr� 
t
���


 tak qto stroqna� 
kvivalentnost� de�stvitel�no �vl��
ets� otnoxeniem 
kvivalentnosti
 priqem 
to otnoxenie 
kvi�
valentnosti soglasovano s de�stviem Sn	

Predlo�enie ������� Pust� n � �� i pust� Sn �
�
��partn

C� �

razlo�enie simmetriqesko� gruppy Sn na klassy sopr��ennyh

lementov �sm� �	�	�	� Oboznaqim qerez d� koliqestvo podstano�
vok cikliqeskogo tipa �� t�e� koliqestvo 
lementov vo mno�e�
stve C�� Znaqenie d� mo�et byt� vyqisleno po formule

d� �
n�Qn

k�� ck�k
ck
� ��	�	��	��

gde ck 	� fi 	 �i � kg � koliqestvo slagaemyh� ravnyh k� v razbienii
��

Dokazatel�stvo� Pre�de vsego
 rassmotrim razbieni� mno�e�
stva ��� n� na c� odno
lementnyh podmno�estv
 c� dvuh
lement�
nyh podmno�estv i t	 d	 Takih razbieni� n��

Q
k k�

ck� esli my
ne hotim razliqat� v takom razbienii ravnomownye podmno�e�
stva
 
tu veliqinu nado ewe razdelit� na

Q
k ck�	 Zatem nado

zadat� na ka�dom iz mno�estv razbieni� cikliqesku� podsta�
novku� na k�
lementnom mno�estve est� �k���� razliqnyh cikli�
qeskih podstanovok
 i potomu poluqenna� veliqina umno�aets�
na
Q

k�k � ���ck	 V itoge poluqaem kak raz vyra�enie ��	�	��	��	

Opredelenie ������� Vvedem na mno�estve vseh razbieni� part
dva upor�doqeni�� Pust� � i 	 � dva razbieni�� My budem govorit��
qto 	 ma�oriruet �� esli dl� l�bogo k � � vypolneno neraven�

stvo
Pk

i�� �i �
Pk

i�� 	i� my budem zapisyvat� 
to svo�stvo v vide
� � 	 ili 	 � �� Esli� krome togo� � �� 	� my budem govorit�� qto
	 strogo ma�oriruet �� i zapisyvat� 
to v vide � � 	 ili 	 � ��

Opredelim na part leksikografiqeski� por�dok sledu�wim obra�
zom� � � 	 �qitaets�� �� leksikografiqeski men�xe 	�	� esli � �� 	
i perva� nenuleva� raznost� v posledovatel�nosti �	k��k�k�� po�
lo�itel�na� Obyqnym obrazom vvod�ts� oboznaqeni� � � 	� 	 � �
i 	 � ��

Zameqanie ��������� �sno
 qto otnoxenie ma�orirovani� �
�vl�ets� otnoxeniem qastiqnogo por�dka na part
 a leksikogra�
fiqeski� por�dok � �vl�ets� line�nym por�dkom na part	 Kro�
me togo
 iz opredeleni� nemedlenno sleduet
 qto � � 	 vleqet
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za sobo� � � 	 �i � � 	 vleqet � � 	�	 Na koneqnom mno�estve
partn tak�e est� dva otnoxeni� por�dka
 inducirovannye � i
�� v qastnosti
 leksikografiqeski� por�dok � pozvol�et od�
noznaqno raspolo�it� 
lementy partn po vozrastani�	 V dal��
ne�xem
 vs�ki� raz
 kogda nam nado budet line�no upor�doqit�
partn �ska�em
 qtoby izobrazit� matricy so mno�estvom indek�
sov partn�
 my budem ispol�zovat� imenno leksikografiqeski�
por�dok	 Naprimer
 
lementy part� upor�doqiva�ts� sledu��
wim obrazom� ��� �� �� �� �� � �
� �� �� �� � �
� 
� �� � ��� �� �� � ��� 
� �
��� �� � ���	

Opredelenie ������� Dl� l�bogo razbieni� � � partn opredelim
sledu�wim obrazom K�Sn�modul�M�� 
to svobodny� K�modul�� ba�
zisom kotorogo �vl��ts� vsevozmo�nye tabloidy ftg formy �� a
Sn de�stvuet na 
lementah 
togo bazisa soglasno �	�	�� Obozna�
qim qerez 
� � X�Sn� harakter 
togo modul��

Zameqanie ��������� �sno
 qto Sn tranzitivno de�stvuet na
mno�estve vseh tabloidov formy � i qto stabilizator l�bo�
go tabloida sopr��en s podstanovoqno� podgruppo� S� � Sn

�sm	 �	�	� i �	�	��	 Takim obrazom
 M�
�� K�Sn�S�	 i 
� � �Sn�S�

�sm	 �	�	��	 Tem samym my u�e postroili nekotorye virtual��
nye podgruppy v Sn	

Uka�em
 kakim obrazom mo�no vyqislit� znaqeni� haraktera

� na klasse sopr��ennyh 
lementov C� dl� l�byh �� 	 � partn	
Pre�de vsego
 esli n � �
 to � � 	 � �� �pustoe razbienie

kotoroe mo�no oboznaqit� tak�e ��� ili ��� �� � � ���
 i 
�
	�C�
	� �
�	 Dl� b�ol�xih n znaqeni� 
��C�� posledovatel�no vyqisl��ts�
s pomow�� sledu�wego predlo�eni��

Predlo�enie �����	� Pust� � � ���� � � � � �k� i 	 � �	�� � � � � 	l� �
razbieni� odnogo i togo �e qisla n � �� Togda


��C�� �
lX

i��


������ ��i������� ��k�C������ ��l�� ��	�	��	��

Zapis� 
������ ��i������� ��k ponimaets� sledu�wim obrazom� esli �i �
	� � �� to slagaemoe� sootvetstvu�wee dannomu indeksu i� opus�
kaets� v summe �	�	��	�� v protivnom sluqae my upor�doqivaem
nabor ���� � � � � �i � 	�� � � � � �k� v por�dke nevozrastani�� dopoln�em
beskoneqnym qislom nule�� i rassmatrivaem 
�� dl� poluqennogo
takim obrazom razbieni� �� � partn��� �
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Dokazatel�stvo� Vyberem kaku��nibud� podstanovku � cikli�
qeskogo tipa 		 Togda 
��C�� � 
���� est� qislo tabloidov for�
my �
 osta�wihs� nepodvi�nymi pod de�stviem � �sm	 �	�	�	��

t	e	 koliqestvo tabloidov ftg formy �
 oblada�wih tem svo��
stvom
 qto l�bo� cikl podstanovki � soder�its� v odno� stroke
ftg	 Inaqe govor�
 nam nado raspredelit� cikly podstanovki �
po strokam tak
 qtoby v i�o� stroke okazalos� rovno �i qisel	
Rassmotrim pervy� cikl podstanovki � �t	e	 tot samy� cikl
 ko�
toromu sootvetstvuet slagaemoe 	� cikliqeskogo tipa 	 podsta�
novki ��	 On stoit v kako��to stroke ftg
 naprimer
 v i�o�� esli
my ego vykinem iz i�o� stroki
 my poluqim v toqnosti nabor

koliqestvo kotoryh zadaets� i�ym slagaemym summy ��	�	��	���
prosummirovav po vsem i ot � do l
 poluqaem formulu ��	�	��	��	

Sledstvie ������� Esli 
��C�� �� �� to 	 � � i 	 � �� Inaqe go�
vor�� matrica

�

��C��

�
����partn

�vl�ets� ni�netreugol�no� ma�

trice�� sosto�we� iz celyh neotricatel�nyh qisel� Pri 
tom
diagonal�nye 
lementy 
to� matricy ne ravny nul��

Dokazatel�stvo� Indukci� po n � j�j � j	j s ispol�zovaniem
formuly ��	�	��	��	

Opredelenie �����
� Dl� l�bo� tablicy t formy � � partn obo�
znaqim qerez �t 
lement gruppovo� algebry Z�Sn�� opredelenny�
ravenstvom �t 	�

P
��Rt

�sgn���� gde Rt � stroqny� stabilizator
t �sm� �	�	�	� a sgn� � �� � znak podstanovki ��

�sno
 qto dl� l�bo� podstanovki 
 � Sn

��t �
X
��R�t

�sgn��� �
X

���Rt���

�sgn ��� � 
�t

���

Opredelenie ������� Dl� l�bogo razbieni� � � partn opredelim
modul� Xpehta S� �M� kak K�Sn�podmodul� v M�� poro�denny�
kak K�modul� 
lementami vida �tftg dl� vsevozmo�nyh tablic
t formy � �
to de�stvitel�no K�Sn�modul�� poskol�ku 
�tftg �
��tf
 tg	� Oboznaqim qerez �� harakter K�Sn�modul� S��

Zameqanie ������� V de�stvitel�nosti prover�ets� �sm	 ����

qto dl� l�bogo pol� K nulevo� harakteristiki K�Sn�modul�
S� prost
 qto moduli Xpehta
 sootvetstvu�wie razliqnym �

poparno neizomorfny i potomu �t	k	 ih koliqestvo ravno koliqe�
stvu klassov sopr��ennyh 
lementov gruppy Sn� obrazu�t pol�
noe seme�stvo predstavitele� klassov prostyh K�Sn�module�	
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Inaqe govor�
 ������partn � 
to v toqnosti mno�estvo vseh ne�
privodimyh harakterov gruppy Sn	 Krome togo
 v razlo�enii
M� v summu prostyh module� vstreqa�ts� tol�ko S� s 	 � � �i

sledovatel�no
 	 � ��
 priqem S� vhodit rovno odin raz	 Inaqe
govor�
 matrica M 	� �m�������partn 
 opredelenna� ravenstvom

� �

P
�m����
 �vl�ets� verhne� unitreugol�no� matrice�
 so�

sto�we� iz celyh neotricatel�nyh qisel	 Ots�da nemedlenno
sleduet
 qto vse znaqeni� ���C�� �vl��ts� celymi qislami	 Po�
skol�ku proizvol�ny� harakter � �vl�ets� celoqislenno� kom�
binacie� ����
 vse ego znaqeni� tak�e �vl��ts� celymi qisla�
mi	

Zameqanie �����
� Poka�em
 kakim obrazom mo�no
 pol�zu�s�
izlo�ennymi vyxe faktami
 vyqislit� tablicu harakterov
gruppy Sn	 Pre�de vsego
 my pereqisl�em v leksikografiqe�
skom por�dke vse razbieni� � � partn
 i vyqisl�em dl� ka�dogo
iz nih d� � jC�j po formule ��	�	��	��	 Teper� my mo�em vy�
qislit� skal�rnoe proizvedenie ���� ��� dvuh proizvol�nyh ha�

rakterov �� i �� po formule ���� ��� � �
n�

P
��Sn

���������� �
�
n�

P
��partn

d����C�����C�� � �
n�

P
��partn

d����	����	� �poslednee

ravenstvo verno
 poskol�ku vse znaqeni� vseh harakterov Sn le�
�at v Z� krome togo
 my oboznaqili ���C�� qerez ���	� i ana�
logiqno dl� ���	 Vyqislim haraktery �t	e	 tablicu znaqeni�
harakterov� �
����partn po formule ��	�	��	��� zameqanie �	�	��
pokazyvaet
 qto ortonormirovanny� bazis ���� unitarnogo pro�
stranstva Cen�Sn� C � poluqaets� iz bazisa �
�� processom or�
togonalizacii Grama�Xmidta otnositel�no por�dka
 protivo�
polo�nogo leksikografiqeskomu	 Inaqe govor�
 my perebiraem
� � partn v por�dke
 obratnom leksikografiqeskomu
 vyqisl�em
ko
fficienty m�� 	� �
�� ��� dl� vseh 	 � � i zatem polaga�
em �� 	� 
� �

P
�	�m����	 Pomimo tablicy harakterov ����	��


my takim obrazom vyqisl�em verhn�� unitreugol�nu� matricu
�m���	

Izlo�enny� vyxe metod ��vl��wi�s� nekotorym uproweniem
metoda
 izlo�ennogo v knige ���� horox tem
 qto on legko reali�
zuets� na komp��tere	

Zameqanie ������� Pust� � � proizvol�ny� virtual�ny� ha�
rakter gruppy Sn �t	e	 
lement kol�ca harakterov X�Sn��	 My
mo�em zadat� � s pomow�� l�bogo iz treh naborov celyh



VYQISLENIE GRUPPY GALUA �	

qisel �x��
 �y���
 �z
�
 opredelennyh formulami � �
P

� x���

y�� � ��C�� � ��	�
 � �

P

 z


	 Uka�em
 kakim obrazom pereho�

dit� ot odnogo takogo zadani� k l�bomu drugomu	 Pre�de vse�
go
 tablica harakterov ����	�� pozvol�et perehodit� ot �x�� k
�y��� i naoborot po formulam y�� �

P
� x����	� i x� � ��� ��� �

�
n�

P
� d�y

�
����	�	 My mo�em tak�e pere�ti ot �x�� k �z
 � i naobo�

rot po formule x� � z� �
P


��m
�z
 i ot �z
� k �y��� i naoborot
po formule y�� �

P

�� z


�	� �zdes� my pol�zuems� treugol�no�

st�� matric �m�	� i �
��	��� sm	 �	�	�� i �	�	���	

���� Poisk virtual�nyh podgrupp v Sn� metody �a� i �c�

Pust� G � Sn � simmetriqeska� gruppa
 H � G � proiz�
vol�na� ee podgruppa
 � � �G�H � sootvetstvu�wa� virtual��
na� podgruppa �sm	 �	�	��	 Soglasno �	�	�
 virtual�na� podgrup�
pa � polnost�� zadaets� s pomow�� l�bogo iz naborov ce�
lyh qisel �x�����
 �y����M 
 �y�����M 
 ili s pomow�� funkcii
pH 	M 
 ��� ��
 gde � � mno�estvo
 indeksiru�wee neprivodimye
kompleksnye haraktery Sn
 a M � mno�estvo klassov sopr��en�
nyh 
lementov gruppy Sn	 Soglasno �	�	� i �	�	��
 my mo�em
vz�t� � � M � partn
 qto my i sdelaem	 Krome togo
 u nas po�
�vl�ets� ewe odin sposob zadani� virtual�no� podgruppy v Sn

a imenno
 s pomow�� nabora celyh qisel �z
�
�partn 
 takih
 qto
� �

P

 z


� sm	 �	�	��	 Formuly �	�	� i �	�	�� pozvol��t legko

perehodit� ot odnogo iz 
tih opisani� virtual�no� podgruppy
k l�bomu drugomu	

Napomnim
 qto naxe� cel�� �vl�ets� postroenie dl� vseh
nebol�xih n �ska�em
 n � ��� nekotoryh mno�estv harakterov
gruppy Sn
 kotorye by zavedomo soder�ali vsevozmo�nye vir�
tual�nye podgruppy
 t	e	 haraktery vida �Sn�H dl� nekotoryh
podgrupp H � Sn	 Pri 
tom my hotim
 qtoby 
ti mno�estva ha�
rakterov soder�ali kak mo�no men�xe �nesuwestvennyh 
lemen�
tov�
 t	e	 harakterov
 ne sootvetstvu�wih nikako� podgruppe	
My vvedem sledu�wu�
 neskol�ko nelogiqnu�
 terminologi��

ti haraktery my budem tak�e nazyvat� virtual�nymi podgrup�
pami
 no budem govorit�
 qto oni nesuwestvenny
 ili qto oni
ne sootvetstvu�t ni odno� �nasto�we�� podgruppe Sn	

Kakie u nas est� kriterii dl� opredeleni� nesuwestvennyh
virtual�nyh podgrupp Pomimo sootnoxeni� iz �	�	�
 u nas est�

 �kriteri� �	!	! i ego razliqnye modifikacii �sm	 �	!	!	��	
Krome togo
 mo�no pridumat� neskol�ko teoretiko�gruppovyh
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testov
 osnovannyh na tom
 qto 
 �kriteri� daet neobhodimoe
uslovie togo
 qto odna podgruppa soder�its� v drugo�
 v ter�
minah sootvetstvu�wih virtual�nyh podgrupp �sm	 �	!	��	 Tak

vs�ka� podgruppa por�dka �� v S
 dol�na soder�at� neku� pod�
gruppu por�dka �! �a imenno
 svo� silovsku� ��podgruppu�� po�

tomu
 esli my obnaru�ivaem virtual�nu� podgruppu por�d�
ka �� �napomnim
 qto por�dok i indeks virtual�no� podgruppy
korrektno opredeleny� sm	 �	�	!�
 kotora� ne mo�et soder�at�
nikaku� virtual�nu� podgruppu por�dka �! �v smysle krite�
ri� �	!	��
 to 
ta virtual�na� podgruppa por�dka �� �vl�ets�
nesuwestvenno�	

Osnovno� idee� naxego postroeni� spiska virtual�nyh pod�
grupp Sn �vl�ets� ispol�zovanie u�e postroennyh spiskov dl�
vseh men�xih znaqeni� n dl� postroeni� spiska dl� dannogo zna�
qeni� n � svoego roda postroenie po indukcii �baza n � � tri�
vial�na�	

V dannom podrazdele my rassmotrim dva metoda postroe�
ni� virtual�nyh podgrupp Sn
 kotorye my nazovem metodom
�a	 i metodom �c�	 Grubo govor�
 pervy� iz 
tih metodov za�
kl�qaets� v tom
 qto Sn�� oto�destvl�ets� s podgruppo� v
Sn
 i potomu vs�ka� podgruppa H � Sn�� mo�et rassmatri�
vat�s� i kak podgruppa Sn� nado tol�ko zapisat� 
to v termi�
nah sootvetstvu�wih virtual�nyh podgrupp	 Soglasno �	�	�
g�

dl� l�bo� podgruppy H � Sn�� vypolneno ravenstvo �Sn�H �
Ind�i� C ���Sn���H�
 gde i	Sn�� 
 Sn � kanoniqeskoe vlo�enie
 a
Ind�i� C �	 Cen�Sn��� C � 
 Cen�Sn� C � � inducirovannoe im otobra�
�enie central�nyh funkci�	 Takim obrazom
 dl� realizacii me�
toda �a� nam nu�no nauqit�s� vyqisl�t� harakter Ind�i� C ���� po
harakteru �� sledu�wee predlo�enie ob"�sn�et
 kak 
to mo�no
sdelat��

Predlo�enie ������ Pust� f � Cen�Sn��� C � � central�na� funk�
ci�� i	Sn�� 
 Sn � kanoniqeskoe vlo�enie� f � 	� Ind�i� C ��f � �
Cen�Sn� C �� Oboznaqim qerez Z Sn�mno�estvo f�� 
� � � � � ng s este�
stvennym de�stviem Sn� i pust� �Z � sootvetstvu�wi� harak�
ter �sm� �	�	�	� takim obrazom� dl� l�bo� podstanovki � � Sn

znaqenie �Z��� est� qislo nepodvi�nyh toqek podstanovki �� a
dl� l�bogo razbieni� � � partn znaqenie �Z�C�� est� koliqestvo
ediniqnyh slagaemyh v razbienii ��
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Togda dl� l�bogo razbieni� � � partn vypolneno ravenstvo

f ��C�� �

�
�� esli �Z�C�� � ��

�Z�C��f�C�� �� esli � � �� � ��� i �Z�C�� � ��
��	�	�	��

Zdes� qerez �� � ��� oboznaqeno razbienie qisla n� poluqennoe doba�
vleniem ediniqnogo slagaemogo k razbieni� �� qisla n� �� Otme�
tim� qto �� odnoznaqno opredel�ets� iz ravenstva � � �� � ���� i
qto suwestvovanie takogo �� ravnosil�no �Z�C�� � �� t�e� nali�
qi� ediniqnyh slagaemyh v �� takim obrazom� formula� priveden�
na� vyxe� korrektna�

Dokazatel�stvo� Polo�im 
k 	� �k n� � Sn dl� vseh k ot � do
n	 Togda 
k obrazu�t polnu� sistemu predstavitele� Sn�Sn��

i potomu dl� l�bogo � � C� � Sn vypolneno ravenstvo f ���� �P

�k��
��

k
�Sn��

f�
k�

��
k �	 Zametim
 qto 
k�


��
k popadaet v Sn�� to�

gda i tol�ko togda
 kogda 
ta podstanovka ostavl�et nepodvi��
nym 
lement n
 t	e	 togda i tol�ko togda
 kogda ��k� � k	 Po
to�
mu
 esli u � net nepodvi�nyh toqek
 t	e	 esli �Z��� � �
 to i
f ���� � �� tem samym dokazana perva� qast� formuly ��	�	�	��	
Predpolo�im teper�
 qto �Z��� � �
 t	e	 qto � � �� � ��� dl�
nekotorogo �� � partn��	 Togda koliqestvo teh k
 dl� kotoryh


k�

��
k � Sn��
 ravno qislu nepodvi�nyh toqek �
 t	e	 �Z���� dl�

vseh 
tih k podstanovka 
k�

��
k � Sn�� imeet cikliqeski� tip

��
 tak qto f�
k�

��
k � � f�C�� �� takim obrazom
 my poluqaem sum�

mu �Z�C�� slagaemyh
 ravnyh f�C�� �
 qto i zaverxaet proverku
pravil�nosti formuly ��	�	�	��	

Obsudim teper� metod �c�	 Ego sut� zakl�qaets� v tom
 qto is�
hod� iz podgrupp H � Sn i K � Sm mo�no postroit� podgruppu
H �K � Sn �Sm � Sn�m �sm	 zameqanie posle �	�	��	 Nam nado
teper� izlo�it� 
tu konstrukci� v terminah sootvetstvu�wih
virtual�nyh podgrupp	 Dl� 
togo my vvedem sledu�wu� opera�
ci�� dl� l�byh dvuh koneqnyh grupp G i G� i l�byh dvuh cen�
tral�nyh funkci� f � Cen�G� C � i f � � Cen�G�� C � opredelim f �f �

formulo� �f � f ���g� g�� � f�g�f ��g��	 Iz opredeleni� nemedlenno
sleduet
 qto esli f i f � � haraktery kompleksnyh predstavleni�
grupp G i G�
 to f � f � est� harakter ih tenzornogo proizvede�
ni�
 rassmatrivaemogo kak predstavlenie gruppy G�G�	 Krome
togo
 esli Z � G�mno�estvo
 Z� � G��mno�estvo
 to na Z � Z�

est� estestvenno opredelenna� struktura G � G��mno�estva
 i
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�Z�Z� � �Z � �Z� 	 V qastnosti
 esli H � G i H� � G� � proiz�
vol�nye podgruppy
 to �G�G����H�H�� �� G�H�G��H�
 i potomu
��G�G�	��H�H�	 � �G�H � �G��H� 	

Primenitel�no k naxe� situacii vse 
to oznaqaet
 qto
�Sn�m��H�K	 � Ind�j� C ���Sn�H � �Sm�K�
 gde j	Sn � Sm 
 Sn�m

� kanoniqeskoe vlo�enie	 Okazyvaets�
 qto 
tot harakter leg�
ko vyqisl�ets� v terminah ko
fficientov �z
�
 opredelennyh v
�	�	��	

Predlo�enie ������ Pust� j	Sn � Sm 
 Sn�m � kanoniqeskoe
vlo�enie� Togda�

a� Dl� l�byh dvuh razbieni� � � partn i 	 � partm vypolneno
ravenstvo Ind�j� C ��
� � 
�� � 
���� gde 
�� 
� � harakte�
ry� opredelennye v �	�	��� a � � 	 � razbienie qisla n�m�
poluqennoe ob�edineniem razbieni� � i 	� inaqe govor�� my
rassmatrivaem posledovatel�nost�� obrazovannu� pripi�
syvaniem k posledovatel�nosti nenulevyh komponent �
posledovatel�nosti nenulevyh komponent 	� zatem upo�
r�doqivaem 
lementy poluqivxe�s� posledovatel�nosti
v por�dke nevozrastani� i dopoln�em beskoneqnym qislom
nule��

b� Esli �� �
P

��partn
z
��	
� 
� i �� �

P
��partm

z
��	
� 
� � dva ha�

raktera grupp Sn i Sm sootvetstvenno� to

Ind�j� C ���� � ��� �
X


�partm�n

z


 � gde z
 �
X

����


z
��	
� z��	� �

Dokazatel�stvo� a� My znaem
 qto 
� � �Sn�S�

 gde S� �

S���� � ��S�k � Sn �sm	 �	�	� i �	�	��	��	 Krome togo
 my u�e vy�
�snili
 qto Ind�j� C ���Sn�S�

��Sm�S�
� � �Sn�m��S��S�	� ostalos�

zametit�
 qto podgruppa S� �S� � Sn�m sovpadaet s podgrup�
po� S��� s toqnost�� do perenumeracii 
lementov mno�estva
f�� 
� � � � � n�mg
 t	e	 s toqnost�� do sopr��eni� v Sn�m� po
to�
mu ih haraktery sovpada�t	

b� Oqevidnoe sledstvie punkta a� vvidu biline�nosti opera�
cii ���� ��� 	
 Ind�j� C ���� � ���	

Zameqanie ����	� Esli provodit� vyqisleni� ne dl� �y��� �rav�
nyh znaqeni�m virtual�no� podgruppy �Sn�H na klassah sopr��
�ennyh 
lementov�
 a dl� nabora y� � jC��Hj �sm	 �	�	��
 to vy�
qisleni� ewe uprowa�ts�� neslo�no videt�
 qto esli H � Sn��



VYQISLENIE GRUPPY GALUA ���

zadaets� naborom �y��	�� ����partn�� 
 to H kak podgruppa Sn zadaet�

s� naborom �y����partn 
 takim
 qto y�����	 � y
��	
�� i y� � �
 esli

�Z�	� � � �t	e	 esli 	 ne predstavl�ets� v vide 	� � ����	 #ti
formuly sohran��t silu
 esli da�e ne predpolagat�
 qto ras�
smatrivaemye virtual�nye podgruppy sootvetstvu�t kakim�to
�nasto�wim� podgruppam
 a opredel�t� �y�� ishod� iz �y��� po
formulam �	�	�	

��	� Poisk virtual�nyh podgrupp v Sn� metod �b�

V 
tom punkte my rassmatrivaem sposob opredeleni� virtu�
al�nyh podgrupp Sn
 kotory� my nazovem metodom �b�	 Suw�
nost� 
togo metoda zakl�qaets� primerno v sledu�wem� dl�
proizvol�no� podgruppy H � Sn my mo�em rassmotret� sv�znoe
Sn�mno�estvo X 	� Sn�H� my mo�em tak�e rassmotret� X kak
Sn���mno�estvo
 kotoroe my oboznaqim qerez i�X �gde i	Sn�� 

Sn � kanoniqeskoe vlo�enie� sm	 �	�	��	 Togda i�X raspadets� v
summu ne bolee qem n komponent sv�znosti �t	e	 orbit�
 ka�da�
iz kotoryh imeet vid Sn���Hj
 t	e	 i�X �� Sn���H�t� � �tSn���Hs	
Ots�da Cen�i� C ���Sn�H� � Cen�i� C ���X � � �i�X �

P
j �Sn���Hj

�sm	 �	�	�
c� i b��	 Teper� mo�no predlo�it� sledu�wi� plan
de�stvi��

�	 Perebrat� vsevozmo�nye podhod�wie nabory virtual��
nyh podgrupp ��Sn���Hj

���j�k �my u�e postroili vse vir�
tual�nye podgruppy v Sn��
 tak qto nam 
to neslo�no
sdelat�� krome togo
 estestvennye ograniqeni� na por�d�
ki i koliqestvo Hj takovy
 qto ne pridets� perebirat�
slixkom mnogo variantov�	

�	 Dl� ka�dogo takogo nabora opredelit� Cen�i� C ���� kak
summu vseh �Sn���Hj

� opredelit� ots�da y����	 � �
�
	 �

���
�
�
�
Cen�i� C ����

�
�	� dl� vseh 	 � partn�� �sm	 �	�	�� my

pol�zuems� tem
 qto i���C����	� � C��	
�	 Proizvesti perebor vozmo�nyh znaqeni� �y�� dl� teh 	 �

partn
 kotorye ne zapisyva�ts� v vide 	�� ��� �takih 	 ne
oqen� mnogo
 a uslovi� ������ iz �	�	� pozvol��t sil�no
sokratit� perebor�	

�	 Proverit� uslovi� ������ iz �	�	� �v de�stvitel�no�
sti celoqislennost� ko
fficientov �x��
 ili
 qto ravno�
sil�no
 �z
�
 mo�no prover�t� po hodu perebora
 proizvo�
dimogo v predyduwem punkte
 poskol�ku soglasno �	�	��
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z
 zavisit tol�ko ot y� s 	 � �� 
to pozvol�et otsekat�
po hodu zavedomo nepodhod�wie vetvi perebora�	

�	 Proverit�
 udovletvor�et li poluqenna� virtual�na�
gruppa 
 �kriteri� �	!	!	 Esli da
 to dobavit� ee v spi�
sok virtual�nyh podgrupp Sn	

Dl� zaverxeni� opisani� metoda �b� nam sleduet izuqit�
 ka�
kie mogut byt� por�dki podgrupp Hj � Sn��
 v zavisimosti ot
por�dka H � Sn	

Predlo�enie ��	��� Pust� G � koneqna� gruppa� G
 � G � pod�
gruppa� i	G
 
 G � kanoniqeskoe vlo�enie� Z � G�G
 � G�
operatornoe mno�estvo� n 	� jZj � �G 	 G
�� Pust� H � G �
ewe odna podgruppa G� X 	� G�H� i�X � G
�operatornoe mno�e�
stvo� poluqennoe iz X su�eniem gruppy operatorov �sm� �	�	�	�
Togda�

a� Suwestvuet estestvenna� biekci� me�du mno�estvom
komponent sv�znosti �t�e� G
�orbit	 G
�mno�estva i�X
i mno�estvom komponent sv�znosti G�mno�estva i�i

�X
�� X � Z �sm� �	�	��	�	� Toqnee� esli i�X � X�

� t � � � t X�
k

�vl�ets� razlo�eniem i�X na komponenty sv�znosti� to
X � Z �� i�i

�X � i�X
�
� t � � � t i�X

�
k �vl�ets� razlo�eniem

X � Z na komponenty sv�znosti�
b� Suwestvuet estestvenna� biekci� me�du mno�estvom

H�orbit Z i mno�estvom G�orbit �t�e� komponent sv�z�
nosti	 X � Z�

c� Pust� Zj � H�orbita Z� sootvetstvu�wa� X�
j otnosi�

tel�no kompozicii biekci�� rassmotrennyh v punktah a�
i b�� Polo�im �j 	� jZj j� Togda �G 	 G
�jX�

jj � ji�X�
j j � �G 	

H�jZj j i jX
�
j j � �G 	 H��j�n� krome togo�

Pk
j�� �j � n�

d� Vyberem v ka�dom X �
j proizvol�ny� 
lement xj i polo�

�im Hj 	� StabG�
�xj�� Togda i��G�H� � i�X �� G
�H�t � � �t

G
�Hk� �G
 	 Hj� � jX�
j j � �G 	 H��j�n i jHjj � jHj��j�

e� Vypolneny sootnoxeni� � � �j � n i
Pk

j�� �j � n� vse �j
del�t por�dok gruppy H i del�ts� na n� gcd

�
n� �G 	 H�

�
�

f� Gruppa H tranzitivno de�stvuet na Z togda i tol�ko
togda� kogda k � � i �� � n� v 
tom sluqae jH�j � jHj�n i
�G 	 H� � �G
 	 H���

g� Podgruppa H � G soder�its� v nekotoro� podgruppe� so�
pr��enno� s G
� v tom i tol�ko tom sluqae� esli H imeet
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nepodvi�nu� toqku na Z� t�e� esli �j�� dl� nekotorogo j�

Dokazatel�stvo� a� Suwestvovanie kanoniqeskogo izomorfizma
G�mno�estv i�i

�X �� X � Z ustanovleno v �	�	��	�� krome togo

soglasno �	�	��
a�� b� funktor i� sohran�et summy i perevodit
nepustye sv�znye ob"ekty v nepustye sv�znye ob"ekty� ots�da
nemedlenno poluqaem utver�denie punkta a�	

b� #tot punkt nemedlenno poluqaets� iz punkta a�
 esli pome�
n�t� rol�mi G
 s H �a znaqit
 i Z s X�	

c� Otobra�enie i	G
 
 G in"ektivno
 i potomu soglasno
�	�	��	� ji�X

�
j j � �G 	 G
�jX

�
j j� men�� rol�mi G
 i H
 kak v do�

kazatel�stve punkta b�
 poluqaem ji�X
�
j j � �G 	 H�jZj j	 Poskol�ku

�G 	 G
� � n i jZj j � �j
 ots�da sleduet jX�
jj � �G 	 H��j�n	 Krome

togo
 n � jZj �
P

j jZjj �
P

j �j	

d� Vse
 krome poslednego ravenstva
 u�e dokazano v c�
 po�
skol�ku jX�

jj � �G
 	 Hj�	 Ostalos� zametit�
 qto jHjj � jG
j��G
 	

Hj� � njG
j�
�
�G 	 H��j

�
� njG
jjHj��jGj�j� � jHj��j
 poskol�ku

n � �G 	 H�	
e� My u�e znaem
 qto �j � jZj j � � i qto

P
j �j � n	 Krome

togo
 soglasno d�
 qisla �G 	 H��j�n i jHj��j �vl��ts� celymi�
ots�da sledu�t poslednie dva utver�deni� punkta	

f� De�stvitel�no
 tranzitivnost� de�stvi� H na Z kak raz i
oznaqaet
 qto Z sostoit rovno iz odno� orbity
 t	e	 qto k � ��
ostal�nye utver�deni� sledu�t togda iz d� i e�	

g� De�stvitel�no
 H ostavl�et nepodvi�no� nekotoru� toqku
gG
 � Z � G�G
 togda i tol�ko togda
 kogda H soder�its� v
stabilizatore StabG�gG
� � gG
g

��	 S drugo� storony
 pon�tno

qto H�nepodvi�nye toqki Z � 
to v toqnosti odno
lementnye
H�orbity Zj 
 sootvetstvu�wie �j � �	

Nam ostaets� tol�ko primenit� 
to predlo�enie v sluqae
G � Sn
 G
 � Sn��	 Otmetim
 qto my mo�em s
konomit� mno�
go usili�
 rassmatriva� tol�ko te razbieni� � � ��j� qisla
n � �Sn 	 Sn���
 v kotoryh vse �j � 

 poskol�ku esli nekotoroe
�j � �
 to po punktu g� tol�ko qto dokazannogo predlo�eni� H
sopr��ena s nekotoro� podgruppo� Sn��
 a vse takie podgruppy
u�e na�deny metodom �a�
 izlo�ennym v predyduwem podrazde�
le	

Krome togo
 my mo�em opredelit�
 kakie iz postroennyh vir�
tual�nyh podgrupp Sn mogut sootvetstvovat� �ili ob�zatel�no
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sootvetstvu�t� tranzitivnym �t	e	 tranzitivno de�stvu�wim
na Z � f�� 
� � � � � ng �� Sn�Sn��� podgruppam H � Sn� 
to te vir�
tual�nye podgruppy
 kotorye byli poluqeny metodom �b� dl�
razbieni� � � �n� hot� by odin raz �ili byli poluqeny tol�ko
metodom �b� i tol�ko dl� takogo razbieni��	

Otmetim
 qto nekotorye virtual�nye podgruppy mogut byt�
poluqeny metodom �b� neskol�ko raz dl� raznyh razbieni� ��j�
i virtual�nyh podgrupp �Sn���Hj

	
Qitatel� mo�et pointeresovat�s�
 a zaqem voobwe nu�en me�

tod �c� Metod �b� i tak pozvol�et poluqit� vse virtual�nye
podgruppy Sn
 a metod �a� po suwestvu ispol�zuets� tol�ko dl�
optimizacii metoda �b�
 qtoby ne perebirat� razbieni� ��j�
 v
kotoryh �j � � dl� nekotorogo j	 Poluqaets�
 qto bez metoda �c�
mo�no bylo by sovsem obo�tis�� � � Otvet zdes� sledu�wi�� me�
tod �c� daet vozmo�nost� poluqit� dopolnitel�nu� informaci�
o poluqa�wihs� virtual�nyh podgruppah	 Tak
 esli nekotora�
virtual�na� podgruppa � byla poluqena metodom �c� iz virtu�
al�nyh podgrupp �� i ��� i nam izvestno
 qto 
ti virtual�nye
podgruppy suwestvenny �t	e	 sootvetstvu�t kakim�to real�nym
podgruppam H� � Sn i H�� � Sm�
 to i � �vl�ets� suwestvenno�

poskol�ku � sootvetstvuet H� � H�� � Sn�m	 Metod �a� tak�e
stroit iz suwestvennyh virtual�nyh podgrupp suwestvennye

qego nel�z� skazat� o metode �b�	

�� Naho�denie razbieni� ��p	

Teper� dl� l�bogo mnogoqlena F � Q�T � stepeni n i l�bogo
prostogo qisla p � P my hotim nauqit�s� bystro opredel�t�

�vl�ets� li p iskl�qitel�nym dl� F �t	e	 delitelem znamena�
tel� kakogo�libo iz ko
fficientov F ili delitelem diskrimi�
nanta F �
 i v sluqae otricatel�nogo otveta �t	e	 regul�rnosti
p� nahodit� razbienie � � ��p	 � partn
 obrazovannoe stepen�mi
neprivodimyh somno�itele� redukcii F po modul� p	

Poskol�ku opredelit�
 vhodit ili net p v razlo�enie zname�
natele� ko
fficientov mnogoqlena F 
 oqen� prosto �po suwe�
stvu 
ta proverka proishodit sama sobo� pri vyqislenii re�
dukcii F po modul� p�
 my mo�em predpolagat�
 qto p ne delit
ni odin iz znamenatele�
 tak qto opredelena redukci� �F � Fp �T �
mnogoqlena F po modul� p� krome togo
 my sqitaem
 qto p ne
delit starxi� ko
fficient F 
 tak qto �F tak�e �vl�ets� mno�
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goqlenom stepeni F 	 Tak�e mo�no sqitat�
 qto �F � unitarny�
mnogoqlen stepeni n
 pri neobhodimosti razdeliv �F na starxi�
ko
fficient	

Takim obrazom
 nam ostalos� rexit� sledu�wu� zadaqu� pro�
verit� separabel�nost� dannogo unitarnogo mnogoqlena F � k�T �
stepeni n
 i v sluqae polo�itel�nogo otveta na�ti razbienie �

obrazovannoe stepen�mi neprivodimyh somno�itele� F 	 Zdes�
k � Fq � proizvol�noe koneqnoe pole harakteristiki p
 q � pt	
Nas
 koneqno �e
 v pervu� oqered� interesuet sluqa� q � p

odnako vse naxi metody rabota�t dl� proizvol�nogo koneqno�
go pol� ko
fficientov
 qto mo�et prigodit�s�
 naprimer
 dl�
vyqisleni� gruppy Galua mnogoqlena s ko
fficientami v Fq�T �	

Pereformuliruem postavlennu� zadaqu sledu�wim obrazom	
Rassmotrim n�mernu� k�algebru A 	� k�T ���F �� �sno
 qto sepa�
rabel�nost� F ravnosil�na separabel�nosti
 ili
 qto v dannom
sluqae odno i to �e
 privedennosti A	 Krome togo
 esli A sepa�
rabel�na
 to ona predstavl�ets� v vide A �� Fq�� � � � � � Fq�s 
 gde
��� � � � � �s � 
to v toqnosti stepeni neprivodimyh somno�itele�
mnogoqlena F 	

My rassmotrim dva sposoba proverki separabel�nosti A i
naho�deni� razbieni� � � ���� � � � � �s�	 Oba oni osnovany na ras�
smotrenii stepene� 
ndomorfizma Frobeniusa FrobA k�algebry
A
 opredelennogo
 kak obyqno
 formulo� FrobA	x 	
 xq
 po
to�
mu my opixem
 kakim obrazom vyqislit� matricu 
ndomorfiz�
ma Frobeniusa	 Pre�de vsego
 oboznaqim qerez � obraz T v
A � k�T ���F �� togda 
lementy ��j �
�j�n�� obrazu�t k�bazis A

otnositel�no kotorogo my budem vyqisl�t� matricu FrobA	 Za�
metim
 qto slo�enie i vyqitanie 
lementov A
 zapisannyh v

tom bazise
 proizvodits� pokomponentno i trebuet O�n� opera�
ci� slo�eni� i vyqitani� v koneqnom pole k � Fq 	 Umno�enie

lementov A proizvodits� posredstvom peremno�eni� sootvet�
stvu�wih mnogoqlenov iz k�T � stepeni � n � � s posledu�wim
vz�tiem ostatka ot deleni� na F � vse 
to trebuet O�n�� operaci�
slo�eni�
 vyqitani� i umno�eni� v k	 Obyqny� �dvoiqny�� al�
goritm vozvedeni� v stepen� �osnovanny� na ravenstvah a� � a

a�k � �ak�� i a�k�� � a�k � a� pozvol�et vyqislit� �q za O�log q�
operaci� umno�eni� v A
 t	e	 za O�n� log q� arifmetiqeskih ope�
raci� v k	 Zatem mo�no
 posledovatel�no umno�a� na �q 
 na�ti
vse �qj pri � � j � n� �� vse 
to potrebuet O�n� operaci� umno�
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�eni� v A
 t	e	 O�n�� operaci� v pole k	 Ostalos� zametit�
 qto
j�y� stolbec matricy � 
ndomorfizma Frobeniusa FrobA otno�
sitel�no rassmatrivaemogo bazisa sostoit kak raz iz koordinat
�qj otnositel�no 
togo bazisa	 V itoge my naxli matricu � za
O�n� � n� log q� operaci� v pole k	

Rassmotrim teper� po otdel�nosti naxi dva metoda	


��� Metod� osnovanny� na vyqislenii rangov

Pre�de vsego
 zametim
 qto separabel�nost�
 ili
 qto odno i
to �e
 privedennost� A ravnosil�na trivial�nosti �dra FrobA

t	e	 nevyro�dennosti matricy �
 ili
 qto ravnosil�no
 uslo�
vi� rank� � n	 Ostaets� zametit�
 qto rang matricy vyqisl��
ets� metodom Gaussa s pomow�� O�n�� operaci� v k
 iz nih O�n�
operaci� deleni�	

Predpolo�im teper�
 qto A separabel�na i qto A �� Fq�� �
� � � � Fq�s � my hotim opredelit� � � ���� � � � � �s�
 ili
 qto odno i
to �e
 nabor celyh neotricatel�nyh qisel ck � cardfi 	 �i � kg	
�sno
 qto

P
k�� kck � n
 tak qto ck � � pri k � n	 Vyqislim dl�

proizvol�nogo m � � rang matricy �m�E
 dopolnenie kotorogo
do n my oboznaqim qerez am	 Dl� 
togo my rassmotrim bazis A

sostavlenny� iz normal�nyh bazisov Fq�i nad Fq 
 i zametim
 qto
FrobA perestavl�et 
lementy 
togo bazisa kak nekotora� podsta�
novka � cikliqeskogo tipa �	 Ots�da nemedlenno sleduet
 qto
am � n� rank��m �E� � n� rank�FrobmA ��A� sovpadaet s koliqe�
stvom ciklov v podstanovke �m
 t	e	

am �
sX
i��

gcd��i�m� �
X
k��

ck gcd�k�m��

Zdes� my vospol�zovalis� tem faktom
 qto cikl dliny k posle
vozvedeni� v m�u� stepen� raspadaets� na gcd�k�m� ciklov odi�
nakovo� dliny	

Dl� l�bogo m � � polo�im bm 	�
P

k�� ckm	 Zametim
 qto v

de�stvitel�nosti 
ta summa koneqna
 poskol�ku ck � � pri k � n

i bm � � pri m � n po to� �e priqine	 Vyrazim teper� �am�
qerez �bm�� am �

P
k�� ck gcd�k�m� �

P
k�� ck

P
dj gcd�k�m	 ��d� �P

k��

P
djk�djm ��d�ck �

P
djm ��d�

P
k��� ck�d �

P
djm ��d�bd
 gde ��n�

� funkci� #�lera� v 
to� cepoqke ravenstv my vospol�zovalis�
tem faktom
 qto

P
djn ��d� � n dl� l�bogo n � �	 Zametim teper�


qto ravenstva am �
P

djm ��d�bd i bm �
P

k�� ckm pozvol��t od�
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noznaqno opredelit� �ck���k�n po �am���m�n� poskol�ku ck � �
pri k � n
 
to oznaqaet
 qto � odnoznaqno opredel�ets� naborom
�am���m�k	 My mo�em �vno vyrazit� �bm� qerez �am� i �ck� qerez
�bm�
 vospol�zovavxis� formulami obraweni� Mebiusa� poluqa�
em bm � �

��m	

P
djm 	�m�d�ad i cm �

P
k�� 	�k�bkm
 gde 	 � funkci�

Mebiusa	 #ti formuly de�stvitel�no opredel��t vse �bm�
 vse
�ck� i � po a�� a�� � � � � an
 poskol�ku my znaem
 qto zavedomo bm � �
i cm � � pri m � n	

Itak
 my vidim
 qto pervye n qlenov posledovatel�nosti
am � n � rank��m � E� odnoznaqno opredel��t �
 qto daet nam
vozmo�nost� na�ti � s pomow�� O�n� � n� log q� operaci�
 po�
skol�ku dl� naho�deni� � nu�no O�n� � n� log q� operaci�
 i za�
tem dl� posledovatel�nogo vyqisleni� ������ � � � ��n i rangov
matric �m �E nu�no ka�dy� raz ewe O�n�� operaci�	

V de�stvitel�nosti qasto mo�no s
konomit� qast� 
tih ope�
raci�
 poskol�ku obyqno � u�e opredel�ets� neskol�kimi per�
vymi qlenami posledovatel�nosti �am�	 #to pozvol�et zaranee
postroit� �derev�� raspoznavani�� i ispol�zovat� ih dl� vy�
qisleni� �	 Po�snim skazannoe primerom dl� n � ��

� a � �a�� a�� � � � � prefiks raspoznavani�
��� �� �� �� �� ��� �� �� �� �� � � �� ��� � � � �
�
� �� �� �� ��� �� �� �� �� � � �� ��� � � � �
�
� 
� �� ��� �� �� �� �� � � �� ��� �� � � ��
��� �� �� ��� �� �� �� �� � � �� ��� �� � � ��
��� 
� �
� �� �� �� 
� � � �� �
� �� �� � � ��
��� �� �
� �� 
� �� 
� � � �� �
� �� 
� � � ��
��� ��� �� �� �� �� � � �� ��� � � � �

Uka�em lix�
 qto pri praktiqesko� realizacii na komp��te�
re udobno hranit� derev�� poiska v strukture dannyh
 kotora�
nazyvaets� trie	


��� Metod� osnovanny� na vyqislenii sledov

V otliqie ot predyduwego metoda
 
tot metod primenim tol��
ko v tom sluqae
 esli harakteristika p pol� ko
fficientov
bol�xe stepeni n mnogoqlena F 	 #to delaet ego osobenno podho�
d�wim dl� raznoharakteristiqeskogo sluqa� �ska�em
 dl� vy�
qisleni� gruppy Galua mnogoqlena s racional�nymi ko
ffici�
entami�
 poskol�ku my mo�em vykinut� koneqnoe qislo prostyh
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qisel
 i poqti polnost�� neprigodnym v ravnoharakteristiqe�
skom sluqae	

Sut� predlagaemogo metoda zakl�qaets� v opredelenii � po
sledam stepene� 
ndomorfizma Frobeniusa� tm 	� TrFrobmA �
Tr�m	 Okazyvaets�
 qto v sluqae p � n nabor �tm���m�n odno�
znaqno opredel�et � i k tomu �e pozvol�et ustanovit�
 �vl�ets�
li algebra A separabel�no�	

Pust� n � nil�radikal k�algebry A
 Ared 	� A�n � priveden�
na� algebra
 associirovanna� s A	 Poskol�ku p � n
 n sovpadaet
s �drom 
ndomorfizma Frobeniusa� ots�da nemedlenno sleduet

qto TrFrobmA � TrFrobmAred

dl� vseh m � �	 Rassmotrim razlo�e�
nie privedenno� algebry Ared

�� Fq�� � � � � � Fq�s dl� nekotorogo
razbieni� � qisla n� � dimAred � n	 Rassmotrim bazis Ared
 so�
stavlenny� iz normal�nyh bazisov Fq�i nad k � Fq � avtomorfizm
Frobeniusa FrobAred

de�stvuet na 
tom bazise kak nekotora� pod�
stanovka � � Sn� cikliqeskogo tipa �� ots�da poluqaem
 qto
tm � TrFrobmAred

sovpadaet s obrazom v prostom podpole Fp � Fq
koliqestva nepodvi�nyh toqek t�m podstanovki �m	 Poskol�ku
� � t�m � n� � n � p
 my mo�em odnoznaqno vosstanovit� t�m po
tm � t�m mod p	

Polo�im ck 	� cardfi 	 �i � kg� togda
P

k�� kck � j�j � n� � n


tak qto ck � � pri k � n	 Krome togo
 t�m �
P

i��ijm
�i �P

djm dcd
 otkuda po formule obraweni� Mebiusa poluqaem cm �
�
m

P
djm 	�m�d�t�d	 #to pokazyvaet
 qto znanie nabora �t�m���m�n


ili
 qto ravnosil�no
 znanie nabora �tm���m�n pozvol�et opre�
delit� vse ck �poskol�ku ck � � pri k � m�
 a znaqit
 i �
 a
tak�e n� �

P
k�� kck	 Pri 
tom separabel�nost� algebry A tak�

�e prover�ets� takim sposobom
 poskol�ku 
ta separabel�nost�
ravnosil�na ravenstvu n� � n	

#to pokazyvaet
 qto danny� metod bolee 
ffektiven
 qem pre�
dyduwi�
 poskol�ku on ispol�zuet tol�ko umno�enie matric
n � n i vyqislenie ih sledov
 hot� asimptotiqeski qislo is�
pol�zuemyh operaci� est� O�n��n� log q�
 kak i dl� predyduwego
metoda	

Krome togo
 kak i dl� predyduwego metoda
 qasto separabel��
nost� algebry A i razbienie � �kotoroe nas interesuet tol�ko v
separabel�nom sluqae� opredel��ts� u�e pervymi neskol�kimi
qlenami posledovatel�nosti sledov �t�m�	 #to pozvol�et stroit�
derev�� poiska
 v kotorye vkl�qa�ts� vse razbieni� � qisla n
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a tak�e vse razbieni� 	 � �	�� � � � � 	s� qisel n� � n
 takie
 qto
n � c�	��� � ��cs	s dl� nekotorogo nabora natural�nyh qisel �ck�
�mo�no obo�tis� tol�ko takimi 	
 poskol�ku 	 � 
to nabor ste�
pene� razliqnyh neprivodimyh somno�itele� mnogoqlena F �T �

i potomu takie qisla ck dol�ny suwestvovat� � mo�no vz�t�
kratnosti sootvetstvu�wih somno�itele��� pri 
tom v dereve
poiska takie 	 ne razliqa�ts�
 a tol�ko pomeqaets�
 qto oni so�
otvetstvu�t neseparabel�nomu sluqa�	 Vot primer takogo de�
reva poiska dl� n � ��

t� � �t��� t
�
�� � � �� v �

��� �� � � �� � ���
��� 
� � � �� � ��� 
�
��� �� �� �� � � �� ��
��� �� �� �� � � �� ! ��� ��
��� �� �� � � �� ��
��� �� � � �� ��
��� �� � � �� � �
� 
� ��
�
� 
� 
� � � �� ��
�
� 
� �� � � �� � ��� �� ��
�
� �� � � �� ��
��� �� � � �� ��
��� �� � � �� � �
� �� �� ��
��� � � � � ��
��� � � � � � ��� �� �� �� ��

Zdes� v � 
to �� dl� neseparabel�no� algebry A ili nomer raz�
bieni� � pri leksikografiqeskom upor�doqenii vseh razbieni�
qisla n� �sno
 qto pri rabote na komp��tere udobnee imet� delo
ne s �
 a s v	

Otmetim
 qto suwestvuet tak�e metod
 kotory� ispol�zuet
snaqala metod Gaussa dl� proverki separabel�nosti
 kak 
to
delalos� v metode
 osnovannom na vyqislenii rangov
 a zatem
vyqisl�et sledy stepene� avtomorfizma Frobeniusa dl� opre�
deleni� razbieni� � qisla n� pri 
tom nu�no vyqisl�t� men�xee
koliqestvo stepene� avtomorfizma Frobeniusa
 poskol�ku u�e
izvestna separabel�nost� A	 Vot voznika�wee derevo raspozna�
vani� dl� n � ��
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t� � �t��� t
�
�� � � �� v �

��� �� � � �� � ���
��� 
� � � �� � ��� 
�
��� �� � � �� ! ��� ��
��� �� � � �� � �
� 
� ��
�
� � � � � � ��� �� ��
��� � � � � � �
� �� �� ��
��� � � � � � ��� �� �� �� ��

�� Statistiqeski� analiz rezul�tatov

My hotim teper� obsudit�
 posle kakogo koliqestva proana�
lizirovannyh prostyh qisel my mo�em opredelit� iskomu�
gruppu Galua �toqnee
 sootvetstvu�wu� virtual�nu� podgrup�
pu Sn�	 Dl� 
togo my rassmotrim sledu�wu� dovol�no bliz�
ku� statistiqesku� zadaqu	 Predpolo�im
 qto my hotim opre�
delit� nekotory� neizvestny� parametr �
 prinadle�awi� ne�
kotoromu zaranee fiksirovannomu koneqnomu mno�estvu H �v
naxem sluqae H � mno�estvo vseh virtual�nyh podgrupp Sn

a � sootvetstvuet iskomo� gruppe Galua�	 Dl� 
togo my provo�
dim seri� 
ksperimentov ��� ��� � � � � �j� � � � �ispytani� regul�r�
nyh prostyh qisel�
 rezul�tat �j ka�dogo iz kotoryh prinad�
le�it nekotoromu zaranee izvestnomu koneqnomu mno�estvu �
�u nas � � partn � mno�estvo vseh razbieni� qisla n
 a �j �


to razbienie ��p	
 sootvetstvu�wee oqerednomu prostomu qislu
p�	 Predpolo�im
 qto dl� ka�dogo h � H nam izvestna funkci�
raspredeleni� vero�tnoste� ph	 � 
 ��� �� �t	e	 taka� funkci�

qto P ��j � xj� � h� � ph�x��
 i qto razliqnym h sootvetstvu�t
razliqnye ph �inaqe nam nikak ne razliqit� takie h �� h�
 qto
ph � ph��	 Krome togo
 my sqitaem
 qto esli ph�x� � �
 to �j ne
mo�et prinimat� znaqenie x pri � � h �v naxem sluqae 
to uslo�
vie vypolneno
 poskol�ku esli podgruppa Galua G simmetriqe�
sko� gruppy Sn ne soder�it podstanovok nekotorogo cikliqe�
skogo tipa �
 to ni pri kakom regul�rnom p ravenstvo ��p	 � �
nevozmo�no
 tak kak ono oznaqalo by
 qto sootvetstvu�wi� 
le�
ment Frobeniusa Frobp � G � Sn �vl�ets� podstanovko� cikli�
qeskogo tipa ��	 Ewe odno predpolo�enie
 kotoroe my delaem

zakl�qaets� v tom
 qto rezul�taty razliqnyh 
ksperimentov ne�
zavisimy �my ewe obsudim
 qto 
to oznaqaet v naxe� situacii�	
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Zafiksiruem nekotoroe maloe polo�itel�noe � �naprimer

� � ���
� i zadadims� sledu�wim voprosom� mo�em li my po N
u�e prodelannym 
ksperimentam opredelit� � s vero�tnost��
oxibki
 men�xe� �
 v sluqae polo�itel�nogo otveta opredelit�
�
 a v sluqae otricatel�nogo otveta na�ti primernoe koliqe�
stvo 
ksperimentov
 kotorye nado ewe sdelat� dl� opredeleni�
�	

Pust� N � koliqestvo u�e prodelannyh 
ksperimentov
 mx 	�
cardf� � j � N 	 �j � xg � koliqestvo 
ksperimentov
 v ko�
toryh byl poluqen rezul�tat x � �	 Sostavim podmno�estvo
H� � H
 obrazovannoe temi h � H
 dl� kotoryh ph�x� � � dl�
vseh x � �
 takih
 qto mx � �	 �sno
 qto zavedomo � � H� �na�
pomnim
 qto my predpolagaem
 qto pri � � h veliqina �j ne
mo�et prinimat� znaqeni� x
 dl� kotoryh ph�x� � ��	 Rassmo�
trim uslovnye vero�tnosti Ph 	� P �Aj� � h� poluqeni� dannogo
nabora �mx� pri uslovii � � h	 �sno
 qto Ph �

Q
x�� ph�x�

mx i
logPh �

P
x��mx logph�x�	 Esli �Qh�h�H � nekotoroe apriornoe

raspredelenie vero�tnoste� togo
 qto � � h �t	e	 Qh � P �� � h��
my predpolagaem
 qto vse Qh � �� koneqno �e


P
h�H Qh � ��
 to

po formule Ba�esa

P �� � h
jA� �
P �Aj� � h
�P �� � h
�P
h�H P �Aj� � h�P �� � h�

�
Ph�Qh�P
h�H PhQh

�

My hoteli by poluqit� uslovie suwestvovani� takogo h
 � H

qto P �� � h
jA� � ���� vmesto 
togo my budem izuqat� poqti rav�
nosil�noe uslovie P �� � hjA��P �� � h
jA� � � pri vseh h �� h
 �na
samom dele iz 
togo uslovi� sleduet
 qto P �� � h
jA� � ��� � jHj�
my sqitaem
 qto � oqen� malo
 a vo mno�estve H gorazdo men��
xe 
lementov
 qem ����	 Po formule Ba�esa P �� � hjA��P �� �
h
jA� � PhQh��Ph�Qh� �� logarifmiru�
 poluqaem uslovie

X
x��

mx log ph�x��
X
x��

mx log ph� � log � � logQh� � logQh�

Poskol�ku pro znaqeni� Qh nam niqego ne izvestno
 estestvenno
v 
tom vyra�enii zamenit� logQh� � logQh na nul�	 Vot neko�
toroe obosnovanie takogo xaga� esli vse Qh � � � � �ska�em

� � �����
 to zavedomo logQh � logQh� � � log �
 i potomu
 esli
leva� qast� rassmotrennogo neravenstva men�xe log � � log �
 to
ona men�xe i log �� logQh� � logQh� po
tomu mo�no
 zameniv pri
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neobhodimosti � na ��
 rassmatrivat� uslovie
X
x��

mx logph�x��
X
x��

mx logph� � log ��

Polo�im Vh 	�
P

xmx �
�
� log ph�x�

�

 M 	� � log �� togda poluqen�

noe uslovie mo�no perepisat� v vide Vh� � Vh �M 	
Itak
 predlagaemy� metod rexeni� postavlenno� zadaqi ta�

kov� vyqisl�em dl� vseh h � H �a na samom dele tol�ko dl�
h � H �� Vh 	�

P
xmx �

�
� logph�x�

�

 M 	� � log � �qto�to vrode ���


vybiraem indeksy h
 i h� �� h
 iz H
 takie
 qto Vh� � Vh� � Vh
dl� vseh h � H
 otliqnyh ot h
 i h�
 i prover�em uslovie
Vh� � Vh� � M 	 Esli 
to uslovie vypolneno
 vozvrawaem h

v kaqestve znaqeni� �� esli �e net
 proizvodim ewe por�dka
N �

�
M��Vh� � Vh� � � �

�

ksperimentov �luqxe vsego umno�it�


to qislo na kaku��nibud� konstantu
 b�ol�xu� edinicy
 ska�
�em
 ��

 i dobavit� nebol�xoe qislo vrode p�ti� krome togo

esli poluqaets� slixkom mnogo$ ska�em
 bol�xe 
N � to my
delaem tol�ko 
N 
ksperimentov�	 Zatem my snova analiziruem
poluqennye dannye
 pri neobhodimosti snova delaem dopolni�
tel�nye 
ksperimenty
 i tak do teh por
 poka my ne smo�em
opredelit� � s nu�no� stepen�� uverennosti	

My mo�em ocenit� qislo 
ksperimentov
 neobhodimoe dl�
opredeleni� � v sluqae � � h

 sledu�wim obrazom	 Zame�
nim mx na ego matematiqeskoe o�idanie Nph� �x�� togda Vh �
N
P

x ph� �x� � � log ph�x�
 i uslovie Vh� � Vh �M pri vseh h oka�
zyvaets� ravnosil�nym uslovi� N � N
 �

�
minh	�h�

P
x ph� �x� �

�� log ph�x�� �
P

x ph��x� � �� log ph� �x��
���

	
Interesno
 qto ocenki qisla 
ksperimentov �t	e	 regul�rnyh

prostyh qisel�
 neobhodimyh dl� opredeleni� gruppy Galua
mnogoqlena stepeni n � �� s vero�tnost�� oxibki � ���

 vy�
qislennye po ukazanno� vyxe formule s pomow�� u�e postro�
enno� tablicy virtual�nyh podgrupp Sn
 n � ��
 okazyva�t�
s� na udivlenie nebol�ximi � por�dka �������
 a naibol�xee
znaqenie ravno ����
	 #to pokazyvaet
 naskol�ko va�no dl� ras�
smatrivaemogo metoda predvaritel�noe opredelenie spiska vseh
vozmo�nyh virtual�nyh podgrupp
 poskol�ku bez takogo spiska
potrebovalos� by astronomiqeskoe koliqestvo 
ksperimentov �
por�dka ��� � ���
��	

Dl� primeneni� rassmotrennogo metoda analiza rezul�tatov
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k zadaqe opredeleni� gruppy Galua sleduet sdelat� ewe ne�
skol�ko dopolneni�	 Vo�pervyh
 kak luqxe vsego vybirat� pro�
stye qisla p dl� 
ksperimentov Predlagaets� vybirat� ih pod�
r�d
 naqina� s nekotoro� ni�ne� granicy
 bol�xe� n �qtoby
mo�no bylo pol�zovat�s� metodom iz razdela �	��� takoe predlo�
�enie
 pomimo svoe� prostoty
 osnovano na izvestnyh svo�stvah
analitiqesko� plotnosti mno�estv prostyh qisel iz teoremy
plotnosti Qebotareva	

Krome togo
 predlagaets� sledu�wa� optimizaci�	 Vs�ki�
raz
 kogda my poluqaem rezul�tat 
ksperimenta �t	e	 razbie�
nie ��
 nikogda ne poluqavxi�s� ranee
 my prosmatrivaem spi�
sok virtual�nyh podgrupp Sn
 kotorye mogut okazat�s� iskomo�
gruppo� Galua
 i vykidyvaem iz nego vse 
lementy h s ph��� � �

poskol�ku takie virtual�nye podgruppy zavedomo ne mogut byt�
iskomo� gruppo� Galua	 Esli v kako��to moment v 
tom spiske
ostaets� rovno odin 
lement �im mo�et okazat�s� tol�ko simme�
triqeska� gruppa Sn�
 my ego srazu vydaem v kaqestve otveta	
Krome togo
 znaqeni� vyra�eni� Vh my vyqisl�em tol�ko dl� h
iz 
togo spiska
 qto pozvol�et s
konomit� mnogo usili�	

Ewe odin moment� mo�et tak poluqit�s�
 qto vse rassma�
trivaemye prostye qisla okazyva�ts� iskl�qitel�nymi	 Esli
proizvedenie vseh rassmotrennyh iskl�qitel�nyh qisel bol��
xe nekotoro� ocenki sverhu modul� diskriminanta mnogoqlena
F �T �
 
to oznaqaet
 qto ishodny� mnogoqlen F ne byl separa�
bel�nym
 na qem vyqislenie gruppy Galua mo�no prekratit�	
Vmesto 
togo avtor sqitaet
 qto esli pervye sto rassmotrennyh
prostyh qisel okazalis� iskl�qitel�nymi
 to F neseparabelen�
v tom sluqae
 esli ko
fficienty F �T � otnositel�no nebol�xie

tako� podhod opravdan� esli �e 
to ne tak
 neobhodimu� granicu
koliqestva iskl�qitel�nyh prostyh qisel sleduet opredel�t�
ishod� iz razmera ko
fficientov mnogoqlena	

Kakoe minimal�noe koliqestvo prostyh qisel sleduet ras�
smotret� Inaqe govor�
 kakova iznaqal�na� ocenka na qislo

ksperimentov N Rassu�deni�
 analogiqnye privedennym vy�
xe
 pokazyva�t
 qto iskoma� granica zavisit ot razmera ko
f�
ficientov mnogoqlena primerno tak �e
 kak granica koliqestva
iskl�qitel�nyh prostyh qisel
 rassmotrenna� tol�ko qto �pri

tom polezno rassmotret� mnogoqlen F �T � � T �� �p�p� � � �pN ���

gde p�� � � � � pN � pervye N rassmotrennyh prostyh qisel�	 Po�
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tomu avtor predlagaet iznaqal�no ispol�zovat� N � ��� dl�
mnogoqlenov s otnositel�no nebol�ximi ko
fficientami
 a ko�
liqestvo dopolnitel�nyh 
ksperimentov rassqityvat� po meto�
dike
 izlo�enno� vyxe	

Posledni� vopros
 kotory� nam sleduet obsudit�
 takov� v
kako� stepeni statistiqeska� model�
 privedenna� vyxe
 soot�
vetstvuet situacii
 voznika�we� pri naxem metode vyqisleni�
gruppy Galua Bolee tonki� analiz pokazyvaet
 qto vmesto ne�
zavisimosti �j dostatoqno trebovat�
 qtoby dispersi� mx oce�
nivalas� line�no� funkcie� ot N 
 t	e	
 grubo govor�
 qtoby
mx � Nph� �x� � O�N����	 Pri 
tom teorema plotnosti Qebota�
reva na samom dele utver�daet
 qto esli ��funkci� Rimana ne
imeet nule� v polose Re z � ���
 to mo�no napisat� ocenku vida
mx � Nph��x� � O�N��
�� esli gipoteza Rimana verna
 to mo�no
brat� � skol� ugodno blizkim k ��

 qto praktiqeski polnost��
obosnovyvaet proizvedennu� vyxe zamenu ishodno� zadaqi na
statistiqesku� zadaqu	

Takim obrazom
 proizvedennye ocenki koliqestva regul�rnyh
qisel
 neobhodimyh dl� opredeleni� gruppy Galua
 na samom
dele verny
 tol�ko esli gipoteza Rimana verna	 #to ne oznaqa�
et
 qto nax metod vyqisleni� gruppy Galua osnovan na gipoteze
Rimana� on budet rabotat� i bez gipotezy Rimana
 tol�ko goraz�
do dol�xe	 Vproqem
 praktika pokazyvaet
 qto dl� opredeleni�
gruppy Galua mnogoqlena stepeni � �� obyqno de�stvitel�no
dostatoqno rassmotreni� dvuhsot prostyh qisel
 qto
 v obwem

mo�et rassmatrivat�s� kak ewe odno podtver�denie �vproqem

dovol�no kosvennoe� istinnosti gipotezy Rimana	

A� Tablicy

A��� Tablicy harakterov Sn pri n � �
Dl� ka�dogo znaqeni� n ot � do ! my privodim dve tablicy


vyqislennye s pomow�� metoda
 opisannogo v �	�	��	 Perva� iz
nih � 
to tablica harakterov Sn	 Ee stroki sootvetstvu�t pro�
stym harakteram ��
 a stolbcy � klassam sopr��ennyh 
lemen�
tov C�
 gde � i 	 � razbieni� qisla n	 Kak obyqno
 my raspolaga�
em vse razbieni� qisla n v leksikografiqeskom por�dke	 Pomi�
mo znaqeni� ���C��
 dl� ka�dogo klassa sopr��ennyh 
lementov
ukazano koliqestvo 
lementov v nem � d� � card C�	 Vtora� ta�
blica sostoit iz ko
fficientov m�� � �
�� ��� �sm	 �	�	���	 Dl�
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n � � i � my ispol�zuem sokrawennye oboznaqeni� dl� zapisi
razbieni�
 sootvetstvu�wih stolbcam tablicy	

�	

d� �
���C�� ���
��� �

m�� ���
��� �

�	

d� � �
���C�� ��� �� �
�
��� �� � ��
�
� � �

m�� ��� �� �
�
��� �� � �
�
� � �

�	

d� � � �
���C�� ��� �� �� �
� �� ���
��� �� �� � �� �
�
� �� � � ��
��� � � �

m�� ��� �� �� �
� �� ���
��� �� �� � � �
�
� �� � � �
��� � � �

�	

d� � � � � �
���C�� ����� ���� ������� ����� ����� ���

��������� � �� � � ��
������� � �� �� � �
����� � � � �� �
����� � � �� � ��
��� � � � � �

m�� ����� ���� ������� ����� ����� ���

��������� � � � � �
������� � � � � �
����� � � � � �
����� � � � � �
��� � � � � �
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�	
d� � �� �� �� �� �� ��
���C�� ���� ������ ���� �� ������ ����� ����� ���

��������� �� � �� � � �� �� �
��������� � �� � � � � ��
������� � �� � �� �� � �
������� � � �� � � � �
����� � � � �� � �� �
����� � � � � �� � ��
��� � � � � � � �

m�� ���� ������ ���� �� ������ ����� ����� ���

��������� �� � � � � � � �
��������� � � � � � � �
������� � � � � � � �
������� � � � � � � �
����� � � � � � � �
����� � � � � � � �
��� � � � � � � �

!	
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A��� Virtual�nye podgruppy Sn pri n � �
My privodim spisok vseh virtual�nyh podgrupp Sn pri n � �


vyqislenny� s pomow�� metodov �a�� �b� i �c� iz razdelov �	� i
�	�	 #ti spiski mogut soder�at� lixnie 
lementy
 t	e	 nesuwe�
stvennye virtual�nye podgruppy� avtor namerenno ostavil ne�
kotorye zavedomo nesuwestvennye virtual�nye podgruppy vrode
virtual�no� podgruppy ��!
 qtoby prodemonstrirovat� suwe�
stvovanie takih virtual�nyh podgrupp	 Temi �e metodami vy�
qisl�ets� spisok vseh virtual�nyh podgrupp Sn pri n � ��
 pri�
qem dl� vyqisleni� potrebovalos� okolo �� minut raboty kom�
p��tera Pentium III����	 #tot spisok ne privodits� zdes� tol�ko
po priqine svoego bol�xogo razmera � v nego vhodit ���� virtu�
al�nyh podgrupp% Tem ne menee
 avtor gotov predostavit� 
tot
spisok v 
lektronnom vide	

Virtual�nye podgruppy upor�doqeny po vozrastani� n
 a dl�
odinakovyh n � po vozrastani� por�dka	 Virtual�nye podgrup�
py Sn odnogo i togo �e por�dka upor�doqiva�ts� po leksiko�
grafiqeskomu ubyvani� vektora y � �y��	

Ka�da� virtual�na� podgruppa H predstavlena tablice� sle�
du�wego vida�

���� por�dok ��
 indeks ��� � ����� svo�stva� Ex
 Pe	

y��d� �&� �&�� �&�� �&�� �&�� �&�� �&��
y�� �� � � � � � �
x� � � � � � � �

razl	 � hbi ����� � 
����
razl	 � hci ���� � 
���
podgr	 ��
 ��
 ��
 ��

Snaqala ukazyvaets� por�dkovy� nomer virtual�no� pod�
gruppy v obwem spiske
 ee por�dok i indeks �napomnim
 qto po�
r�dok i indeks virtual�no� podgruppy korrektno opredeleny�	
Zatem dl� polo�itel�nyh �t	e	 soder�awihs� v znakoperemen�
no� gruppe An � Sn� virtual�nyh podgrupp zapisyvaets� znak
���
 a dl� otricatel�nyh zapisyvaets� �� �v��
 gde v � nomer
virtual�no� podgruppy
 sootvetstvu�we�H�An	 Perva� stroka
zaverxaets� pereqisleniem izvestnyh svo�stv danno� virtual��
no� podgruppy
 ka�doe iz kotoryh kodiruets� dvum� bukvami�
Ex Virtual�na� podgruppa suwestvenna �t	e	 sootvetstvuet

kako��to nasto�we� podgruppe Sn�	
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Un Virtual�na� podgruppa sootvetstvuet ne bolee odno� nasto�
�we� podgruppe	

Cy Virtual�na� podgruppa sootvetstvuet cikliqesko� pod�
gruppe �kotora� v 
tom sluqae odnoznaqno opredelena�	

Pe Virtual�na� podgruppa imeet vid S� dl� nekotorogo raz�
bieni� � � partn �sm	�	�	��	

Tr Virtual�na� podgruppa mo�et sootvetstvovat� tranzitiv�
no� podgruppe v Sn	

No Virtual�na� podgruppa sootvetstvuet normal�no� podgrup�
pe	

Sledu�wie tri stroki soder�at znaqeni� y� � jH�C�j �v vide
y��d�
 gde d� � jC�j�
 y

�
� � �Sn�H �C�� i x� � ��Sn�H � ��� �sm	�	�	���

pri 
tom stolbcy tablicy sootvetstvu�t razbieni�m qisla n

raspolo�ennym v leksikografiqeskom por�dke	

Dalee sledu�t neskol�ko strok
 pereqisl��wie�razlo�eni��
H	 Po suwestvu
 ka�da� stroka otra�aet odin iz pute� postro�
eni� danno� podgruppy s pomow�� metodov �a�� �b� ili �c�	 Dl�
metoda �a� zapis� vygl�dit tak� hai �v�
 gde v � nomer virtu�
al�no� podgruppy H� v Sn��
 iz kotoro� byla poluqena H �sm	
opisanie metoda �a� v �	��	 Dl� metoda �b� zapis� ustroena sle�
du�wim obrazom� hbi ���v��� � � ���s�vs�
 gde � � razbienie qisla
n
 a vj � nomera sootvetstvu�wih virtual�nyh podgrupp Hj v
Sn�� �sm	 opisanie metoda �b� v �	��	 Nakonec
 dl� metoda �c� za�
pis� ustroena tak� hci n��v�� � n��v��
 gde n� i n� � natural�nye
qisla
 takie
 qto n�� n� � n
 v� i v� � nomera virtual�nyh pod�
grupp H� v Sn� i H� v Sn� 
 takih
 qto H � H��H� �sm	 opisanie
metoda �c� v �	��	

Posledn�� stroka pereqisl�et vse virtual�nye podgruppy
Hj �� H
 kotorye mogut soder�at�s� v H soglasno 
 �kriteri�
�	!	�	 Poskol�ku 
tot spisok slixkom velik
 my ukazyvaem tol��
ko ego maksimal�nye 
lementy� ostal�nye podgruppy mo�no
uznat�
 esli prosmotret� spisok podgrupp dl� ka�do� iz Hj
 dl�
ka�do� iz 
tih podgrupp snova prosmotret� spisok podgrupp i
t	d	



VYQISLENIE GRUPPY GALUA ���

Virtual�nye podgruppy S
�

��� por�dok �
 indeks �� �� svo�stva� Ex
 Un
 Cy
 Pe
 Tr
 No	

y��d� �&�
y�� �
x� �

Virtual�nye podgruppy S��

�
� por�dok �
 indeks �� �� svo�stva� Ex
 Un
 Cy
 Pe
 Tr
 No	

y��d� �&�
y�� �
x� �

Virtual�nye podgruppy S��

��� por�dok �
 indeks �� �� svo�stva� Ex
 Un
 Cy
 Pe
 No	

y��d� �&� �&�
y�� � �
x� � �

��� por�dok �
 indeks �� � ���� svo�stva� Ex
 Un
 Cy
 Pe
 Tr
 No	

y��d� �&� �&�
y�� � �
x� � �

razl	 � hbi 
�
�
podgr	 �

Virtual�nye podgruppy S��

��� por�dok �
 indeks !� �� svo�stva� Ex
 Un
 Cy
 Pe
 No	

y��d� �&� �&� �&�
y�� ! � �
x� � � �
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��� por�dok �
 indeks �� � ���� svo�stva� Ex
 Un
 Cy
 Pe	

y��d� �&� �&� �&�
y�� � � �
x� � � �
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