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В ОКРЕСТНОСТИ СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ

Исследован класс нелинейных обратных задач с неизвестными параметрами,

зависящими от времени, для абстрактных уравнений соболевского типа в бана-

ховых пространствах. В задаче наряду с условием Коши рассматривается обоб-

щенное условие Шоуолтера. Доказаны теоремы существования и единственности

слабого и гладкого решений. Общие результаты использованы при исследовании

нелинейной эволюционной обратной задачи для линеаризованной системы Оскол-

кова, моделирующей динамику вязкоупругой жидкости.
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Введение

Рассмотрим обратную задачу для системы уравнений

(1− χ∇2)vt(x, t) = ν∇2v(x, t)− (ṽ · ∇)v(x, t)− (v · ∇)ṽ(x, t)−

−r(x, t) + q1(t)(1− χ∇2)v(x, t) + b(t)‖v‖α0 v +
3m∑

j=2

qj(t)f
j(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

(0.1)
∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (0.2)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (0.3)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, (0.4)

v(xi, t) = ψi(t), i = 1, . . . ,m, t ∈ [0, T ]. (0.5)

Здесь Ω ⊂ R3 — огpаниченная область с гpаницей ∂Ω класса C∞, T > 0, m ∈ N.
Параметр χ ∈ R характеризует упругие свойства жидкости, а параметр ν ∈ R+ —
её вязкие свойства. Вектор-функции v = (v1, v2, v3) (вектор скорости жидкости),
r = (r1, r2, r3) (градиент давления) и функции qj = qj(t), j = 1, 2, . . . , 3m, неиз-
вестны. Вектоp-функция ṽ = (ṽ1, ṽ2, ṽ3), ṽk = ṽk(x), k = 1, 2, 3, задана и озна-
чает стационаpное pешение исходной системы. Также заданы функция b = b(t),
вектор-функции f j = (f j

1 , f
j
2 , f

j
3 ), характеризующие объемные силы, f j = f j(x, t),

j = 2, . . . , 3m, вектор-функции ψi = (ψi
1, ψ

i
2, ψ

i
3), ψi

k = ψi
k(t), k = 1, 2, 3,

i = 1, . . . ,m. Все точки xi ∈ Ω, i = 1, . . . ,m, различны, ‖v‖0 = ‖v‖(L2(Ω))3 , α ∈ R.
При b ≡ 0, qj ≡ 0, j = 1, 2, . . . , 3m, эта система является моделью в линейном

пpиближении течения вязкоупpугой несжимаемой жидкости [1] в окрестности
стационарного решения ṽ.

Работа выполнена при поддержке РФФИ и Министерства образования и науки Челябин-
ской области (грант 10-01-96007-р_урал_а).
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Такие задачи возникают в приложениях, когда известен общий вид мате-
матической модели процесса, некоторые определяющие процесс параметры неиз-
вестны и недоступны для непосредственного измерения, но могут быть воостанов-
лены с помощью доступных для измерителя данных — условий переопределения
(0.5).

Задача (0.1)–(0.5) будет исследована в данной работе в рамках абстракт-
ной нелинейной обратной задачи для операторно-дифференциального уравне-
ния, не разрешимого относительно производной — уравнения соболевского типа.
Пусть U , F и Y — банаховы пространства, операторы L ∈ L(U ;F) (линеен и
непрерывен), kerL 6= {0}, M ∈ Cl(U ;F) (линеен, замкнут и плотно определен),
N : [0, T ] × U × Y → F , B ∈ L(U ;Y), заданы Ψ : [0, T ] → Y , u0 ∈ U . Рассмотрим
соотношения

Lu̇(t) =Mu(t) +N(t, u(t), q(t)), t ∈ [0, T ], (0.6)

u(0) = u0, (0.7)

Bu(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ]. (0.8)

Эволюционной обратной задачей будем называть задачу отыскания из соотноше-
ний (0.6)–(0.8) пары функций u ∈ C([0, T ];U) и q ∈ C([0, T ];Y) (слабое решение)
либо u ∈ C1([0, T ];U) ∩ C([0, T ];D(M)) и q ∈ C1([0, T ];Y) (гладкое решение).

Обратные задачи для уравнений соболевского типа в другой постановке, а
также для других неклассических уравнений математической физики исследова-
лись ранее в работах [2–8].

В данной работе так же, как и в работе [9], касающейся линейной эволю-
ционной обратной задачи для уравнений соболевского типа, с помощью методов
теории вырожденных полугрупп операторов [10] исходная обратная задача реду-
цирована к системе обратной задачи для уравнения, разрешенного относительно
производной по времени, и прямой задачи для уравнения с нильпотентным опе-
ратором при производной. При исследовании нелинейной обратной задачи для
невырожденного уравнения используются результаты монографии [11].

Помимо условия Коши (0.7) в данной работе используется также обобщен-
ное условие Шоуолтера, которое позволяет отказаться от условия согласования
начального значения с другими данными задачи.

1. Прямая задача для вырожденного уравнения

Через L(U ;F) будем обозначать банахово пространство линейных непре-
рывных операторов, действующих из банахова пространства U в банахово про-
странство F . Множество линейных замкнутых операторов с областями определе-
ния, плотными в пространстве U , действующих в F , будем обозначать Cl(U ;F).
Если F = U , то обозначения сократятся до L(U) и Cl(U) соответственно.

Всюду в дальнейшем предполагаем, что L ∈ L(U ;F), M ∈ Cl(U ;F). Обо-
значим ρL(M) = {µ ∈ C : (µL − M)−1 ∈ L(F ;U)}, RL

µ(M) = (µL − M)−1L,
LL
µ(M) = L(µL−M)−1, R+ = {a ∈ R : a > 0}, R+ = R+ ∪ {0}, N0 = {0} ∪ N.

Определение 1. Пусть p ∈ N0. Оператор M называется сильно (L, p)-радиаль-
ным, если
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(i) ∃a ∈ R (a,+∞) ⊂ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µ ∈ (a,+∞) ∀n ∈ N

max{‖(RL
µ(M))n(p+1)‖L(U), ‖(LL

µ(M))n(p+1)‖L(F)} 6
K

(µ− a)n(p+1)
;

(iii) существует плотный в F линеал
◦
F , такой, что

‖M(µL−M)−1(LL
µ(M))p+1f‖F 6

const(f)
(µ− a)p+2

∀f ∈
◦
F

при любом µ ∈ (a,+∞);
(iv) для любого µ ∈ (a,+∞)

‖(RL
µ(M))p+1(µL−M)−1‖L(F ;U) 6

K

(µ− a)p+2
.

Эквивалентность этого, более простого определения сильной (L, p)-радиаль-
ности, и того, которое было использовано в [10], доказана в [12].

Обозначим через U0 (F0) ядро ker(RL
µ(M))p+1 (ker(LL

µ(M))p+1), а через U1

(F1) — замыкание линеала im(RL
µ(M))p+1 (im(LL

µ(M))p+1) в норме пространства
U (F). Через Mk (Lk) будем обозначать сужение оператора M (L) на D(Mk) =
Uk ∩D(M) (Uk), k = 0, 1.

Теорема 1. [10] Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда
(i) U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕F1;
(ii) проектор вдоль U0 на U1 (вдоль F0 на F1) имеет вид

P = s- lim
µ→+∞

(µRL
µ(M))p+1, (Q = s- lim

µ→+∞
(µLL

µ(M))p+1);

(iii) QL = LP , QMu =MPu для всех u ∈ D(M);
(iv) Lk ∈ L(Uk;Fk), Mk ∈ Cl(Uk;Fk), k = 0, 1;
(v) существуют операторы M−1

0 ∈ L(F0;U0) и L−1
1 ∈ L(F1;U1);

(vi) оператор H =M−1
0 L0 нильпотентен степени не больше p ;

(vii) cуществует сильно непрерывная полугруппа {U(t) ∈ L(U) : t ∈ R+},
разрешающая уравнение Lu̇(t) =Mu(t);

(viii) оператор L−1
1 M1 ∈ Cl(U1) является инфинитезимальным генерато-

ром C0-непрерывной полугруппы {U1(t) = U(t)|U1 ∈ L(U1) : t ∈ R+}.

Теорема 1 обобщает теорему Хилле–Иосиды [13] о порождении C0-непре-
рывных полугрупп операторов (см. [10]).

Снабдим область определения D(M) оператора M ∈ Cl(U ;F) нормой его
графика ‖ · ‖D(M) = ‖ · ‖U +‖M · ‖F . В силу замкнутости оператора M полученное
таким образом нормированное пространство является банаховым.

Теорема 2. [10] Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, u0 ∈ D(M), функция
g : [0, T ] → F такова, что Qg ∈ C1([0, T ];F1), (I −Q)g ∈ Cp+1([0, T ];F0),

(I − P )u0 = −
p∑

k=0

HkM−1
0 ((I −Q)g)(k)(0). (1.1)
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Тогда существует единственное решение u ∈ C1([0, T ];U) ∩ C([0, T ];D(M)) за-
дачи Коши

u(0) = u0 (1.2)

для уравнения
Lu̇(t) =Mu(t) + g(t), t ∈ [0, T ]. (1.3)

При этом

u(t) = U(t)u0 +

t∫

0

U(s)L−1
1 Qg(t− s)ds−

p∑

k=0

HkM−1
0 ((I −Q)g)(k)(t). (1.4)

Теорема 3. [10] Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, u0 ∈ D(M1), функ-
ция g : [0, T ] → F такова, что Qg ∈ C1([0, T ];F1), (I − Q)g ∈ Cp+1([0, T ];F0).
Тогда существует единственное решение u ∈ C1([0, T ];U)∩C([0, T ];D(M)) обоб-
щенной задачи Шоуолтера

Pu(0) = u0 (1.5)

для уравнения (1.3). При этом решение имеет вид (1.4).

Теоремы 2, 3 посвящены условиям существования классических решений
задач Коши и Шоуолтера для неоднородного вырожденного уравнения (1.3). По-
нятие слабого решения уравнения, как известно, состоит в том, что таковым
является функция, по форме соответствующая классическому решению, но, воз-
можно, не дифференцируемая. Для уравнения (1.3) под слабым решением есте-
ственно понимать функцию u ∈ C([0, T ];U), имеющую вид (1.4). Тогда разница
между слабыми решениями задач (1.2), (1.3) и (1.3), (1.5) состоит лишь в том,
что для слабого решения первой из них необходимо выполнение условия согла-
сования (1.1), а для слабого решения второй — нет. Формализуем высказанные
соображения.

Определение 2. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален и выполняется усло-
вие согласования (1.1). Слабым решением задачи (1.2), (1.3) называется функция
u ∈ C([0, T ];U), имеющая вид (1.4).

Определение 3. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Слабым решением
задачи (1.3), (1.5) называется функция u ∈ C([0, T ];U), имеющая вид (1.4).

Теорема 4. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, u0 ∈ U , функция g :
[0, T ] → F такова, что Qg ∈ C([0, T ];F1), (I −Q)g ∈ Cp([0, T ];F0),

(I − P )u0 = −
p∑

k=0

HkM−1
0 ((I −Q)g)(k)(0).

Тогда существует единственное слабое решение u ∈ C([0, T ];U) задачи (1.2),
(1.3).

Теорема 5. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, Pu0 ∈ U , функция
g : [0, T ] → F такова, что Qg ∈ C([0, T ];F1), (I − Q)g ∈ Cp([0, T ];F0). Тогда
существует единственное слабое решение u ∈ C([0, T ];U) задачи (1.3), (1.5).
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Доказательство. Действительно, в условиях теорем 4 и 5 функция (1.4) опреде-
лена и непрерывна.

2. Невырожденная нелинейная обратная задача

Рассмотрим нелинейную обратную задачу для уравнения, разрешенного от-
носительно производной,

v̇(t) = Av(t) + g(t, v(t), q(t)), t ∈ [0, T ], (2.1)

v(0) = v0, (2.2)

Bv(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ]. (2.3)

Задача заключается в отыскании функций v : [0, T ] → X , q : [0, T ] → Y из
соотношений (2.1)–(2.3), где A ∈ Cl(X ) — инфинитезимальный генератор C0-
непрерывной полугруппы операторов, g : [0, T ] × X × Y → X , B ∈ L(X ;Y).
Сформулируем условия разрешимости этой задачи в смысле слабых и в смысле
гладких решений, найденные в работе [11].

Далее предполагается, что отображение g : [0, T ]×X ×Y → X представимо
в виде

g(t, v, q) = g1(t, v) + g2(t, v, q) ∀(t, v, q) ∈ [0, T ]×X × Y . (2.4)

Введем следующие обозначения

SX (a,R) = {v ∈ X : ‖v − a‖X < R} , SX (a,R, T ) = [0, T ]× SX (a,R).

Считая функцию Ψ дифференцируемой, определим значение

y0 = Ψ′(0)−BAv0 − Bg1(0, v0)

и потребуем выполнения условий:
(А) уравнение Bg2(0, v0, q) = y0 относительно q имеет единственное решение

q0 ∈ Y ;
(В) существует отображение g3 : [0, T ]× Y × Y → Y , такое, что

Bg2(t, v, q) = g3(t, Bv, q);

(С) существует число R > 0, такое, что для любых t ∈ [0, T ] отображение
y = g3(t,Ψ(t), q) как функция от q в шаре SY(q0, R) имеет обратное отображение
q = Φ(t, y);

(D) существует число R > 0, такое, что отображение Φ непрерывно от-
носительно (t, y) на множестве SY(y0, R, T ) и удовлетворяет условию Липшица
относительно y;

(E) существует число R > 0, такое, что обе функции g1(t, v) и g2(t, v, q)
являются непрерывными по совокупности всех переменных на SX×Y((v0, q0), R, T )
и удовлетворяют условию Липшица относительно (v, q).
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Определение 4. Слабым решением задачи (2.1)–(2.3) на отрезке [0, T1] называ-
ется такая пара функций (v, q) ∈ C([0, T1];X )×C([0, T1];Y), что для всех t ∈ [0, T1]
выполняется условие (2.3) и

v(t) = V (t)v0 +

t∫

0

V (t− s)g(s, v(s), q(s))ds,

где {V (t) ∈ L(X ) : t ∈ R+} — C0-непрерывная полугруппа, порождаемая опера-
тором A.

Теорема 6. [11] Пусть A — инфинитезимальный генератор C0-непрерывной
полугруппы в пространстве X , v0 ∈ X , B,BA ∈ L(X ;Y), Ψ ∈ C1([0, T ];Y),
Bv0 = Ψ(0), а также выполняются условия (2.4), (А)–(Е). Тогда при некото-
ром T1 ∈ (0, T ] существует единственное слабое решение (v, q) ∈ C([0, T1];X )×
C([0, T1];Y) обратной задачи (2.1)–(2.3) на отрезке [0, T1].

Определение 5. Гладким решением задачи (2.1)–(2.3) на отрезке [0, T1] назы-
вается такая пара (v, q) ∈ (C1([0, T1];X ) ∩ C([0, T1];D(A))) × C1([0, T1];Y), для
которой выполняется (2.2) и соотношения (2.1), (2.3) при всех t ∈ [0, T1].

Для получения достаточных условий существования гладкого решения рас-
сматриваемой обратной задачи условия (D) и (E) требуется усилить, заменив их
следующими условиями:

(D1) существует число R > 0 такое, что отображение Φ дифференцируемо
по Фреше на множестве SY(y0, R, T ) и его частные производные Φt,Φy непрерыв-
ны в операторной норме и удовлетворяют условию Липшица относительно y ;

(E1) существует число R > 0 такое, что обе функции g1(t, v) и g2(t, v, q)
являются дифференцируемыми по Фреше на множестве SX×Y((v0, q0), R, T ) и их
частные производные g1t, g1v, g2t, g2v, g2q непрерывны по операторной норме и
удовлетворяют условию Липшица относительно (v, q).

Теорема 7. [11] Пусть A — инфинитезимальный генератор C0-непрерывной
полугруппы в пространстве X , v0 ∈ D(A), B, BA ∈ L(X ;Y), Ψ ∈ C2([0, T ];Y),
Bv0 = Ψ(0), а также выполняются условия (2.4), (A)–(C), (D1), (E1). Тогда
при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное гладкое решение (v, q) ∈
(C1([0, T1];X )∩C([0, T1];D(A)))×C1([0, T1];Y) обратной задачи (2.1)–(2.3) на от-
резке [0, T1].

3. Нелинейная обратная задача для уравнения соболевского
типа

Вернемся к обратной задаче для уравнения соболевского типа

Lu̇(t) =Mu(t) +N(t, u(t), q(t)), t ∈ [0, T ], (3.1)

u(0) = u0, (3.2)

Bu(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ]. (3.3)
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Здесь U , F , Y — банаховы пространства, L ∈ L(U ;F), M ∈ Cl(U ;F), B ∈ L(U ;Y),
N : [0, T ] × U × Y → F , Ψ : [0, T ] → Y . Неизвестными являются функции u :
[0, T ] → U , q : [0, T ] → Y .

Учитывая определение 2 слабого решения вырожденного уравнения, введем
в рассмотрение следующее понятие слабого решения рассматриваемой задачи.

Определение 6. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Слабым ре-
шением задачи (3.1)–(3.3) на отрезке [0, T1] называется такая пара функций
(u, q) ∈ C([0, T1];U) × C([0, T1];Y), для которой выполняется условие (3.2),
(I −Q)N(·, u(·), q(·)) ∈ Cp([0, T1];F),

(I − P )u0 = −
p∑

k=0

HkM−1
0

dk

dtk

∣∣∣∣
t=0

(I −Q)N(t, u(t), q(t)),

при всех t ∈ [0, T1] выполняется условие (3.3) и

u(t) = U(t)u0 +

t∫

0

U(t− s)L−1
1 QN(s, u(s), q(s))ds−

−
p∑

k=0

HkM−1
0

dk

dtk
(I −Q)N(t, u(t), q(t)).

Теорема 8. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, imN ⊂ F1, u0 ∈ U1,

B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C1([0, T ];Y), Bu0 = Ψ(0),

а также выполняются условия (2.4), (А)–(Е) при X = U1, g = L−1
1 N , A =

L−1
1 M1, v0 = u0. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное

слабое решение (u, q) ∈ C([0, T1];U)× C([0, T1];Y) обратной задачи (3.1)–(3.3) на
отрезке [0, T1].

Доказательство. Пусть операторM сильно (L, p)-радиален. Тогда функцию u(t)
можно представить в виде u(t) = Pu(t) + (I − P )u(t). Обозначим Pu(t) = v(t),
(I − P )u(t) = w(t). В силу теоремы 1 и вложения U0 ⊂ kerB задача (3.1)–(3.3)
эквивалентна задаче нахождения функций v, w, q из соотношений

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) + L−1

1 QN(t, v(t) + w(t), q(t)), t ∈ [0, T ], (3.4)

v(0) = v0 ≡ Pu0 = u0, (3.5)

BPu(t) = Bv(t) = Bu(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ], (3.6)

Hẇ(t) = w(t) +M−1
0 (I −Q)N(t, v(t) + w(t), q(t)), t ∈ [0, T ], (3.7)

w(0) = w0 ≡ (I − P )u0. (3.8)

Здесь оператор H = M−1
0 L0 нильпотентен степени не больше p согласно утвер-

ждению теоремы 1 (vi).
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Поскольку imN ⊂ F1, то QN = N , (I − Q)N = 0. Тогда задача (3.4)–(3.8)
принимает вид

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) + L−1

1 N(t, v(t) + w(t), q(t)), t ∈ [0, T ],

v(0) = v0, (3.9)

Bv(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ], (3.10)

Hẇ(t) = w(t), t ∈ [0, T ], (3.11)

w(0) = (I − P )u0. (3.12)

Применим к задаче Коши (3.11), (3.12) теорему 6. Возьмем в качестве U = F
подпространство U0, в качестве L и M — операторы H и I. Тогда при любом
µ ∈ C имеем

((µH − I)−1H)p+1 =

(
p∑

k=0

µkHk+1

)p+1

= 0, (H(µH − I)−1)p+1 = 0,

поэтому оператор I сильно (H, p)-радиален. Тогда при g ≡ 0 по теореме 6 имеем
единственное слабое решение задачи (3.11), (3.12) — функцию w ≡ 0, поскольку
(I − P )u0 ≡ 0.

Итак, задача (3.1)–(3.3) сведена к обратной задаче (3.9), (3.10) для разре-
шенного относительно производной уравнения

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) + L−1

1 N(t, v(t), q(t)), t ∈ [0, T ].

Если положить X = U1, g = L−1
1 N : [0, T ] × U1 × Y → U1, A = L−1

1 M1, v0 = u0,
то получится в точности задача (2.1)–(2.3). Условия теоремы 6 об однозначной
локальной разрешимости этой задачи в данном случае выполняются. Тогда су-
ществует единственное слабое решение этой обратной задачи

v(t) = U1(t)u0 +

t∫

0

U1(t− s)L−1
1 QN(s, v(s), q(s))ds =

= U(t)u0 +

t∫

0

U(t− s)L−1
1 QN(s, u(s), q(s))ds,

поскольку u(t) = v(t). Полученное выражение по определению 6 и есть слабое
решение задачи (3.1)–(3.3) в силу того, что (I −Q)N = 0.

В случае когда отображение N не зависит от переменной (I−P )u, при p = 0
можно отказаться от ограничения на образ imN .

Теорема 9. Пусть оператор M сильно (L, 0)-радиален, отображение N : [0, T ]×
U × Y → Y непрерывно по совокупности переменных (t, u, q), для всех (t, u, q) ∈
[0, T ]×U ×Y выполняется N(t, u, q) = N(t, Pu, q), кроме того, u0 ∈ U , q(0) ∈ Y,

(I − P )u0 = −M−1
0 (I −Q)N(0, Pu0, q(0)), (3.13)
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B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C1([0, T ];Y), Bu0 = Ψ(0),

а также выполняются условия (2.4), (А)–(Е) при X = U1, g = L−1
1 QN , A =

L−1
1 M1, v0 = Pu0. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное

слабое решение (u, q) ∈ C([0, T1];U)× C([0, T1];Y) обратной задачи (3.1)–(3.3) на
отрезке [0, T1].

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 8, и используя
сильную (L, 0)-радиальность оператора M и условия на отображение N , сведем
задачу (3.1)–(3.3) к задаче (3.9), (3.10), (3.12) для уравнений

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) + L−1

1 QN(t, v(t), q(t)), t ∈ [0, T ], (3.14)

0 = w(t) +M−1
0 (I −Q)N(t, v(t), q(t)), t ∈ [0, T ]. (3.15)

Здесь оператор H = 0. По теореме 6 задача (3.9), (3.10), (3.14) при некотором
T1 ∈ (0, T ] имеет единственное слабое решение (v, q) ∈ C([0, T1];U1)×C([0, T1];Y).
Тогда из уравнения (3.15) следует, что

w(t) = −M−1
0 (I −Q)N(t, v(t), q(t)), t ∈ [0, T1]. (3.16)

Функция w(t) является непрерывной в силу непрерывности отображения N . Из
условия (3.12) в таком случае следует необходимость условия согласования (3.13).
Тогда функция

u(t) = v(t) + w(t) = U1(t)u0 +

t∫

0

U1(t− s)L−1
1 QN(s, v(s), q(s))ds−

−M−1
0 (I −Q)N(t, v(t), q(t))

является слабым решением задачи (3.1)–(3.3) по определению 6 в силу того, что
N(t, v(t), q(t)) ≡ N(t, u(t), q(t)).

Чтобы избавиться от необходимости выполнения неудобного для провер-
ки условия согласования (3.13), которое к тому же дополнительно предполагает
априорное знание величины q(0), заменим начальное условие (3.2) в обратной
задаче на так называемое обобщенное условие Шоуолтера [10]

Pu(0) = u0. (3.17)

При этом слабым решением задачи (3.1), (3.3), (3.17) на отрезке [0, T1] будем на-
зывать пару функций (u, q) ∈ C([0, T1];U)×C([0, T1];Y), для которой справедливо
включение (I −Q)N(·, u(·), q(·)) ∈ Cp([0, T1];F) и при всех t ∈ [0, T1] выполняется
равенство (3.3) и

u(t) = U(t)u0 +

t∫

0

U(t− s)L−1
1 QN(s, u(s), q(s))ds−

−
p∑

k=0

HkM−1
0

dk

dtk
(I −Q)N(t, u(t), q(t)).
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Теорема 10. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, imN ⊂ F1, u0 ∈ U1,

B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C1([0, T ];Y), Bu0 = Ψ(0),

а также выполняются условия (2.4), (А)–(Е) при X = U1, g = L−1
1 N , A =

L−1
1 M1, v0 = u0. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное

слабое решение (u, q) ∈ C([0, T1];U) × C([0, T1];Y) обратной задачи (3.1), (3.3),
(3.17) на отрезке [0, T1].

Теорема 11. Пусть оператор M сильно (L, 0)-радиален, отображение N :
[0, T ] × U × Y → Y непрерывно по совокупности переменных (t, u, q), для всех
(t, u, q) ∈ [0, T ]×U ×Y выполняется N(t, u, q) = N(t, Pu, q), кроме того, u0 ∈ U1,

B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C1([0, T ];Y), Bu0 = Ψ(0),

а также выполняются условия (2.4), (А)–(Е) при X = U1, g = L−1
1 QN ,

A = L−1
1 M1, v0 = u0. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное

слабое решение (u, q) ∈ C([0, T1];U) × C([0, T1];Y) обратной задачи (3.1), (3.3),
(3.17) на отрезке [0, T1].

Доказательство. Задача (3.1), (3.3), (3.17) отличается от задачи (3.1)–(3.3) толь-
ко отсутствием условия на (I − P )u(0), которое при доказательстве теорем 8
и 9 лишь приводило к необходимости дополнительных условий согласования:
u0 ∈ U1 в теореме 8 и условие (3.13) в теореме 9. С другой стороны, условие
(3.17) само по себе предполагает принадлежность u0 ∈ U1. Поэтому условия тео-
рем 8 и 10 одинаковы, а теорема 11 отличается от теоремы 9 только заменой
условия (3.13) на включение u0 ∈ U1.

Определение 7. Гладким решением задачи (3.1)–(3.3) на отрезке [0, T1] назы-
вается такая пара (u, q) ∈ (C1([0, T1];U) ∩ C([0, T1];D(M))) × C1([0, T1];Y), для
которой выполняется (3.2) и соотношения (3.1), (3.3) при всех t ∈ [0, T1].

Теорема 12. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, при этом imN ⊂ F1,

u0 ∈ D(M1), B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C2([0, T ];Y),

Bu0 = Ψ(0), а также выполняются условия (2.4), (А)–(C), (D1), (E1) при
X = U1, g = L−1

1 N , A = L−1
1 M1, v0 = u0. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] суще-

ствует единственное гладкое решение (u, q) ∈ (C1([0, T1];U)∩C([0, T1];D(M)))×
C1([0, T1];Y) обратной задачи (3.1)–(3.3) на отрезке [0, T1].

Теорема 13. Пусть оператор M сильно (L, 0)-радиален и выполняются следу-
ющие условия:

(i) для всех (t, u, q) ∈ [0, T ]× U × Y выполняется N(t, u, q) = N(t, Pu, q);

(ii) u0 ∈ D(M), q(0) ∈ Y, (I − P )u0 = −M−1
0 (I −Q)N(0, Pu0, q(0));

(iii) B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C2([0, T ];Y), Bu0 =

Ψ(0);

(iv) выполняются условия (2.4), (А)–(C), (D1), (E1) при X = U1, g =
L−1
1 QN , A = L−1

1 M1, v0 = Pu0;

(v) на множестве SU×Y((u0, q0), R, T ) отображение N : [0, T ]× U × Y → Y
дифференцируемо по Фреше, а его частные производные Nt, Nu, Nq непрерывны
по совокупности переменных (t, u, q) в сильной топологии.
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Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное гладкое решение
(u, q) ∈ (C1([0, T1];U)∩C([0, T1];D(M)))×C1([0, T1];Y) обратной задачи (3.1)–(3.3)
на отрезке [0, T1].

Определение 8. Гладким решением задачи (3.1), (3.3), (3.17) на отрезке [0, T1]
называется такая пара (u, q) ∈ (C1([0, T1];U) ∩ C([0, T1];D(M))) × C1([0, T1];Y),
для которой выполняется (3.17) и соотношения (3.1), (3.3) при всех t ∈ [0, T1].

Теорема 14. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, при этом imN ⊂ F1,

u0 ∈ D(M1), B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), U0 ⊂ kerB, Ψ ∈ C2([0, T ];Y),

Bu0 = Ψ(0), а также выполняются условия (2.4), (А)–(C), (D1), (E1) при
X = U1, g = L−1

1 N , A = L−1
1 M1, v0 = u0. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] суще-

ствует единственное гладкое решение (u, q) ∈ (C1([0, T1];U)∩C([0, T1];D(M)))×
C1([0, T1];Y) обратной задачи (3.1), (3.3), (3.17) на отрезке [0, T1].

Теорема 15. Пусть оператор M сильно (L, 0)-радиален и выполняются следу-
ющие условия:

(i) для всех (t, u, q) ∈ [0, T ]× U × Y выполняется N(t, u, q) = N(t, Pu, q);

(ii) u0 ∈ D(M1), B ∈ L(U ;Y), BL−1
1 M1 ∈ L(U1;Y), Ψ ∈ C2([0, T ];Y), Bu0 =

Ψ(0), U0 ⊂ kerB;
(iii) выполняются условия (2.4), (А)–(C), (D1), (E1) при X = U1, g =

L−1
1 QN , A = L−1

1 M1, v0 = u0;
(iv) на множестве SU×Y((u0, q0), R, T ) отображение N : [0, T ]×U ×Y → Y

дифференцируемо по Фреше, а его частные производные Nt, Nu, Nq непрерывны
по совокупности переменных (t, u, q) в сильной топологии.

Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное гладкое решение
(u, q) ∈ (C1([0, T1];U) ∩ C([0, T1];D(M))) × C1([0, T1];Y) обратной задачи (3.1),
(3.3), (3.17) на отрезке [0, T1].

Доказательство. При доказательстве теорем 8–11 исходная задача сводилась к
задаче для невырожденного уравнения. Для нее в теореме 7 доказано, что допол-
нительная гладкость функции Ψ, принадлежность v0 линеалу D(A) и выполне-
ние условий (D1), (E1) в условиях теоремы 6 приводят к существованию гладкого
решения обратной задачи. Используя это наблюдение и рассуждая, как при дока-
зательстве теорем 8 и 10, получим доказательства теорем 12 и 14. Надо при этом
заметить, что непрерывность решения относительно нормы графика оператора
A = L−1

1 M1 в силу гомеоморфности оператора L1 равносильна непрерывности в
норме графика оператора M1, а поскольку в условиях теорем 12 и 14 u(t) = Pu(t),
то это равносильно непрерывности решения в норме графика оператора M .

В условиях теорем 13 и 15 воспроизведем доказательства теорем 9 и 11 и
к сказанному выше добавим, что функция (3.16) непрерывно дифференцируема
в силу непрерывной дифференцируемости ее аргументов и требований дополни-
тельной гладкости отображения N . Например,

‖Nu(t, v(t), q(t))v̇(t)−Nu(t0, v(t0), q(t0))v̇(t0)‖F 6

6 ‖Nu(t, v(t), q(t))(v̇(t)− v̇(t0))‖F + ‖(Nu(t, v(t), q(t))−Nu(t0, v(t0), q(t0)))v̇(t0)‖F 6
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6 C‖v̇(t)− v̇(t0)‖U + ‖(Nu(t, v(t), q(t))−Nu(t0, v(t0), q(t0)))v̇(t0)‖F → 0

при t→ t0, поскольку из сильной непрерывности семейства операторов

{Nu(t, v(t), q(t)) ∈ L(U ;F) : t ∈ (t0 − δ, t0 + δ)}

по теореме Банаха–Штейнгауза следует его равномерная ограниченность при ма-
лом δ > 0.

При этом функция Mw(t) = −(I − Q)N(t, v(t), q(t)) также непрерывна, а
значит, решение непрерывно относительно нормы графика оператора M .

4. Нелинейная обратная задача
для линеаризованной системы Осколкова

Редуциpуем задачу (0.1)–(0.4) к задаче Шоуолтера (3.17) для уpавнения
(3.1). Для этого обозначим чеpез

L2 = (L2(Ω))
3, H1 = (W 1

2 (Ω))
3, H2 = (W 2

2 (Ω))
3

соболевские пpостpанства вектоp-функций w = (w1, w2, w3), опpеделенных в об-
ласти Ω. Замыкание множества L = {v ∈ (C∞

0 (Ω))3 : ∇ · v = 0} по ноpме L2

обозначим через Hσ, а по норме H1 — через H1
σ. Будем использовать также обо-

значение H2
σ = H1

σ ∩ H2. Обозначим через Hπ оpтогональное дополнение к Hσ в
L2, чеpез Σ : L2 → Hσ, Π = I − Σ — соответствующие оpтопpоектоpы.

В пространстве L рассмотрим оператор A = Σ∇2. Известно (см. [14]), что
оператор A, продолженный до замкнутого оператора в пространстве Hσ с об-
ластью определения H2

σ, имеет вещественный, отрицательный, дискретный, ко-
нечнократный спектр, сгущающийся только на −∞. Обозначим через {λk} его
собственные значения, занумерованные по невозрастанию с учетом кратности, а
через {ϕk} — ортонормированную систему соответствующих собственных функ-
ций, которая, как известно, образует базис в Hσ.

Пусть ṽ ∈ H1. Тогда фоpмулой Dw = ν∇2w − (ṽ · ∇)w − (w · ∇)ṽ зададим
опеpатоp D ∈ L(H2

σ;L2).
Учитывая уравнение несжимаемости (0.2), положим

U = H2
σ ×Hπ, F = L2 = Hσ ×Hπ. (4.1)

В данном случае элемент u ∈ U имеет вид u = (v, r), а элемент f ∈ F — вид
f = (g, h), где g = Σf , h = Πf . Тогда фоpмулой

L =

(
I − χA O

−χΠ∇2 O

)
(4.2)

опpеделяется опеpатоp L ∈ L(U ;F). Если χ−1 /∈ σ(A), то kerL = {0} × Hπ . При
заданном ṽ ∈ H1 фоpмулой

M =

(
ΣD O

ΠD −I

)
(4.3)
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опpеделяется опеpатоp M ∈ L(U ;F).

Теорема 16. Пусть пpостpанства U и F опpеделены в (4.1), а опеpатоpы L
и M — в (4.2) и (4.3) соответственно, χ 6= 0, χ−1 6∈ σ(A). Тогда опеpатоp M
сильно (L, 0)-pадиален, при этом

P =

(
I O

χΠ∇2(I − χA)−1ΣD +ΠD O

)
, Q =

(
I O

−χΠ∇2(I − χA)−1 O

)
.

Доказательство. Для любого v ∈ Hσ имеем

‖(I − χA)−1v‖2H2
σ
=
(
‖(I − χA)−1v‖2Hσ

+ ‖A(I − χA)−1v‖2Hσ

)
=

=
∞∑

k=1

(1 + λ2k)|〈v, ϕk〉|2
|1− χλk|2

6 C1

∞∑

k=1

|〈v, ϕk〉|2 = C1‖v‖Hσ
,

поэтому (I − χA)−1 ∈ L(Hσ;H
2
σ). Следовательно,

‖D(I − χA)−1v‖2L2
6 C2‖(I − χA)−1v‖2H2

σ
6 C3‖v‖Hσ

и D(I − χA)−1 ∈ L(Hσ;L2).
Таким образом, обратный оператор

(µ(I − χA)− ΣD)−1 =
1

µ
(I − χA)−1

(
I − 1

µ
ΣD(I − χA)−1

)−1

существует и непрерывно действует из Hσ в H2
σ при

|µ| > ‖ΣD(I − χA)−1‖L(Hσ)

в силу того, что χ 6= 0, (I − χA)−1 ∈ L(Hσ;H
2
σ). При таких µ ∈ C имеем

µL−M =

(
µ(I − χA)− ΣD O

−µχΠ∇2 − ΠD I

)
,

(µL−M)−1 =

(
(µ(I − χA)− ΣD)−1 O

(µχΠ∇2 +ΠD)(µ(I − χA)− ΣD)−1 I

)
.

Непрерывность оператора D(I−χA)−1 из Hσ в L2 доказана выше, непрерывность
оператора ∇2(I − χA)−1 из Hσ в L2 доказывается аналогично. Следовательно,
оператор

(µχΠ∇2 +ΠD)(µ(I − χA)− ΣD)−1 =

=

(
χΠ∇2 +

1

µ
ΠD

)
(I − χA)−1

(
I − 1

µ
ΣD(I − χA)−1

)−1

непрерывно действует из Hσ в Hπ. Из всего сказанного следует, что при доста-
точно больших |µ| оператор (µL−M)−1 : F → U непрерывен.

Далее,

RL
µ(M) =

(
(µ− (I − χA)−1ΣD)−1 O

(µχΠ∇2 +ΠD)(µ− (I − χA)−1ΣD)−1 − χΠ∇2 O

)
=
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=

( 1
µ
(I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD)−1 O

(χΠ∇2 1
µ
(I − χA)−1ΣD + 1

µ
ΠD)(I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD)−1 O

)
.

Здесь использованы преобразования

χΠ∇2

(
I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD

)−1

− χΠ∇2 =

= χΠ∇2

∞∑

k=0

1

µk

(
(I − χA)−1ΣD

)k − χΠ∇2 = χΠ∇2

∞∑

k=1

1

µk

(
(I − χA)−1ΣD

)k
=

= χΠ∇2 1

µ
(I − χA)−1ΣD

∞∑

k=0

1

µk

(
(I − χA)−1ΣD

)k
=

= χΠ∇2 1

µ
(I − χA)−1ΣD

(
I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD

)−1

.

У оператора RL
µ(M)(µL −M)−1 второй столбец также нулевой, а первый имеет

вид

1
µ2 (I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD)−2(I − χA)−1

(
χΠ∇2 1

µ2 (I − χA)−1ΣD + 1
µ2ΠD

)
(I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD)−2(I − χA)−1 ,

поэтому для f ∈ L2

M(µL−M)−1LL
µ(M)f =

(
ΣD 1

µ2 (I − 1
µ
(I − χA)−1ΣD)−2(I − χA)−1Σf

ΠD 1
µ2 (I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD)−2(I − χA)−1Σf

)
,

LL
µ(M) =

( 1
µ
(I − 1

µ
ΣD(I − χA)−1)−1 O

− 1
µ
χΠ∇2(I − χA)−1(I − 1

µ
ΣD(I − χA)−1)−1 O

)
.

Из непрерывности оператора ΣD : H2
σ → Hσ следует, что (I − χA)−1ΣD ∈

L(H2
σ). Поэтому при µ > a1 = ‖(I − χA)−1ΣD‖L(H2

σ)

‖(µ− (I − χA)−1ΣD)−1‖L(H2
σ)

6
1

µ− a1
,

непрерывен оператор

(
χΠ∇2 1

µ
(I − χA)−1ΣD +

1

µ
ΠD

)(
I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD

)−1

: H2
σ → Hπ,

∥∥∥∥∥

(
χΠ∇2 1

µ
(I − χA)−1ΣD +

1

µ
ΠD

)(
I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD

)−1
∥∥∥∥∥
L(H2

σ ;Hπ)

6
C4

µ− a1
.

Далее,
∥∥∥∥∥
1

µ2

(
I − 1

µ
(I − χA)−1ΣD

)−2

(I − χA)−1

∥∥∥∥∥
L(Hσ ;H2

σ)

6
C5

(µ− a1)
2 .
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Аналогично оценивается второй элемент первого столбца рассматриваемой опе-
раторной матрицы RL

µ(µL−M)−1 по норме в L(Hσ;Hπ). Кроме того, при f ∈ L2

‖M(µL−M)−1LL
µ(M)f‖L2

=

=

∥∥∥∥D
1

µ2

(
I − µ−1(I − χA)−1ΣD

)−2
(I − χA)−1Σf

∥∥∥∥
L2

6
C6‖f‖L2

(µ− a1)
2 .

Наконец, заметим, что ΣD(I − χA)−1 ∈ L(Hσ), и при выбранном значении пара-
метра µ > a2 = ‖ΣD(I − χA)−1‖L(Hσ) выполняется

∥∥∥∥∥
1

µ

(
I − 1

µ
ΣD(I − χA)−1

)−1
∥∥∥∥∥
L(Hσ)

6
1

µ− a2
,

∥∥∥∥∥−
1

µ
χΠ∇2(I − χA)−1

(
I − 1

µ
ΣD(I − χA)−1

)−1
∥∥∥∥∥
L(Hσ ;Hπ)

6
C7

µ− a2
.

Таким образом, оператор M сильно (L, 0)-радиален. Формулы для проекто-
ров нетрудно найти по формулам из теоремы 1 (ii).

При t ∈ [0, T ] зададим матрицу размера (3m)× (3m)

Λ(t) =




ψ1
1(t) ((I − χA)−1Σf 2)1(x1, t) . . . ((I − χA)−1Σf 3m)1(x1, t)

ψ1
2(t) ((I − χA)−1Σf 2)2(x1, t) . . . ((I − χA)−1Σf 3m)2(x1, t)

ψ1
3(t) ((I − χA)−1Σf 2)3(x1, t) . . . ((I − χA)−1Σf 3m)3(x1, t)
. . . . . . . . . . . .
ψm
1 (t) ((I − χA)−1Σf 2)1(xm, t) . . . ((I − χA)−1Σf 3m)1(xm, t)

ψm
2 (t) ((I − χA)−1Σf 2)2(xm, t) . . . ((I − χA)−1Σf 3m)2(xm, t)

ψm
3 (t) ((I − χA)−1Σf 2)3(xm, t) . . . ((I − χA)−1Σf 3m)3(xm, t)




,

где ((I−χA)−1Σf j)k — k-я компонента вектор-функции (I−χA)−1Σf j, k = 1, 2, 3,
j = 2, . . . , 3m.

Теорема 17. Пусть n < 4, α ∈ R, v0 ∈ H2
σ, v0 6= 0 при α < 1, b ∈ C([0, T ];R),

f j ∈ C([0, T ];L2), j = 2, . . . , 3m, ψi ∈ C1([0, T ];R3), i = 1, . . . ,m, det Λ(t) 6=
0 для всех t ∈ [0, T ], выполняются условия согласования v0(xi) = ψi(0), i =
1, . . . ,m. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] слабое решение v ∈ C([0, T1];Hσ), r ∈
C([0, T1];Hπ), qj ∈ C([0, T1];R), j = 1, 2, . . . , 3m, обратной задачи (0.1)–(0.5) на
отрезке [0, T1] существует и единственно.

Доказательство. Сразу заметим, учитывая вид проектора P в утверждении тео-
ремы 16, что задача (0.4) для системы (0.1)–(0.3) является обобщенной задачей
Шоуолтера. При этом F0 = Hπ, F1 = Hσ, U0 = Hπ, U1 изоморфно H2

σ. Отсюда
следует требование v0 ∈ H2

σ = D(M1). Поэтому, опять же в силу теоремы 16,
доказательство можно свести к проверке условий теоремы 11.

Положим Y = R3m, тогда для q = (q1, q2, . . . , q3m)

N(t, v, r, q) = q1(1− χ∇2)v + b‖v‖αL2
v +

3m∑

j=2

qjf
j(·, t) = N(t, v, q) = N(t, Pu, q) ∈ F ,
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поскольку f j(·, t) ∈ L2.
Так как

Bu = B(v, r) =




v(x1)
. . .

v(xm)


 ∈ Y ,

а при размерности области n < 4 имеет место вложение W 2
2 (Ω) ⊂ C(Ω), то

‖v(xi)‖R3 6 max
x∈Ω

‖v(x)‖R3 = ‖v‖C(Ω;R3) 6 C‖v‖(W 2
2
(Ω))3 ,

и поэтому B ∈ L(U ;Y). Имеем B(0, r) = 0, следовательно, U0 ⊂ kerB. Так как
M ∈ L(U), то автоматически выполняется условие BL−1

1 M1 ∈ L(U1;Y). Осталось
проверить условия (2.4), (A)–(D).

Отметим, что L−1
1 = (I − χA)−1. В условии (2.4) возьмем

g2(t, v, q) = L−1
1 Q

(
q1(1− χ∇2)v +

3m∑

j=2

qjf
j(·, t)

)
= q1v +

3m∑

j=2

qj(I − χA)−1Σf j(·, t),

g1(t, v) = b(t)‖v‖αL2
(I − χA)−1v.

Тогда уравнение



q1v0(x1) +
3m∑
j=2

qj(I − χA)−1Σf j(x1, 0)

. . .

q1v0(xm) +
3m∑
j=2

qj(I − χA)−1Σf j(xm, 0)




=

=




(ψ1)′(0)− (I − χA)−1ΣDv0(x1)− b(0)‖v0‖αL2
(I − χA)−1v(x1)

. . .
(ψm)′(0)− (I − χA)−1ΣDv0(xm)− b(0)‖v0‖αL2

(I − χA)−1v(xm)




относительно вектора q ∈ Y имеет единственное решение в силу условия
det Λ(0) 6= 0, поэтому выполняется условие (A).

Далее,

Bg2(t, v, q) =




q1v(x1) +
3m∑
j=2

qj(I − χA)−1Σf j(x1, t)

. . .

q1v(xm) +
3m∑
j=2

qj(I − χA)−1Σf j(xm, t)




= g3(t, Bv, q).

Следовательно, условие (B) выполняется.
Из равенства

y = g3(t,Ψ(t), q) =




q1ψ
1(t) +

3m∑
j=2

qj(I − χA)−1Σf j(x1, t)

. . .

q1ψ
m(t) +

3m∑
j=2

qj(I − χA)−1Σf j(xm, t)



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следует, что в условии (C) q = Φ(t, y) = Λ(t)−1y при всех t ∈ [0, T ], y, q ∈ Y . Из
того, что f j ∈ C([0, T ];L2), следует включение (I−χA)−1Σf j ∈ C([0, T ];H2) и по-
этому по теореме вложения Соболева все элементы матрицы Λ, а значит, и det Λ,
непрерывны по t на [0, T ]. Следовательно, по теореме Вейерштрасса | det Λ| до-
стигает своего минимума на этом отрезке. Этот минимум больше нуля, поскольку
det Λ не обращается в ноль на отрезке [0, T ]. Поэтому Φ — непрерывное по (t, y)
отображение на [0, T ]×Y . Кроме того, из сказанного следует, что элементы обрат-
ной матрицы Λ−1 также непрерывны по t на [0, T ] и для всех t ∈ [0, T ], y1, y2 ∈ R

|Φ(t, y1)− Φ(t, y2)| 6 max
t∈[0,T ]

‖Λ(t)−1‖L(R3m)‖y1 − y2‖R3m .

Это означает выполнение условия (D).
При любом R > 0 для всех (t, v1, q1), (t, v2, q2) ∈ SH2

σ×R3m((v0, q0), R, T ) вы-
полняется

‖g2(t, v1, q1)− g2(t, v
2, q2)‖H2 6

6

∥∥∥∥∥q
1
1v

1 − q21v
2 +

3m∑

j=2

(
q1j − q2j

)
(I − χA)−1Σf j(·, t)

∥∥∥∥∥
H2

6

6 (‖v0‖H2 +R) · |q11 − q21|+ (‖q0‖R3m +R) · ‖v1 − v2‖H2+

+C1

3m∑

j=2

∣∣q1j − q2j
∣∣ max
s∈[0,T ]

∥∥f j(·, s)
∥∥
L2

6 C2

(
‖q1 − q2‖R3m + ‖v1 − v2‖H2

)
,

‖g1(t, v1)− g1(t, v
2)‖H2 6 |b(t)|

∥∥‖v1‖αL2
(I − χA)−1v1 − ‖v2‖αL2

(I − χA)−1v2
∥∥
H2 6

6 b0‖v1‖αL2

∥∥(I − χA)−1(v1 − v2)
∥∥
H2 + b0

∥∥(I − χA)−1v2
∥∥
H2

∣∣‖v1‖αL2
− ‖v2‖αL2

∣∣ 6

6 C3(‖v0‖H2 +R)α
∥∥v1 − v2

∥∥
L2
+C4(‖v0‖H2 +R)

∣∣‖v1‖L2
− ‖v2‖L2

∣∣ 6 C5

∥∥v1 − v2
∥∥
H2 ,

где b0 = max
t∈[0,T ]

|b(t)|. При α < 1 для справедливости предпоследнего неравен-

ства требуется выполнение условий v0 6= 0, R < ‖v0‖H2 , поскольку используется
ограниченность в шаре с центром в v0 выражения ‖v‖α−1

H2 . Здесь использовано
вытекающее из формулы Лагранжа неравенство

|xα1 − xα2 | 6 |α|xα−1
3 |x1 − x2|,

где 0 6 x1 = ‖v1‖L2
6 x2 = ‖v2‖L2

, x3 ∈ [x1, x2].
Тем самым доказана липшицевость отображений g1, g2 на множестве

SH2
σ×R3m((v0, q0), R, T ). Докажем непрерывность их по совокупности переменных.

Для всех троек (t, v1, q1), (s, v2, q2) ∈ SH2
σ×R3m((v0, q0), R, T ) также выполняется

‖g2(t, v1, q1)− g2(s, v
2, q2)‖H2 6

6 ‖g2(t, v1, q1)− g2(t, v
2, q2)‖H2 + ‖g2(t, v2, q2)− g2(s, v

2, q2)‖H2 6

6 C1

(
‖q1 − q2‖R3m + ‖v1 − v2‖H2

)
+ C2

3m∑

j=2

∣∣q2j
∣∣ ∥∥f j(·, t)− f j(·, s)

∥∥
L2
,



66 Н. Д. Иванова, В. Е. Фёдоров, К. М. Комарова

‖g1(t, v1)− g1(s, v
2)‖H2 6 ‖g1(t, v1)− g1(t, v

2)‖H2 + ‖g1(t, v2)− g1(s, v
2)‖H2 6

6 C3‖v1 − v2‖H2 + C4|b(t)− b(s)|
∣∣‖v2

∥∥α+1

H2 .

Из полученных неравенств в силу непрерывности b и непрерывности по перемен-
ной t функций f j, j = 2, 3, . . . , 3m, в пространсттве L2 следует непрерывность
отображений g1, g2 на множестве SH2

σ×R3m((v0, q0), R, T ) по совокупности перемен-
ных. Отсюда следует выполнение условия (E).

Осталось доказать непрерывность по совокупности переменных отображе-
ния N . Имеем

‖N(t+s, v+w, q+ δ)−N(t, v, q)‖L2
6 |q1+ δ1|‖(I−χ∇2)w‖L2

+ |δ1|‖(I−χ∇2)v‖L2
+

+
∥∥b(t+ s)‖v + w‖αL2

(v + w)− b(t)‖v‖αL2
v
∥∥
L2
+

+
3m∑

j=2

|qj + δj|
∥∥f j(·, t+ s)− f j(·, t)

∥∥
L2

+
3m∑

j=2

|δj|
∥∥f j(·, t)

∥∥
L2

6

6 C1|q1 + δ1|‖w‖H2 + C1|δ1|‖v‖H2+

+|b(t+ s)− b(t)|‖v + w‖α+1
L2

+ |b(t)|
∣∣‖v + w‖αL2

− ‖v‖αL2

∣∣ ‖v‖L2
+ |b(t)‖v‖αL2

‖w‖L2
+

+
3m∑

j=2

|qj + δj|
∥∥f j(·, t+ s)− f j(·, t)

∥∥
L2

+
3m∑

j=2

|δj|
∥∥f j(·, t)

∥∥
L2

→ 0

при s→ 0, ‖w‖L2
→ 0, δ = (δ1, δ2, . . . , δ3m) → 0.

Теперь воспользуемся теоремой 11 и получим требуемое.

Теорема 18. Пусть α ∈ R, v0 ∈ H2
σ, v0 6= 0 при α < 3, b ∈ C1([0, T ];R), f j ∈

C1([0, T ];L2), j = 2, . . . , 3m, ψi ∈ C2([0, T ];R3), i = 1, . . . ,m, det Λ(t) 6= 0 для всех
t ∈ [0, T ], выполняются условия согласования v0(xi) = ψi(0), i = 1, . . . ,m. Тогда
при некотором T1 ∈ (0, T ] гладкое решение v ∈ C1([0, T1];Hσ), r ∈ C1([0, T1];Hπ),
qj ∈ C1([0, T1];R), j = 1, 2, . . . , 3m, обратной задачи (0.1)–(0.5) на отрезке [0, T1]
существует и единственно.

Доказательство. С учетом предыдущей теоремы остается доказать выполнение
условий (D1), (E1) при X = U1, g = L−1

1 QN , A = L−1
1 M1, v0 = u0 и сослаться на

теорему 15.
Отображение q = Φ(t, y) = Λ(t)−1y двух переменных дифференцируемо,

Φt(t, y) = −Λ(t)−1Λ′(t)Λ(t)−1y.

Для того чтобы в этом убедиться, достаточно продифференцировать по t тожде-
ство Λ(t)Λ(t)−1y ≡ y:

Λ′(t)Λ(t)−1y + Λ(t)
(
Λ(t)−1y

)′
t
= 0.

Непрерывность Φt по (t, y) очевидна в силу непрерывности Λ(t)−1 (см. доказа-
тельство предыдущей теоремы) и непрерывной дифференцируемости Λ(t). При
этом

‖Φt(t, y
1)− Φt(t, y

2)‖H2 6 max
t∈[0,T ]

‖Λ(t)−1Λ′(t)Λ(t)−1‖L(R3m)‖y1 − y2‖R3m ,
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где максимум существует по теореме Вейерштрасса.
Кроме того, производная Φy(t, y) = Λ(t)−1 непрерывна по (t, y) и липшицева

по y.
Производная g1t(t, v) = b′(t)‖v‖αL2

(I − χA)−1v непрерывна в норме R × H2
σ

по совокупности переменных (t, v). При этом для всех (t, v1, q1), (t, v2, q2) ∈
SH2

σ×R3m((v0, q0), R, T )

‖g1t(t, v1)− g1t(t, v
2)‖H2 6 C1|b′(t)|

(
‖v1‖αL2

− ‖v2‖αL2

)
‖v1‖H2+

+C1|b′(t)|‖v2‖αL2

(
‖v1‖H2 − ‖v2‖H2

)
6 C2‖v1 − v2‖H2 .

Как и при доказательстве предыдущей теоремы, в случае α < 1 потребуем чтобы
v0 6= 0, при этом возьмем R < ‖v0‖H2 .

Для (t, v, q1), (t, v + h, q2) ∈ SH2
σ×R3m((v0, q0), R, T )

g1(t, v + h)− g1(t, v) = b(t)‖v + h‖αL2
(I − χA)−1(v + h)− b(t)‖v‖αL2

(I − χA)−1v =

b(t)〈v+h, v+h〉
α
2

L2
(I−χA)−1(v+h)−b(t)‖v‖αL2

(I−χA)−1(v+h)+b(t)‖v‖αL2
(I−χA)−1h =

= b(t)‖v‖αL2

(
1 + 2‖v‖−2

L2
〈v, h〉L2

+ ‖v‖−2
L2
‖h‖2L2

)α
2 (I − χA)−1(v + h)−

−b(t)‖v‖αL2
(I − χA)−1(v + h) + b(t)‖v‖αL2

(I − χA)−1h =

= αb(t)‖v‖α−2
L2

〈v, h〉L2
(I − χA)−1v + b(t)‖v‖αL2

(I − χA)−1h+ o (‖h‖L2
) .

Таким образом,

g1v(t, v)h = αb(t)‖v‖α−2
L2

〈v, h〉L2
(I − χA)−1v + b(t)‖v‖αL2

(I − χA)−1h,

поэтому при (t, v, q1), (t+ s, v + w, q2) ∈ SH2
σ×R3m((v0, q0), R, T )

‖g1v(t+ s, v + w)− g1v(t, v)‖L(H2
σ)

=

= sup
‖h‖

H
2
σ
=1

∥∥αb(t+ s)‖v + w‖α−2
L2

〈v + w, h〉L2
(I − χA)−1(v + w)+

+b(t+ s)‖v + w‖αL2
(I − χA)−1h−

−αb(t)‖v‖α−2
L2

〈v, h〉L2
(I − χA)−1v − b(t)‖v‖αL2

(I − χA)−1h
∥∥
H2

=

= sup
‖h‖

H
2
σ
=1

∥∥α(b(t+ s)− b(t))‖v + w‖α−2
L2

〈v + w, h〉L2
(I − χA)−1(v + w)+

+αb(t)
(
‖v + w‖α−2

L2
− ‖v‖α−2

L2

)
〈v + w, h〉L2

(I − χA)−1(v + w)+

+αb(t)‖v‖α−2
L2

〈w, h〉L2
(I − χA)−1(v + w) + αb(t)‖v‖α−2

L2
〈v, h〉L2

(I − χA)−1w+

+(b(t+ s)− b(t))‖v + w‖αL2
(I − χA)−1h+

+b(t)
(
‖v + w‖αL2

− ‖v‖αL2

)
(I − χA)−1h

∥∥
H2 6

6 C1|b(t+ s)− b(t)|‖v + w‖αL2
+ C1|b(t)|

∣∣‖v + w‖α−2
L2

− ‖v‖α−2
L2

∣∣ ‖v + w‖2L2
+

+C1|b(t)|‖v‖α−2
L2

‖w‖L2
‖v + w‖L2

+ C1|b(t)|‖v‖α−1
L2

‖w‖L2
+



68 Н. Д. Иванова, В. Е. Фёдоров, К. М. Комарова

+C2|b(t+ s)− b(t)|‖v + w‖αL2
+ C2|b(t)|

∣∣‖v + w‖αL2
− ‖v‖αL2

∣∣ .

Последнее выражение стремится к нулю при s → 0, ‖w‖H2 → 0, что означает
непрерывность в операторной норме производной g1v по совокупности перемен-
ных.

Возьмем s = 0, v + w = v1, v = v2, тогда

‖g1v(t, v1)− g1v(t, v
2)‖L(H2

σ)
6

6 C1|b(t)|
∣∣‖v1‖α−2

L2
− ‖v2‖α−2

L2

∣∣ ‖v1‖2L2
+ C1|b(t)|‖v2‖α−2

L2
‖v1 − v2‖L2

‖v1‖L2
+

+C1|b(t)|‖v2‖α−1
L2

‖v1 − v2‖L2
+ C2|b(t)|

∣∣‖v1‖αL2
− ‖v2‖αL2

∣∣ 6 C3‖v1 − v2‖H2 .

При α < 3 считаем, что v0 6= 0, R < ‖v0‖H2 .
Наконец, непосредственно вычисляются соотношения

g2t(t, v, q) =
3m∑

j=2

qj(I − χA)−1Σ
∂f j(·, t)
∂t

, g2v(t, v, q)h = q1h,

g2q1(t, v, q) = v, g2qj(t, v, q) = (I − χA)−1Σf j(·, t), j = 2, . . . , 3m,

‖g2t(t+ s, v + w, q + δ)− g2t(t, v, q)‖H2 6

6 C1

3m∑

j=2

|qj + δj|
∥∥∥∥
∂f j(·, t+ s)

∂t
− ∂f j(·, t)

∂t

∥∥∥∥
L2

+ C1

3m∑

j=2

|δj|
∥∥∥∥
∂f j(·, t)
∂t

∥∥∥∥
L2

→ 0

при s→ 0, δ = (δ1, δ2, . . . , δ3m) → 0,

‖g2t(t, v1, q1)− g2t(t, v
2, q2)‖H2 6 C1

3m∑

j=2

|q1j − q2j |
∥∥∥∥
∂f j(·, t)
∂t

∥∥∥∥
L2

6 C2‖q1 − q2‖R3m ,

‖g2v(t+ s, v + w, q + δ)− g2v(t, v, q)‖L(H2) = sup
‖h‖

H
2
σ
=1

‖δ1h‖H2 = |δ1| → 0

при δ = (δ1, δ2, . . . , δ3m) → 0,

‖g2v(t, v1, q1)− g2v(t, v
2, q2)‖L(H2) 6 ‖q1 − q2‖R3m ,

‖g2q1(t+ s, v + w, q + δ)− g2q1(t, v, q)‖H2 = ‖w‖H2 → 0

при ‖w‖H2 → 0,

‖g2q1(t, v1, q1)− g2q1(t, v
2, q2)‖H2 = ‖v1 − v2‖H2 ,

‖g2qj(t+ s, v + w, q + δ)− g2qj(t, v, q)‖H2 6 C1‖f j(·, t+ s)− f j(·, t)‖L2
→ 0

при s→ 0,
‖g2qj(t, v1, q1)− g2qj(t, v

2, q2)‖H2 = 0.
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Тем самым доказана непрерывность в операторной норме и липшицевость всех
производных отображения g2 = L−1

1 QN . Аналогично доказываются эти же свой-
ства операторов

Nt(t, v, q) =
3m∑

j=2

qj
∂f j(·, t)
∂t

, Nv(t, v, q)h = q1(I − χ∇2)h,

Nq1(t, v, q) = (I − χ∇2)v, Nqj(t, v, q) = f j(·, t), j = 2, . . . , 3m.

Действительно,
‖Nt(t+ s, v + w, q + δ)−Nt(t, v, q)‖L2

6

6

3m∑

j=2

|qj + δj|
∥∥∥∥
∂f j(·, t+ s)

∂t
− ∂f j(·, t)

∂t

∥∥∥∥
L2

+
3m∑

j=2

|δj|
∥∥∥∥
∂f j(·, t)
∂t

∥∥∥∥
L2

→ 0

при s→ 0, δ = (δ1, δ2, . . . , δ3m) → 0,

‖Nv(t+ s, v +w, q + δ)−Nv(t, v, q)‖L(H2;L2) = sup
‖h‖

H
2
σ
=1

‖δ1(I − χ∇2)h‖L2
6 C1|δ1| → 0

при δ = (δ1, δ2, . . . , δ3m) → 0,

‖Nq1(t+ s, v + w, q + δ)−Nq1(t, v, q)‖L2
= ‖(I − χ∇2)w‖L2

6 C2‖w‖H2 → 0

при ‖w‖H2 → 0,

‖Nqj(t+ s, v + w, q + δ)−Nqj(t, v, q)‖L2
= ‖f j(·, t+ s)− f j(·, t)‖L2

→ 0

при s→ 0. Тем самым выполнены все условия теоремы 15.
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