
Р.И.Фрейдзон 

ХАРАКТЕРИСТИКА СЛОЖНОСТИ РЕКУРСИВНЫХ ПРЕДИКАТОВ, 

НЕ ЗАВИСЯЩАЯ ОТ СТАНДАРТИЗАЦИИ ПОНЯТИЯ АЛГОРИФМА5*) 

В заметке рассматриваются одноместные рекурсивные предика­

ты, заданные на множестве всех слов в некотором фиксированном 

алфавите. Вводится понятие А -сложности рекурсивного предиката 

и устанавливается- связь между X -сложностью предиката и слож­

ностью его распознавания многоленточными машинами Тьюринга с 

входом ( м . м . т . ) . Формулируются достаточные условия нераспозна­

ваемое™ рекурсивного предиката в реальном времени и строится 

простой пример нераспознаваемого в реальном времени примитивно, 

рекурсивного предиката. 

Пусть А - некоторый фиксированный алфавит. Под '.'словами" 

в дальнейшем будем понимать "слова в алфавите А "> через t(P) 

будем обозначать длину слова Р , символ ^ будет заменять 

слова "вводится в качестве обозначения". 

Пусть 5 рекурсивный предикат, заданный на множестве 

всех слов в алфавите А 

Sp ^ { X : p X e S * . l C X ) * * i } / ' 

где Р— слово, X — переменная для слов , YYI натуральное 

число. Пусть ^ — некоторая общерекурсивная функция. Множество 

всех шожеств вида $р таких, что t(_P) £ ^ (ha) финитно, т . е . 

может, быть задано в виде списка . Следовательно, 

—j ; ; ,—. _ 
'Основные результаты настоящей заметки были доложены на Ле­

нинградском семинаре по математической логике 4 ноября 1 9 6 7 т . 
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можно подсчитать количество его элементов, которое мы условимся 

обозначать посредством jb C m ) . 

J $ С 
А - с л о ж н о с т ь ю предиката р будем называть 

J 
функцию Л - такую, что для всякого ha выполняется 

X^С™") ~ (jQCji
 Г | ^ 0 ' п ) « Рекурсивный предикат 5 оудем называть 

п р а в и л ь н ы м , если существует такая общерекурсивная функ­

ция ^ > ч т о каковы бы ни были общерекурсивная функция ^ и н а ­

туральное число С , имеет место неравенство Л<. ( О £ X d СО * 

функцию Д w в этом случае будем называть X - е л о к -

н о с т ь ю предиката ,> , а функцию ^ - и н д и к а т о ­

р о м п р а в и л ь н о с т и предиката £ • Очевидно, что 

если ^ и Я* — индикаторы правильности предиката $ , то для 
всех УХ. выполняется Д ^ ( ^ ) = Я ^ (У\) . Таким образом. 

функции сложности, соответствующие различным индикаторам правиль­

ности предиката » совпадают. 

Легко видеть, что при сделанных относительно $ и ^ пред­

положениях для любого натурального L имеет место неравенство: 

Я 5 С О < П. ( Г д е 1г — число букв алфавита А ). 
Ниже в терминах Л -сложности формулируются результаты, о т ­

носящиеся к сложности распознавания рекурсивных предикатов на 

м . м . т . (о распознавании предикатов на м . м . т . с м . также , [2^ ). 

Теорема I. П у с т ь п р а в и л ь н ы й п р е ­

д и к а т , ^ — и н д и к а т о р п р а в и л ь н о с т и 

£ и ф у н к ц и я X и м е е т к о н е ч н ы й 

п р е д е л . Т о г д а м н о ж е с т в о с л о в , н а 

к о т о р ы х в ы п о л н я е т с я 5 э р е г у л я р н о 
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(в смысле С .К .Клини) . 

Действительно, пусть у функции существует конечный 

предел и {X • РХ G 2 } » Т 0 Г Д а ч и с л о различных множеств 

вида С! финитно. Для завершения доказательства достаточно в о с -
Р 

пользоваться теоремой 1 . 1 работы f 3 j . 

Будем рассматривать м . м . т . в алфавите А с лентами, потен­

циально неограниченными в обе стороны, и неподвижными глазками. 

Пусть Т"1 — м . м . т . с /< лентами, состояниями и % - б у к в е н ­

ным рабочим алфавитом. Р а з м е р н о с т ь ю машины Т б у ­

дем называть тройку (к 7 С ^ ft") и обозначать ее через d(T)» 

Конфигурация машины определяется обычным образом ( с м . , например, 

ЕО )• Пусть С — множество внутренних состояний машины Т , в 

множестве С выделим состояние С0 , называемое начальным, 

и подмножество С » называемое множеством заключительных с о с т о ­

яний. Конфигурацию машины Т будем называть н а ч а л ь н о й , 

если в этой конфигурации все ленты машины пусты, и она находится 

в состоянии С 0 ; конфигурацию будем называть з а к л ю ч и -

т е л ь н о й , если в этой конфигурации машина находится в одном 

из заключительных состояний; конфигурацию будем называть с о ­

о т в е т с т в у ю щ е й с л о в у Р (и обозначать через 

К(Р) ) , если машина переходит в эту конфигурацию из начальной 

под действием слова Р ( т . е . после прихода на вход машины 

последней буквы слова Р ). 

Будем говорить, что м . м . т . Т распознает слово Р в 

р е а л ь н о м в р е м е н и , если конфигурация К ^ я в л я е т ­

ся заключительной. Будем говорить, что предикат £ п р е д ­

с т а в и м м а ш и н о й Т в р е а л ь н о м в р е ­

м е н и (и писать i /U™(5) )» если £ выполняется для' тех и 

5* 
227 



только тех слов , которые распознаются машиной Т в реальном 

времени. Будем говорить, что предикат «5 - р а с п о з н а в а ­

е м в р е а л ь н о м в р е м е н и (и писать 

если существует такая машина Т" * что <JUT (S ) • Класс множеств, 

распознаваемых в реальном времени, будем обозначать через % £ . 

На каждом шаге работы машины ячейки каждой из лент пронуме­

руем подряд целыми числами, причем номер 0 присвоим ячейке, 

которая в данный момент обозревается глазком; У1 - о к р е с т ­

н о с т ь ю данной конфигурации будем называть ее след в зоне 

£гК., И,3 ( с м . DO). Через VpC )̂ будем обозначать И , -окрест ­

ность , соответствующую конфигурации К^(Р). 
Лемма I. П у с т ь Т — м. м . т . ъ d (Т) ^ ( 

Т о г д а д л я л ю б о г о УХ ч и с л о р а з ­

л и ч н ы х Vr4 СУ\) ( п р и в а р ь и р у е м о м Р ) 
Р л . к (2ш-1) 

н е п р е в о с х о д и т О ' 1 ^ , 

Лемма 2. И у с т ь Т - м. м. т . , И, — н а т у ­

р а л ь н о е ч и с л о и с у щ е с т в у ю т т а к и е 

с л о в а Р± и Pz , ч т о У р 4 ( Ю
 ж VpJjO • Т о г д а 

к а к о в о б ы н и б ы л о с л о в о Q , е с л и 

Ц О ) £ УХ , т о с л о в а P±Q и Р а 0 р а с ­
п о з н а ю т с я и л и н е р а с п о з н а ю т с я 

м а ш и н о й Т о д н о в р е м е н н о . 

Лемма вытекает из следующего утверждения: если, t ( Q ) ~ Yt , 

т о \ ^ ^(h-l ( ( 3 ) ) з : \ / р Q^."t(Q)) • Последнее легко д о ­

казывается- индукцией по длине слова Q . 

*) От английского " r e a l time recognizable". 
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Теорема г„ п у с т ь Т « • т ч d ( T ) = (к}с^tZу 
и M.rp C«S) . Т о г д а к а к о в ы б ы н и б ы ­

л и о б щ е р е к у р с и в н а я ф у н к ц и я ^ и 

н а т у р а л ь н о е ч и с л о PL и м е е т м е с т о 
Р 

с о о т н о ш е н и е (Ю ~ СА И + С г • г д е 

Доказательство. Допустим, что существуют общерекурсивная 

функция ^ и натуральное К такие, что -.Л (Сь) >САК + 
Тогда 

f 

2, 

Пусть 

c o -

Следоват.ельно, согласно яемме I , найдутся такие слова и Р̂  , 

что V p М (и.) и в тр же время Sр .9^. S ^ 

гласно лемме 2, Р1Q £ £ тогда и только т о г д а , когда P̂ Qê  

Полученное противоречие доказывает утверждение теоремы. 

Следствие. Е с л и д л я п р е д и к а т а £> с у ­

щ е с т в у е т т а к а я о б щ е р е к у р с и в . н а я 

ф у н к ц и я f , ч т о т о ч н а я н - и ж - н я я ' г р а ­

н и ц а ( п о п о л о ж и т е л ь н ы м Ух ) о т н о -
р . 

ш е н и я И . / я - (> г ) е с т ь 0 , т о £ <1 

Действительно, если точная нижняя граница отношения И , Д (ц) 

Г 
есть U , то каково бы ни было положительное £, , найдется 

1 У\ 
такое положительное УХ, , что Ad()a)>— . Отсюда 
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легко вывести, что предположение £ € ^ противоречит 

теореме 2 . 

Лемма 3 t П у с т ь £ £ ^ . Т о г д а £ п р и ­

м и т и в н о р е к у р с и в е н . 

Лемма 4 . М о ж н о п о с т р о и т ь п р и м и т и в ­

н о р е к у р с и в н ы й п р е д и к а » ^ ) т а к о й , 

ч т о 3hi%t, 
В качестве 5i можно взять предикат, истинный лишь на 

словах вида U*V » гл-е 17 и V " с п ° в а в алфавите {0,1}» 
такие что слово " \ / входит в слово {J . В этом случае для любо­

го натурального И, 

л f h-Z . 

где функция j - такова, что г (ft-) - при всех И . . 

Из лемм 3 , 4 непосредственно вытекает, что класс tfi, с т р о ­

го уже класса всех примитивно рекурсивных предикатов.. 

Теорема I позволяет утверждать принадлежность (а следствие 

из теоремы 2 — непринадлежность) предиката классу лишь в 

случае, если его функция сложности ограничена (соответственно, 

растет быстрее, чем любая линейная) . В классе существуют 

предикаты с логарифмическим порядком роста функции сложности. 

Примером может служить любой предикат типа ft из раздела 2 р а ­

боты 1*2 3. Покажем в заключение, что существуют рекурсивные пре ­

дикаты, не принадлежащие классу %fc , у которых функция сложнос­

ти имеет логарифмический порядок р о с т а . 

Пусть ^ — предикат, заданный на множестве слов в алфавите 

£ I } и ^ выполняется на тех и только тех словах, длины к о т о -
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рых являются значениями диагональной функции Аккермана Y . Че­

рез Q обозначим функцию, определяемую равенством: Q (м-) 

Теорема 3. П р е д и к а т Q н е п р и н а д л е ­

ж и т к л а с с у , и ф у н к ц и я , я в ­

л я ю щ а я с я X - с л о ж н о с т ь ю п р е д и к а т а 

^ , и м е е т л о г а р и ф м и ч е с к и й п о р я ­

д о к р о с т а . 

Доказательство. Докажем сначала, что предикат (<? правиль­

ный. Функция ^ общерекурсивна,, поскольку общерекурсивная функ­

ция V неограничена. Легко видеть, что для любой общерекурсив­

ной ^ и натурального УЬ имеем: 

Следовательно, ^ есть индикатор правильности предиката 

Теперь подсчитаем количество различных множеств вида Q) ^ 

при 

1(9) 
£: h i . . Очевидно, оно не превосходит УУХ, , т . е . 

числа различных слов г в алфавите { \ ] , у которых ha 

Пусть теперь t (Р) > УУ1 . Покажем, что в этом случае щюже-

ство 0 р содержит не более одного элемента. Пуого. (р с о ­

держат более одного элемента.. Построим различные слова Q^vi Q% 

такие, что Р , PQ^ и 

Тогда существуют натуральные числа и ^ такие, что 

6(PQ> Y G J . e(PQJ 
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= YC4)-Ya 1)*Y(^^(PQ 1)>^ • 
л. hn 

Полученное противоречие доказывает, что множество ф _ содер-
г 

жит не более одного элемента. Таким образом, число различных 

множеств вида £ (в случае не превос­

ходит YYI , 

Так как ^ — правильный предикат, множество всех мно-

Р 
полняется неравенство: 

3 

жеств вида £ р финитно. Следовательно, для любого Yi вы -

io^zУХ6X^0%)^ i +L>qzh 

• Л 
Таким образом,функция sL имеет логарифмический 

G 

порядок р о с т а . 

Остается показать, что ^ ф 'Z/t • Предикат <̂  не 

является примитивно рекурсивным; допустив противоположное, мож­

но легко придти к заключению о примитивной рекурсивности функции 

"4̂  . Следовательно, согласно лемме 3 , ^ ^ %L • Этим з а ­

вершается доказательство теоремы. 

В заключение автор выражает благодарность Н.А.Шанину, 

Г .С.Цейтину и всем членам группы математической логики ЛОМИ за 

полезные обсуждения и внимание к работе . 
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