
В.В.Пеллер 

р д щ о ш ш ! АШПЮШИМАВДЯ и ГЛАДКОСТЬ функдай 
§ X, Введение 

Работа посвящена изучению связей между свойствами гладкости 
функций и скоростью убывания наилучших приближений рациональными 
функциями. Точнее, пусть X - банахово пространство функций на 
отрезке [-*1,Х](ЙЯИ| более общо, на компактном .подмножестве К в 
С ). %$*• множество рациональных функций о полюсами вне К ш-
» i , где р и Ц, полиномы, ele|p< tv, Ц 4 И/ . Наилуч­
ш е приближения t* (|) функции, | , | е Х .рациональными 
функциями определяются равенством 

<*Я!.1Н и, Х " 
Задача состоит в том, чтобы определить, как связаны между собой 
скорость убивания чисел ^ ^ ( f ) и свойства гладкости функ­
ции 4 . Соответствующая задача для полиномиальных приближений 
уже давно втала классической и в этой области получено много точ­
ных результатов. 

Упомянутая задача для рациональных приближений начал® иссле-
доватьед в работах С.Н.Мергеляна [ l ] , А.А«Гончар \Щ, Е.П.Дол-
aegHRo [з]« Одавжо оказалось, что эта задача значительно сложнее, 
чем задача приближений полиномами, ш в полученных результатах 
был ey&jeefвенда! sasop мезшу прямыми и обратными теоремами. Этот 
разрыв удалось сократить ЮД.Брудаому [4] , который получил еле-
душщй. р з у в т а т о наилучЕшх приближениях в равномерной метрике 
на отрезке вещественной прямой. 

Л . f , , . .. . п , Л . ) Л 

л Чнс У м1г^ж>0^с Vt. 
где А - пространств© функций 4 на [0,1 J таких, что 

k , 1 , х М » \К\ b T ftfpr m 4 < tmd \h 

Здесь Д^ | - k-й разность, т . е . Д ^ | г = Д | ( Д ^ | ) , 

(4 *)0»Н(*+кН(л)-
10Д.Брудщм также получены аналогичные результаты о наилуч­

ших приближениях рациональными функциями в норме L , 1 ^ р < + °° 
(см.[4]). 
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В работе автора [б] получены следующие точные результаты 
(совпадение прямых и обратных теорем) о рациональных приближени­
ях в норме пространства ВМО *' функций, заданных на единичной 
окружности. 

ТЕОРЕМА А. Пусть ^ - аналитическая функция класса В М О д 
в единичном круге D . Тогда 

в том и только в том случае, когда ^ принадлежит классу Бесова Вр. 
ТЕОРЕМА Б. Пусть | - функция класса ВМО на единичной ок­

ружности Т . Тогда 

П.Х0 х с (f'^v)) <+°° 6М0 

в том и только в том случае, когда | е 6 „ , 
В теореме А рассматриваются рациональные функции с полюсами 

вне oto-S Т> , а в теореме Б - с полюсами вне Т . Поскольку нор­
ма пространства ВМО слабее равномерной нормы, то теоремы А и Б 
позволяют получить обратные теоремы теории приближений в равно­
мерной метрике. 

Основная цель этой статьи - распространить результаты рабо­
ты 5 на случай аналитических функций в областях (это делается 
в § 3) и на случай функций, заданных на отрезке вещественной пря­
мой (этому посвящен § 4), При этом мы будем использовать теорему 
А и аппарат преобразований Фабера, развитый Е.М.дынькиным в [б]. 

В § 2 мы приводим определения различных классов функции,пре­
образования Фабера и формулируем некоторые результаты об инвариант­
ности классов Бесова относительно преобразования Фабера, получен­
ные Е.М.дынькиным в [б]. 

Я искренне благодарен Е.М.дынькину и А.Б.Александрову за 
полезные обсуждения. 

§ 2, Предварительные сведения 
КЛАССЫ ФУНКЦИЙ. Класс ВМО функций на окружности Т функций 

ограниченной средней' осцилляции определяются следующим образом 

fe6M0^1{||6M^|\^| + Su f li ]5lH1k-<^5 

S;CM.определение пространства ВМО и других встречающихся здесь пространств в § 2. 
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где aupremum берется по всем дугам I единичной окружности 
^ ' T£ ~\jj | T , a 11 | - мера Лебега множества 1 . 

Аналогичным образом определяются пространства ВМО (JR.) и 
ВМО [-1,1] функций на вещественной прямой и отрезке [ - I , l | . В 
силу теоремы Ч.Феффермана (см.[7] , [ 8 ] , [ э ] ) , | е 5 М 0 в том и толь­
ко в том случае, когда r[ = Q ^ + Ц% , где ̂ , Cj^e\Т, & % -
функция, гармонически сопряженная к &г . Аналогичное описание 
допускает класс ВМО (К) . Хорошо известно, что ВМО [ - М ] = ' 
= ВМ0(&)| [ 4 , 0 . 

Множество функций ^ из ВМО, аналитических в I ) ( т . е . та ­
ких f , что |(И/) = 0 при П/<0) обозначается символом В И Од. 
В силу упомянутой теоремы Ч.Феффермана 

{еЬМ0А«->Э,в1Г(Т):Р+,*1£§М2,Ч-
На классе ВМОд можно ввести норму || | | | - р 1 ^ ] IfЧ-II оо"-F+ 0- == f ]> 
эквивалентную норме ВМО. s A u 

К л а с с Б е с о в а О р функций на I состоит из 
функций % на X таких, что 

О т/ 
где УУЬ - целое число, т. > S > ^Ор - модуль разности поряд-
ка т, в If , т.е. ^ р ( | ^ ) = , | ^ \ \ \ \ \ * ^ ' N ^ 
Подпространство пространства Вр , состоящее из аналитических в 
JD функций обозначается с и м в о л о м А р • Известно (см. 
[ i l ] ) , что \ г , , 

A S (lliWll Г/ N M H 

где f^zbffcz). s 
|eA>,SHriU('-r,P^< + -
Аналогично определяется класс Бесова функций 

функций на отрезке [-I,lJ. g 
К л а с с ы Б е с о в а А р ((х) функций, заданных в 

жордановой области Q с липшицевой границей могут быть определе­
ны с помощью локальных приближений следующим образом (см. |_I2J , 
[б]). Пусть I - дуга границы D Q. , i € L (.1) .положим 

Е„({ ,1)р -Ч( .5Ц-<ЧР )У р
> 
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где infimum берется по всем многочленам & степени т> , а 
интеграл берется по длине дуги. 

Для функции | из W (DK) модуль гладкости порядка пь 
определяется следующим образом 

где £u^remvun берется по всем конечным разбиениям ON на ду­
ги \J-\\ такие, что &/& < |1:| •$£" при всех j 

Класс А р (&) состоит из множества аналитическ: 
кций класса Смирнова Е (G) <см.[13]) и таких, что 

< + оо к*;ы iS 
при иг > S . s 

Таким же образом можно определить и пространства Б р , 
ВрГ-1,1]. J 

Е.М.Дынькинш (см.[б]) получено описание классов Ар («) в 
терминах псевдоаналитического продолжения. Цусть К = £ или 
К = [ Ч , 0 . Тогда f eA S

p(Q) (feBj [-1,1] ) в том и только 
в том случае, когда ^ допускает продолжение на СлсмяКтакое.что 

со \Ъ\ Р ,. +, , ,-p(s-l)-l , . 
^\ \к±- <usT^z,k) eL»<iu<+oo . 

(t\K Z 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФАБЕРА. Пусть G,, , G^ - липшицевы области 
t | • С ч G. ̂  • *• (D N G ̂  - конформное отображение такое, 

что ч| (оо) = оо . П р е о б р а з о в а н и е Ф а б е р а Т д ; 1 

сопоставляет аналитической функции в Gc функцию, аналитическую в 
G^, по формуле 

(<:№ -<« ч)И * U \cf Ш) ^.«с1; 
Преобразование Фабера можно определить также следующим спо­

собом, который позволяет охватить и случай функций на отрезке. 
Пусть К область с липшицевой границей или К = [-1,0 и пусть 
# - измеримая функция на'о (С \ I?) (в случае К =[-1,1] мы 
меем две функции | и i , причем у (1) = | (l) , -f+(-l) =f ("Ф • Говорят, что I допускает преобразование Коши, если существуют 
функции к, Ф в С ч к такие, что к е. Е ' (С \ К) при 0, > 0 , 
c£>eW^ при Т/.> 1 , граничные значения k/4-ф на D (С \ к) 
совпадают с + почти везде. В этом случае преобразование Коши 
определено равенством 
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• (Г\к ^ 
(см.подробноети в [б]). 

В случае К = [ - f l ] ^ 

( i ; !)(*)=i(fV)+f(x)> ij v. P j ( i ^ d t , x e [4 0. 

Теперь можно определить и преобразование Фабера Т. , где 
Ki — жорданова область или отрезок; * 

т^^хк^-^' 
где «f - конформное отображение C\ofosK,Ha С \c6os К^. 

Имеет место равенство Тк
ь Т^*- = TY-3 , где К--либо 

жорданова область с липшицевой границей, либо отрезок. 
Е.М.,Щ1нькиным [б] доказано, что 

«водДе k r [ - ( , i ] А ^ к - ^ в у Ч - М ] -
§ 3. Функции, заданные в областях 

В этом параграфе мы рассмотрим некоторые классы функций в 
областях комплексной плоскости, определяемые в терминах наилуч­
ших приближений рациональными функциями и дадим явное описание 
этих классов. 

Пусть (х - жорданова область на плоскости с липшицевой гра­
ницей 1) & . Символом M/^fltfl, обозначим множества рациональ­
ных функций, имеющих не более, чем П полюсов в C\C#osG 
(с учетом кратноетей). + ^ 

Рассмотрим пространство Л L-JQ. функций ^ , аналитиче­
ских в (х и таких, что существует такая ограниченная функция ср 
на'йСх. , что 

В этом пространстве будем рассматривать следящую норв^ 
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Обозначим символом R № ( ^ ) расстояние от функции ^ до 
множества ̂ ^ в норме %+ LT"„ , т.е. 

Следующая теорема позволяет дать явное описание функций, 
имеющих заданное убывание чисел R,v(f) . 

ТЕОРЕМА. I. Пусть % е. %+ L^fi , i 4 p < +<=<> . Следующие ут­
верждения эквивалентны 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Эту теорему мы получим как следствие теоре­
мы А из Введения. Действительно, лето видеть, что достаточно до­
казать, что преобразование ФабераТ! (см, § 2) обладает сле­
дующими свойствами: г . „ 

Утверждение а) доказано Е.М.Дынькиным в [б]. Утверждение б) 
очевидно, так как, если ̂ e l Tf T }» "f е ^ + ^ л > Т 0 Ъ ^ = ̂ -fi (9°t\ 
где sf -конформное отображение C,\c£osG. на C\c£t>sTD. 

Для доказательства утверждения в) достаточно проверить,что 

Но это очевидно, так как 

Теперь осталось заметить, что первое слагаемое в правой части ра­

венства равно нулю, а второе - равно -ЙШТТЧ 4. l-<,w« Аналогично 

доказывается равенство \^z =^$щг* 
Сформулируем также еще один вариант теоремы I . Пусть TR^ -

множество рациональных функций вне 1) (к ' и таких,, что сумма крат-
нос те ! их полюсов в £ \ o£eS Gj не превосходит И/ . (Количест­
во нолдюов в &. не ограничивается). Расстояние функций до множе­
ства 5^ будем измерять в р а в н о м е р н о й норме. 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть j - аналитическая функция в Q и непре­
рывная в c-Cos & , \ •& р < + оо . Следующие утверждения равносильны: 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко видеть, что в условиях теоремы 

§ 4. Рациональная аппроксимация на отрезке 

Здесь мы рассмотрим случай функций на отрезке А = [""''» и . 
Пусть Ж/1г= Tfl̂  - множество рациональных функций, с полюсами вне 
А , сумма кратностей которых не превосходит И/ . 

Для функции | из ВМО [-I,l] положим 

ТЕОРЕМА 3. Пусть f e B M O [~U],- 1>$p< + oo . Тогда 

2(М*»'<~-
в том и только в том случае, когда г е Б р \~\ , \ \ . 

Для доказательства этой теоремы мы воспользуемся следующим 
утверждением. . 

ТЕОРЕМА (p.Jones ). Пусть V/ - возрастающая функция на К , 
являющаяся гомеоморфизмом. Тогда следующие утверждения равносиль­
ны: 

а) j cft/e6M0(jR.) для всякой функции { из ВМО (JR) 
б) Существуют числа С,,,Сг> О , р > 1 , ^^^ такие, что 

для всякого интервала I и для всякого борелевского подмножества 
Е с. 1 имеет место неравенство _, 

Это утверждение было доказано П.Джонсом (неопубликовано). 
Нам понадобится только импликация б) =>• а), ее доказательство 
можно извлечь из работы Е.М.Дынькина [I4J. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. Так же, как и при доказательстве 
теоремы I, достаточно показать, что 

тХ=< р [н ,<] ;Т>!-<; т>од^ио[-м] . 
Первое утверждение доказано Е.М.Дынькиным [б], второе дока­

зывается так же, как в теореме I . Покажем, чтоТ^ ВМ0д=ВМО[Ч,1]. 
Пусть сначала | е 6 М 0 [ - 1 , 1 ] . Установим, чтоТд-11>4 е&МОд . 

Положим C},|el9)=|(a*<: cos 9), 04&4>%, ^(е1 9) = Q. (ё^ е ) 5 

-%±Q$0A Torm'Tf^f = P+fl . 
Пусть ̂ (9)=So Qe t6), 0 4 9 4 "Л . Легко проверить, что из 

теоремы П.Джонса вытекает, что S е БМО [0 ,^] , так как функция 
9—>~-апху cos 0 может быть продолжена до гомеоморфизма К 

в К. , удовлетворяющего условиям этой теоремы. 
Отсюда вытекает, что <^е БМО , так как четное продолже­

ние функции из ВЮ сохраняет класс ВМО. Следовательно, Тд -| — 
=Р + ^е . БИО. Таким образом, мы доказали, чтоТ 6М0. z> 

Покажем.что Т ВМ0д с 6М0[-1, 1J . Пусть р е ВМОд. 
Тогда 

1 

lT^)W4(F°f(x) + F°f(x))+4v-P-S(l7o#)-^^)^x' 
-< х е [ И , 1 ] , 

где <~f - конформное отображение С \ Д на С \ CtosTD (см.§ 2). 
Пусть & - такая аналитическая функция вне круга TD 

такая, что С(с») = 0 и Н = F + G - ограниченная функция на Т . 
Ввиду того, что функция & ° «-f аналитична в (D\ Д nQ°<f (то)=0 
легко видеть,что 

\ 

Следовательно, 
i 

+ . II. —, Л < . . l / l l + I. II .-.UN c W (rDV)H4(H^t
(x)+Hbf(Xl)+i:V.p.S(H.t\tbH.f(i))^s 

"' же [-1,1]. 
Отсюда заключаем,что функция T j , F равна сумме, ограниченной 
функции и функции, сопряженной к ограниченной. Следовательно, 
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ЗАМЕЧАНИЕ, Заметим.что мы доказали, чтоТд BMOf-1,1] е ВМОд 
и что всякую функцию из ' л ВМОд можно представить в виде 

Следовательно, мы можем заключить, что 

Сравнивая это утверждение с хорошо известной характеризацией 
пространства В М О [- М ] 

вмоНиН^+к|[ч,ф^еГ[н,<], ' ^ П ^ ' 
мы можем сформулировать любопытное следствие. 

СЛЕДСТВИЕ I . Пусть f € Ь<*'(Л) . Тогда существует такая 
функция а е L ^ R ) , &uf p $ с [ Ч , -)] такая, что 

Поскольку норма ВМО L—I,IJ слабее нормы L , то можно 
сформулировать следующую обратную теорему теории наилучших при­
ближений в р а в н о м е р н о й метрике. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть f £ LT [Ч , < ] » < * Р < + й о • &>т 

В частности, при р = 1 получаем результат более сильный, 
чем теорема Е.П.Долженко [ з ] , которая утверждает, что если 

zZ & $ , ооГн&и,) < + ° ° , то т - абсолютно непрерывная 
функция. 
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V.V.Pe l le r . Ra t iona l approximation and smoothness of 
func t ions 

Summary 

For a compact s e t К o n the complex plane and a Banach space 
X of func t ions on К t he numbers т £ ( | ) , f E X , a re defined 

the infimum being taken over a l l r a t i o n a l func t ions t=°/(L where 

o l f i u p ^ l t , d e a C L ^ t t and <L does not vanisch on К . №е ques­
t i o n i s t o compare the smoothess of | w i th the speed of decrea­
s ing of г и , ( | ) « 

Two cases a r e considered: D U t t K i s a Jordan domain wi th 
b i p s c h i t z i a n boundary, X =ЗС°Ъл-Ч1 :1(2>=53й S Ш>&*> Ч&-> '(?&)} '> 
2)К=Е-1ИЗ, X = B H 0 [ H , i l l t i s proved ttef™%%lf£f~if a n i 
only i f | belongs t o t h e Besov c l a s s E>p . n 
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