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Показан метод определения параметров потенциала взаимодействия двух молекул на примере потен*
циала Ми или четырехпараметрического потенциала Леннарда–Джонса (GLJ). Применение теоремы
вириала по отношению к потенциалу Ми позволяет определить показатели степени при межмолеку*
лярном расстоянии. На примере ряда веществ показано применение теории парных столкновений
для нахождения потенциала межмолекулярного отталкивания. Выявлена статистическая характери*
стика газов, позволяющая сформулировать потенциал межмолекулярного притяжения. 

УДК 539.196.3

ВВЕДЕНИЕ

Целью данного исследования является опре*
деление параметров четырехпараметрического
потенциала взаимодействия двух молекул, или
обобщенного потенциала Леннарда–Джонса с
использованием теоремы вириала. Рассматрива*
ется взаимосвязь параметров потенциала с пара*
метрами одной из модификаций уравнения со*
стояния газа Ван*дер*Ваальса, которая наиболее
точно соответствует температурной функции вто*
рого вириального коэффициента. 

ВНУТРЕННЯЯ ЭНЕРГИЯ ГАЗА
ПРИ МАЛОМ ДАВЛЕНИИ

Рассмотрим модифицированное уравнение
состояния газа Ван*дер*Ваальса, содержащее за*
висимые от температуры параметры сил притя*
жения и отталкивания молекул: 

(1)

Здесь  – параметр сил притяжения,  –
параметр сил отталкивания, p – давление, v – мо*
лярный объем, T – температура, R – газовая по*
стоянная.

Проведем преобразование уравнения (1) при

малом давлении 

 

Для определения внутренней энергии газа ис*
пользуем вириальное уравнение состояния,
включающее второй вириальный коэффициент:

(2)

Тогда получим второй вириальный коэффици*
ент B(T) в виде суммы членов
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которые соответствуют силам межмолекулярного
притяжения  и отталкивания  

В результате получим 

 (4)

Используя термодинамическое соотношение

 

и уравнение (2), определим внутреннюю энергию
газа U:

 

(5)

(6)

где  – внутренняя энергия газа при V → ∞. 

Таким образом, потенциальная энергия взаи*
модействия молекул газа  =  в данном
приближении может быть выражена как сумма
энергии взаимного притяжения  и энергии вза*
имного отталкивания  молекул.

На рис. 1 показаны функции B(T) различных
газов как результат сложения функций  и  (3),
обозначенных на некоторых графиках соответ*
ственно пунктирной и точечной линиями. Точки
в виде окружностей отображают табличные зна*
чения второго вириального коэффициента [1].
Для всех рассмотренных веществ параметр m ра*
вен единице в пределах интервалов температур,
отображенных на графиках.
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Рис. 1. Температурная функция B(T) гелия (а), неона (б), аргона (в), водорода (г), азота (д), кислорода (е), окиси угле*
рода (ж), метана (з).
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ТЕОРЕМА ВИРИАЛА И ОБОБЩЕННЫЙ 
ПОТЕНЦИАЛ ЛЕННАРДА–ДЖОНСА

Рассмотрим газ при малом давлении и задан*
ной температуре, молекулы которого взаимодей*
ствуют по закону (GLJ): 

(7)

Здесь r – расстояние между молекулами; α, β,
M и N – параметры потенциала.

Согласно теореме вириала баланс энергии си*
стемы частиц, взаимодействующих по закону (7)
в ограниченном объеме, при суммировании по
всем частицам имеет вид [2]

(8)

где  – средняя кинетическая энергия
поступательного движения молекул.

Потенциалы сил притяжения  =  и

отталкивания  =  представлены как одно*
родные функции, и поскольку составляющие
полной потенциальной энергии газа UП и UО

определены, то из (8) следует

(9)

или с учетом формул (4)–(6) и (9) 

Данное тождество выполняется для всех допу*
стимых значений параметров a и b при условии 

 

С учетом найденных параметров M и N окон*
чательно получим

(10)

Потенциал GLJ можно также представить в
виде 

 

где σ – расстояние между молекулами при V(r) = 0,
ε – глубина потенциальной ямы. 

Отсюда 

 
Параметр σ рассчитывается по эксперимен*

тальным данным о вязкости газов и поэтому мо*
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жет служить критерием точности определения
параметров M, N, α и β при проверке по формуле 

 (11)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРА β

Рассмотрим зависимость второго вириального
коэффициента от сферически симметричного
потенциала взаимодействия двух молекул [2] 

(12)

которая получена из предположения, что взаимо*
действие молекул в газе осуществляется только
путем парных столкновений. Это предположение
состоит в том, что при парных столкновениях в
значительной степени преобладают силы оттал*
кивания молекул и уравнение (12) справедливо
для составляющих сил отталкивания  и 

 

Интегрируя по частям и производя подстанов*

ку  =  = x при  получим

(13)

где Г(1 – 3/N) – гамма*функция,  – число Аво*
гадро, k – постоянная Больцмана.

Используя данные  и  из
уравнения (13) находим параметр 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРА α

Теория парных столкновений применима для
составляющей сил межмолекулярного отталкива*
ния, тогда как при рассмотрении сил межмолеку*
лярного притяжения необходимо учитывать од*
новременное взаимодействие каждой молекулы с
окружающими ее молекулами. 

Для нахождения параметра α потенциала меж*
молекулярного взаимодействия рассматриваемых
здесь газов, которые соответствуют уравнению со*
стояния Ван*дер*Ваальса (m = 1), воспользуемся
аттракционной составляющей внутренней энер*
гии при m = 1
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Усредненная энергия взаимного притяжения в
расчете на одну молекулу газа равна

(14)

Для установления зависимости между моляр*
ным объемом газа и средним расстоянием между
ближайшими молекулами предположим, что
усредненному по времени взаимному расположе*
нию молекул газа соответствует одна из кристал*
лических структур с такой же плотностью упаков*
ки частиц. Единственной моделью усредненного
по времени взаимного расположения в простран*
стве молекул газа, которая подтверждается после*
дующими расчетами, является кубическая струк*
тура с координационным числом двенадцать. 

Предположим, что каждая молекула газа одно*
временно взаимодействует с двенадцатью моле*
кулами, которые равномерно окружают ее на рас*
стоянии r. Тогда усредненное по времени распо*
ложение молекул газа можно представить в виде
кристаллической структуры с элементарной
ячейкой кубической гранецентрированной ре*
шетки. На каждую ячейку приходится в среднем
4 молекулы и 24 межмолекулярных связи, т.е. в
данной модели на каждую молекулу приходится
6 межмолекулярных связей. Расстояние между

п
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взаимодействующими молекулами r или длина
связи соответствует длине половины диагонали

грани ячейки, поэтому объем ячейки равен 
Тогда объем, приходящийся на одну молекулу, ра*
вен четверти объема ячейки

(15)

Поскольку на одну молекулу приходится 6 свя*
зей, то энергия одной связи, согласно уравнению
(14), равна

 

С учетом (15) получим выражение для пара*
метра α:

 

Подставляя полученные выражения для па*
раметров α и β в уравнение (10), получим
обобщенный потенциал взаимодействия двух
молекул, выраженный через параметры темпе*
ратурной функции второго вириального коэф*
фициента:

(16)
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Таблица 1. Параметры температурной функции второго вириального коэффициента

Газ a, Å3 Km моль–1 b, Å3 Kn моль–1 m n

He 470 × 1024 38.8 × 1024 1.0 0.19

Ne 3580 × 1024 97 × 1024 1.0 0.25

Ar 33200 × 1024 1745 × 1024 1.0 0.51

H2 3750 × 1024 110.5 × 1024 1.0 0.25

N2 35600 × 1024 2350 × 1024 1.0 0.53

O2 35000 × 1024 1960 × 1024 1.0 0.52

CO 40500 × 1024 3100 × 1024 1.0 0.56

CH4 55200 × 1024 2450 × 1024 1.0 0.50

 
Таблица 2. Параметры потенциала взаимодействия двух молекул

Газ M N α, Дж ÅM β, Дж ÅN Γ(1 – n) D ε/k, K

He 3.0 15.8 2.539 × 10–21 4.424 × 10–16 1.153 1.823 5.951

Ne 3.0 12.0 1.934 × 10–20 2.141 × 10–16 1.225 2.117 29.70

Ar 3.0 5.88 1.794 × 10–19 6.230 × 10–18 1.808 4.113 78.70

H2 3.0 12.0 2.027 × 10–20 3.606 × 10–16 1.225 2.117 26.56

N2 3.0 5.66 1.924 × 10–19 6.182 × 10–18 1.884 4.353 63.94

O2 3.0 5.77 1.891 × 10–19 5.831 × 10–18 1.845 4.231 78.91

CO 3.0 5.36 2.188 × 10–19 4.487 × 10–18 2.013 4.754 71.36

CH4 3.0 6.00 2.983 × 10–19 1.658 × 10–17 1.773 4.000 97.16

3
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Рис. 2. Потенциал взаимодействия двух атомов гелия (а), неона (б), аргона (в), водорода (г), азота (д), кислорода (е),
окиси углерода (ж), метана (з).

Здесь потенциал V(r) выражен в джоулях, рассто*
яние r между двумя молекулами – в ангстремах, k =
= 1.38054 × 10–23 Дж/град, N0 = 6.02252 × 1023 моль–1,

размерности параметров a и b для рассмотренного
ряда веществ указаны в табл. 1, значения гамма*
функции1 Γ(1 – n) приведены в табл. 2.
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Соответственно, сила взаимодействия двух
молекул равна

 

На рис. 2 изображен потенциал  рассмот*
ренных веществ и составляющие его потенциалы

 и  рассчитанные по формуле (16). В табл. 3
приведено сравнительное сопоставление таблич*
ных [3] и рассчитанных по формуле (11) значений
параметра σ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В целях проверки изложенного материала бы*
ло рассмотрено восемь веществ и для каждого ве*
щества независимым путем определено по четыре
параметра. Даже незначительное отклонение од*
ного из 32 независимых параметров привело бы к
существенной погрешности в определении вели*
чины σ. Показана высокая точность определения
σ по найденным параметрам, и очевидно, что ве*
роятность случайного совпадения при таком чис*
ле независимых параметров ничтожно мала. 

Сопоставление расчетных и табличных значе*
ний параметра σ восьми газов позволяет сделать
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вывод о применимости уравнения (16) для расче*
та потенциала взаимодействия двух молекул.

Теорема вириала позволяет установить зависи*
мость между показателями степени M, N при
межмолекулярном расстоянии r потенциала GLJ
и показателями степени m, n при температуре в
функции B(T). При этом оказывается, что пара*
метр M, по результатам расчетов для рассмотрен*
ных неполярных и слабо полярных (окись углеро*
да) веществ, равен величине M = 3 и существенно
отличается от значения M = 6 потенциала 6–12
Леннарда–Джонса. Так, при M = 6, N = 12 полу*
чим m = 3/M = 1/2, n = 3/N = 1/4 и уравнение (1)
приобретает форму

 

которая не применима ни к одному из известных
газов.

Усредненное по времени расположение моле*
кул в газе соответствует кубической гранецентри*
рованной структуре, а усредненное по времени
расстояние между ближайшими молекулами r =

=  
Для газов, описываемых уравнением Ван*дер*

Ваальса (m = 1), потенциал сил притяжения V ∼ r –3

отвечает резонансному типу межмолекулярного
взаимодействия [4]. 
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Таблица 3. Табличные [3] и рассчитанные по формуле
(9) значения параметра σ

Газ σ (9), Å σ [3], Е

He 2.57 2.58

Ne 2.81 2.79

Ar 3.42 3.42

H2 2.97 2.97

N2 3.69 3.68

O2 3.45 3.43

CO 3.60 3.59

CH4 3.82 3.82

3*




