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В. Г. Журавлев

L-АЛГОРИТМ АППРОКСИМАЦИИ ДИОФАНТОВЫХ
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ

Введение

0.1. Основной результат. Рассмотрим произвольное алгебраическое
поле Q(α) = Q(α1, . . . , αd) – алгебраическое расширение степени d+1 >

2 поля рациональных чисел Q добавлением к нему чисел α1, . . . , αd;
и пусть 1 6 k 6 d обозначает количество некоторых произвольных
фиксированных сопряжений поля Q(α) с условием, что комплексные
сопряжения считаются парами. В предложении 2.1 доказано существо-
вание унимодулярной матрицы Pα ∈ GLd+1(Z), для которой столбец

α̂ =




α1

...
αd

1


 является собственным

Pαα̂ = λ · α̂. (0.1)

Здесь λ – локализованная единица поля Q(α): ровно k выделенных ее
сопряженных обладает свойством |λ(j)| > 1.

Выделим в Rd+1 подпространство A+ ⊂ Rd+1, натянутое на векто-
ры α̂(i) для вещественных выделенных сопряжений и парные векторы

α̂
(j)
+ = 1

2 (α̂
(j) + α̂

(j)
), α̂

(j)
− = 1

2i (α̂
(j) − α̂

(j)
) для комплексных сопря-

жений. Обозначим через A⊥
+ ⊂ Rd+1 подпространство, ортогональное

A⊥
+ ⊥ A+ к A+. Далее, выберем в пространстве A⊥

+ произвольный
базис

α⊥
1 = (α⊥

1,1, . . . , α
⊥
1,d+1), . . . , α

⊥
k⊥ = (α⊥

k⊥,1, . . . , α
⊥
k⊥,d+1), (0.2)

где k⊥ = dimQ A⊥
+ – размерность пространства A⊥

+, определяемая из

равенства k+k⊥ = d+1. Базису (0.2) поставим в соответствие систему

Ключевые слова: диофантовы приближения линейных форм, cимплекс-
модульный алгоритм, наилучшие приближения.
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26 В. Г. ЖУРАВЛЕВ

линейных форм

F1(x) = α⊥
1,1x1 + . . .+ α⊥

1,d+1xd+1,

. . .
Fk⊥ (x) = α⊥

k⊥,1x1 + . . .+ α⊥
k⊥,d+1xd+1

(0.3)

с вещественными коэффициентами. Из построения следует, что линей-
ные формы (0.3) образуют базис в пространстве F⊥

+ всех линейных

форм Fα⊥(x), где α⊥ ∈ A⊥
+. В теореме 4.1 доказано следующее утвер-

ждение.
Существует последовательность целочисленных точек

pa = (pa,1, . . . , pa,d+1), удовлетворяющих рекуррентному соотноше-

нию, определяемому характеристическим многочленом

chPα(x) = det(xE − Pα)

унимодулярной матрицы Pα из (0.1), такая что выполняется систе-

ма неравенств

|F1(pa)| 6
C

|pa|θs
,

. . .

|Fk⊥(pa)| 6
C

|pa|θs

(0.4)

для всех a = 0, 1, 2, . . . Здесь показатель θ = k
k⊥ −̺, при этом откло-

нение ̺ > 0 можно сделать сколь угодно малым за счет подходящего

выбора матрицы Pα в (0.1); константа C не зависит от номера ите-

рации a; величина |pa|s = |pa,1|+. . .+|pa,d+1| имеет экспоненциальный

рост при a → +∞.

0.2. История вопроса. По одному из следствий теоремы Дирихле
([1], с. 30) существует бесконечно много целочисленных решений pa
системы неравенств (0.4) с показателем θ = k

k⊥ . В настоящей работе
мы предлагаем L-алгоритм построения таких решений. Указанный ал-
горитм опирается на метод локализации единиц алгебраических чис-
ловых полей [2–4]. Ранее [3] первоначальный вариант L-алгоритма –
обратный симплекс-модульный алгоритм – был применен к системам
неравенств (0.4) частного вида, когда k⊥ = 1. Среди многочисленных
исследований по диофантовым приближениям линейных форм выде-
лим работы [5,6], где для тернарных форм были построены наилучшие
приближения.
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§1. Локализация единиц алгебраических полей

1.1. Единицы алгебраических полей. Рассмотрим произвольное
алгебраическое поле

F = Q(θ) ⊂ C (1.1)

– алгебраическое расширение степени d+1 = r+2c поля рациональных
чисел Q, где r и 2c обозначают число вещественных и комплексных
сопряжений соответственно (подробности см., например, [7]). Выберем
в F некоторую полную систему единиц

ε1, . . . , εt, (1.2)

где t = r+ c− 1. Отметим, что система единиц (1.2) не обязана порож-
дать всю группу единиц поля F. Требуется лишь, чтобы единицы из
(1.2) были свободными образующими порождаемой ими группы еди-

ниц E и данная группа имела бы максимально возможный ранг t.
Зададим отображение

ε 7→ x(ε) = (ln|ε(1)|, . . . , ln|ε(r)|, 2 ln|ε(r+1)|), . . . , 2 ln|ε(r+c)|)
(1.3)

множества единиц E в пространство Rt+1, где ε(1), . . . , ε(r) – веществен-
ные сопряженные значения для ε и ε(r+1), . . . , ε(r+c) – комплексные.
Отображение (1.3) будет вложением x : E →֒ Rt+1 группы E в вектор-
ное пространство Rt+1 с сохранением в них операций

x(ε · ε′) = x(ε) + x(ε′). (1.4)

1.2. Локализация. Из определения отображения (1.3) следует, что
образ L = x(E) группы единиц E содержится в гиперплоскости

P = {x ∈ Rt+1; n · x = 0}, (1.5)

где n · x – скалярное произведение x с вектором n = (1, . . . , 1) размер-
ности t+1. Подмножество L ⊂ P предствляет собою полную решетку

в пространстве (1.5) с Z-базисом x(ε1), . . . , x(εt). Данное множество
также образует базис в P , но уже относительно R.

Пусть

k = kr + 2kc, (1.6)

где 0 6 kr 6 r и 0 6 kc 6 c – целые числа, удовлетворяет неравенствам

1 6 k 6 d. (1.7)
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Определим вектор

µk = µkr,kc = (. . . , µ, . . . ,−1, . . .︸ ︷︷ ︸
r

, . . . , 2µ, . . . ,−2, . . .︸ ︷︷ ︸
c

) (1.8)

с координатами µ или −1 на первых r местах и соответственно ко-
ординатами 2µ или −2 на остальных c местах. При этом количество
координат µ равно kr, а 2µ равно kc. Будем предполагать, что вектор
(1.8) принадлежит

µk ∈ P (1.9)

– гиперплоскости (1.5). Тогда µ в (1.8) должно быть равным

µ =
d− k + 1

k
(1.10)

и при этом в силу (1.7) удовлетворять неравенствам

1

d
6 µ 6 d. (1.11)

Из включения (1.9) следует, что вектор µk разложим

µk = β1x(ε1) + . . .+ βtx(εt) (1.12)

по базису решетки L с некоторыми вещественными коэффициентами
β1, . . . , βt. Теперь воспользуемся одним результатом из [3].

Следствие 1.1. Пусть β = (β1, . . . , βt) – любой вещественный век-

тор и η > 0 – произвольное наперед заданное сколь угодно малое чис-

ло. Тогда найдется такое натуральное число q, что будет выпол-

няться неравенство

||qβ||s = ||qβ1||+ . . .+ ||qβt|| 6 η, (1.13)

где ||x|| обозначает расстояние от x до ближайшего целого числа.

Замечание 1.1. В [8] был построен симплекс-ядерный алгоритм раз-
ложения в многомерные цепные дроби. Указанный алгоритм позволя-
ет находить натуральные числа q с условием (1.13).

По следствию 1.1 для любого произвольного наперед заданного сколь
угодно малого числа η > 0 найдутся такие целые числа q > 1 и
p1, . . . , pt, что будет выполняться неравенство

|qβ − p|s = |qβ1 − p1|+ . . .+ |qβt − pt| 6 η (1.14)

в метрике |x|s = |x1|+ . . .+ |xt| для x = (x1, . . . , xt) из Rt.
Выберем единицу

ζ = εp1

1 · · · εpt

t . (1.15)
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Для нее, согласно свойству (1.4), имеем

x(ζ) = p1x(ε1) + . . .+ ptx(εt). (1.16)

Из (1.8) и (1.12) следует равенство

qµk = qβ1x(ε1) + . . .+ qβtx(εt),

из которого и (1.16) находим разность

qµk − x(ζ) = (qβ1 − p1)x(ε1) + . . .+ (qβt − pt)x(εt).

Запишем векторы

x(εi) = (x1(εi), . . . , xt+1(εi)) (1.17)

в координатах пространства Rt+1. Тогда разность векторов qµk − x(ζ)
в силу (1.14) оценивается как

|qµk − x(ζ)|s 6 η′, (1.18)

где справа обозначили η′ = η (t+ 1) maxε и

maxε = max
16i6t

16j6t+1

|xj(εi)|. (1.19)

Если ввести обозначение

̺ = (̺1, . . . , ̺t+1) = x(ζ) − qµk,

то для вектора x(ζ) получим представление

x(ζ) = qµk + ̺, (1.20)

при этом координаты вектора ̺ по (1.18) удовлетворяют неравенствам

|̺1| 6 η′, . . . , |̺t| 6 η′. (1.21)

По определению (1.3) записываем

x(ζ) = (ln|ζ(1)|, ln|ζ(2)|, . . . , ln|ζ(r)|︸ ︷︷ ︸
r

, 2 ln|ζ(r+1)|), . . . , 2 ln|ζ(r+c)|︸ ︷︷ ︸
c

), (1.22)

а по (1.8) имеем

qµk = (. . . , qµ, . . . ,−q, . . .︸ ︷︷ ︸
r

, . . . , 2qµ, . . . ,−2q, . . .︸ ︷︷ ︸
c

). (1.23)

Для сопряженных значений ζ(i) единицы ζ в (1.22) введем нумерацию

. . . , ζ(i+), . . . , ζ(i−), . . .︸ ︷︷ ︸
r

, . . . , ζ(j+), . . . , ζ(j−), . . .︸ ︷︷ ︸
c

(1.24)
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в соответствии с координатами вектора (1.23). В этой нумерации срав-
нивая координаты векторов (1.22), (1.23) и используя разложение (1.20),
приходим к следующим формулам

ln|ζ(i+)| = qµ+ ̺i+ , ln|ζ(i−)| = −q + ̺i− ,
ln|ζ(j+)| = qµ+ ̺j+ , ln|ζ(j−)| = −q + ̺j− .

(1.25)

Сделаем замену

lnζ+ = qµ (1.26)

в формулах (1.25). Имеем

ln|ζ(i+)| = lnζ+ + ̺i+ , ln|ζ(i−)| = lnζ
−1/µ
+ + ̺i− ,

ln|ζ(j+)| = lnζ+ + ̺j+ , ln|ζ(j−)| = lnζ
−1/µ
+ + ̺j−

(1.27)

или без логарифмов –

|ζ(i+)| = ζ
1+θi+
+ , |ζ(i−)| = ζ

−1/µ+θi−
+ ,

|ζ(j+)| = ζ
1+θj+
+ , |ζ(j−)| = ζ

−1/µ+θj−
+ ,

(1.28)

где

θi = ̺i/lnζ+, (1.29)

при этом ̺i удовлетворяют неравенствам (1.21).

Предложение 1.1. Пусть ε = {ε1, . . . , εt} – некоторая полная си-

стема единиц (1.2) алгебраического поля F из (1.1) степени d+1, ζ –

единица (1.15), зависящая от η > 0, и ζ(i) – ее сопряженные; и пусть

параметр k из (1.6) удовлетворяет неравенствам 1 6 k 6 d. Тогда

существует такая константа ηε > 0, зависящая от выбора системы

единиц ε, что для

0 < η < ηε, (1.30)

выполняются следующие свойства.

1) Модули сопряженных ζ(i) вычисляются по формулам (1.28) с

показателями

|θi| 6 cεη, (1.31)

где константа cε > 0 не зависит от выбора параметра η из (1.30).
2) Сопряженные ζ(i) распределяются по группам

|ζ(i+)| > 1, |ζ(i−)| < 1,

|ζ(j+)| > 1, |ζ(j−)| < 1.
(1.32)
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Доказательство. В силу уже выведенных формул (1.28) для доказа-
тельства первого утверждения нужно проверить выполнимость нера-
венств (1.31). Принимая во внимание (1.29) и (1.21), записываем

|θi| 6
η′

lnζ+
6 cεη, (1.33)

где константа

cε =
(t+ 1)maxε

lnζ+
не зависит от η.

Для доказательства второго утверждения заметим, что из (1.11),
(1.26) следует ζ+ > 1, поэтому в силу формул (1.28) неравенства (1.26)
будут выполняться при достаточно малом ηε > 0. �

1.3. Локализованные единицы. Числа

ζ = ζk,η (1.34)

будем называть локализованными единицами с параметрами k из (1.6),
(1.7) и η из интервала (1.30). Их основное свойство состоит в том, что
их сопряженные ζ(i) распределяются по группам (1.32) и модули |ζ(i)|
содержатся соответственно в двух окрестностях

ζ+ − δη 6 |ζ(i+)| 6 ζ+ + δη, ζ+ − δη 6 |ζ(j+)| 6 ζ+ + δη,

ζ
−1/µ
+ − δη 6 |ζ(i−)| 6 ζ

−1/µ
+ + δη, ζ

−1/µ
+ − δη 6 |ζ(j−)| 6 ζ

−1/µ
+ + δη,

(1.35)

где ζ+ > 1 не зависит от выбора параметра η из (1.30) и величена
отклонения δη ↓ 0, если η → 0. Свойство локализации (1.35) единиц ζ
вытекает из формул (1.28) и неравенств (1.30), (1.31).

Обозначим через
Ek,η ⊂ E (1.36)

подмножество всех единиц ζ из группы E , удовлетворяющих усло-
вию (1.32). Из свойства (1.4) следует замкнутость множества Ek,η от-
носительно умножения ζ · ζ′ ∈ Ek,η для любых ζ, ζ′ ∈ Ek,η. Поэтому
множество Ek,η образует полугруппу без единицы, поскольку 1 не об-
ладает свойством (1.32).

Пусть элемент α принадлежит алгебраическому полю F из (1.1) и k
– параметр (1.6), (1.7). Предположим, что α имеет степень

deg(α) < d+ 1. (1.37)

Здесь степень deg(α) числа α определяется равенством

deg(α) = degQ(α), (1.38)
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где справа указана степень degQ(α) = [Q(α) : Q] расширения Q(α)
над полем Q. Тогда найдутся такие l 6= m, что имеет место равенство

α(l) = α(m). (1.39)

Кроме того предположим, что сопряженные α(i) для α распределяются
по группам

|α(i+)| > 1, |α(i−)| < 1,

|α(j+)| > 1, |α(j−)| < 1
(1.40)

аналогично (1.32). Скажем, что элемент α согласован с параметром
k, если свойства (1.39) и (1.40) не противоречат друг другу для всех
l 6= m.

Предложение 1.2. Если выполнены условия предложения 1.1 и ранг

t > 1, то

1) полугруппа Ek,η 6= ∅;

2) любая единица ζ ∈ Ek,η, несогласованная с параметром k, имеет

степень

deg(ζ) = d+ 1. (1.41)

Доказательство. Первое утверждение вытекает из предложения 1.1.
Второе докажем от противного: предположим степень

deg(ζ) < d+ 1.

Тогда из этого неравенства и несогласованости ζ с параметром k сле-
дует, что найдутся l 6= m, для которых будут выполняться противоре-
чащие друг другу свойства (1.39) и (1.40) для α = ζ. �

§2. Модульные L-матрицы

2.1. Модули. Обозначим через

L = Lk,η ⊂ Ek,η (2.1)

подмножество всех единиц ζ из полугруппы (1.36), несогласованных с
параметром k, и назовем их L-единицами. Если ζ ∈ L, то по предло-
жению 1.2 ее степени 1, ζ, . . . , ζd линейно независимы над Q. Поэтому
алгебраическое поле Q(ζ) совпадает

Q(ζ) = F (2.2)

с полем (1.1) и модуль

Mζ = Z[1, ζ, . . . , ζd] (2.3)



L-АЛГОРИТМ АППРОКСИМАЦИИ ДИОФАНТОВЫХ СИСТЕМ 33

над кольцом Z будет полным, т.е. числа 1, ζ, . . . , ζd образуют базис
поля F над Q.

Рассмотрим линейное отображение

Mζ
ζ−→ Mζ : x 7→ ζ · x. (2.4)

Из определения (2.3) вытекает, что отображение (2.4) задает автомор-
физм модуля Mζ . Поскольку 1, ζ, . . . , ζd – базис модуля Mζ , то най-
дется квадратная унимодулярная матрица Uζ размера d + 1, удовле-
творяющая условию

Uζ ζ̂ = ζ · ζ̂, (2.5)

где слева записано произведение матрицы Uζ и столбца

ζ̂ =




ζd

...
ζ
1


 (2.6)

высоты d + 1. Матрица Uζ называется матрицей предствления эле-
мента ζ в базисе 1, ζ, . . . , ζd.

2.2. Матрица перехода T . Пусть

Mα = Z[1, α1, . . . , αd] (2.7)

– произвольный полный модуль над кольцом Z в поле F. Точку α =
(α1, . . . , αd) и соответствующий набор чисел {α1, . . . , αd}, обладающие
свойством (2.7), будем называть полными. Для полной точки α харак-
терно выполнение соотношения

Q[α] = Q(α) (2.8)

между Q[α] – модулем (2.7) и Q(α) – расширением поля рациональных
чисел Q добавлением к нему чисел α1, . . . , αd. Из (2.7) и (2.8), в част-
ности, следует иррациональность точки α = (α1, . . . , αd) и равенство
Q(α) = F, а значит, полная точка α имеет степень

degα = d+ 1. (2.9)

Вектор или точку α назовем иррациональными, если выполняется ус-
ловие:

числа 1, α1, . . . , αd линейно независимы над кольцом Z. (2.10)
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Далее, пусть T – матрица перехода

α̂ = T ζ̂ (2.11)

от базиса полного модуля Mζ к базису модуля Mα. Здесь столбец α̂
определяется по модулю Mα добавлением единицы

α̂ =




α1

...
αd

1


 . (2.12)

Матрица перехода T имеет рациональные коэффициенты. Кроме то-
го, поскольку модуль Mα также полный, то матрица T обратима и,
значит, T ∈ GLd+1(Q).

2.3. Модульные матрицы. Воспользуемся (2.11) и подставим ζ̂ =
T−1α̂ в равенство (2.5). Имеем

UζT
−1α̂ = ζ · T−1,

откуда для столбца α̂ выводим равенство

Mαα̂ = ζ · α̂ (2.13)

с рациональной матрицей

Mα = TUζT
−1, (2.14)

сопряженной унимодулярной матрице Uζ . Для модуля Mα из (2.7)
матрицу, обладающую свойством (2.13), назовем модульной матри-

цей.

2.4. Унимодулярные модульные матрицы. Уровень

l(T ) = t (2.15)

невырожденной рациональной матрицы T определяется как наимень-
шее натуральное число t с условием, что T ∗ = t ·T−1 – целочисленная
матрица.

Нам потребуется еще показатель νa(Uζ) = ν унимодулярной мат-
рицы Uζ по модулю t – это такое наименьшее натуральное число ν,
для которого выполняется сравнение

Uν
ζ ≡ E mod t, (2.16)
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где E = Ed+1 – единичная матрица размера d + 1. Указанное число
ν существует и не превышает порядка конечной группы GLd+1(Z/tZ)
матриц над кольцом вычетов Z/tZ с определителем det ≡ ±1mod t.

Предложение 2.1. Если Mα – произвольный полный модуль (2.7)
из поля F, t – уровень (2.15) матрицы T и ν – показатель (2.16) уни-

модулярной матрицы Uζ по модулю t, то 1) матрица

Pα = Mν
α (2.17)

является унимодулярной; 2) имеет место равенство

Pαα̂ = λ · α̂, (2.18)

где α̂ – столбец (2.12) и

λ = ζν (2.19)

является L-единицей из множества (2.1).

Доказательство. Равенства (2.17) и (2.18) были доказаны в [9] и
нужно проверить, что λ – L-единица. Действительно, из равенства
(2.19) и свойства мультипликативности следует выполнимость нера-
венств (1.32) для λ, а из (1.15) выводим равенство deg(λ) = d + 1, из
которого вытекает несогласованность λ с параметром k. �

Матрицу Pα из (2.17) назовем унимодулярной модульной матри-

цей. Если при этом ζ является L-единицей, то Pα будем также назы-
вать модульной L-матрицей или кратко – L-матрицей.

§3. Оценки линейных форм

3.1. Разложение модульной L-матрицы. Для столбцов α̂ из (2.12)

и ζ̂ из (2.6) определим квадратные матрицы

A = (α̂(1) . . . α̂(d+1)), Z = (ζ̂(1) . . . ζ̂(d+1)) (3.1)

– порядка d + 1. Матрица Z невырождена и в силу равенства (2.11)
можем записать

A = TZ. (3.2)

Поэтому матрица A также невырождена и, следовательно, ее столбцы
образуют базис (A-базис) в пространстве Rd+1.

Пусть Pα – модульная L-матрица (2.17). Из равенства (2.18) полу-
чаем

PαA = (λ(1)α̂(1) . . . λ(d+1)α̂(d+1)) = AΛ,
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где

Λ =




λ(1) . . . 0
. . .

0 . . . λ(d+1)


 . (3.3)

Отсюда для матрицы Pα выводим разложение

Pα = AΛA−1. (3.4)

3.2. Итерации целочисленных векторов. Определим векторы pa
для a = 0, 1, 2, . . . , записанные в виде столбцов

pa =




pa,1
...

pa,d+1


 , (3.5)

через итерации
pa = Pαpa−1, (3.6)

где p0 – произвольный ненулевой целочисленный вектор. Повторяя
(3.6) несколько раз, получаем

pa = Pa
αp0. (3.7)

Из (3.3), (3.4) и (3.7) следует явное представление

pa =




λ(1)aa1,1 + . . .+ λ(d+1)aa1,d+1

...
λ(1)aad+1,1 + . . .+ λ(d+1)aad+1,d+1


 (3.8)

с некоторыми коэффициентами aij , не зависящими от a. Отсюда вы-
водим неравенства

|pa,i| 6 |λ(1)|a|ai,1|+ . . .+ |λ(d+1)|a|ai,d+1| (3.9)

для i = 1, . . . , d+ 1.

Лемма 3.1. Пусть векторы pa определены формулой (3.7). Тогда для

них имеет место неравенство

|pa|s 6 cα,p0
λa
max (3.10)

для всех a = 0, 1, 2, . . . Здесь обозначили

|pa|s = |pa,1|+ . . .+ |pa,d+1| (3.11)

– s-метрику в пространстве Rd+1,

λmax = max
16i6d+1

|λ(i)| (3.12)



L-АЛГОРИТМ АППРОКСИМАЦИИ ДИОФАНТОВЫХ СИСТЕМ 37

и cα,p0
– константу, не зависящую от номера итерации a.

Доказательство. Непосредственно вытекает из неравенств (3.9). �

3.3. Линейные формы. Выделим в Rd+1 подпространства

A+, A− ⊂ Rd+1, (3.13)

натянутые соответственно на векторы

α̂(i+), α̂
(j+)
+ , α̂

(j+)
− ,

α̂(i−), α̂
(j−)
+ , α̂

(j−)
− ,

(3.14)

где

α̂
(j)
+ = 1

2 (α̂
(j) + α̂

(j)
), α̂

(j)
− = 1

2i (α̂
(j) − α̂

(j)
). (3.15)

Так как столбцы матрицы A из (3.1) образуют базис в пространстве
Rd+1, то векторы (3.14) являются базисами подпространств A+, A− и
они разлагают пространство Rd+1 в прямую сумму

Rd+1 = A+ ⊕A−. (3.16)

Обозначим через
A⊥

+ ⊂ Rd+1 (3.17)

подпространство, ортогональное A⊥
+ ⊥ A+ к A+ относительно обыч-

ного (покоординатного) скалярного произведения.
От комплексной матрицы A перейдем к вещественной матрице

AR = (. . . α̂(i) . . . α̂
(j)
+ α̂

(j)
− . . .), (3.18)

столбцы которой образуют базис вещественного пространства Rd+1.
Разложим вектор p0 из (3.5) по этому базису

p0 = AR




x1

...
xd+1


 = . . .+ xiα̂

(i) + . . .+ (α̂
(j)
+ α̂

(j)
− )Xj + . . . , (3.19)

где Xj =

(
xj

x′
j

)
.

Если λ(j) = |λ(j)| (cosϕj + i sinϕj), то по (3.7) находим

pa = Pa
α p0 = . . .+ xiλ

(i)a α̂(i) + . . .+ |λ(j)|aXj(aϕj) + . . . , (3.20)

где

Xj(aϕj) = (α̂
(j)
+ α̂

(j)
− )

(
xj(aϕj)
x′
j(aϕj)

)
,
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при этом
(

xj(aϕj)
x′
j(aϕj)

)
=

(
cos(aϕj) − sin(aϕj)
sin(aϕj) cos(aϕj)

)(
xj

x′
j

)
.

Из (3.17) и (3.20) для любого вектора α⊥ ∈ A⊥
+ имеем

pa·α⊥ = . . .+xi−λ
(i−)aα̂(i−)·α⊥+. . .+|λ(j−)|aXj−(aϕj−)·α⊥+. . . , (3.21)

где

Xj−(aϕj−) · α⊥ = (α̂
(j−)
+ · α⊥ α̂

(j−)
− · α⊥)

(
xj(aϕj−)
x′
j(aϕj−)

)
. (3.22)

Лемма 3.2. Для любого вектора α⊥ ∈ A⊥
+ определим линейную фор-

му

Fα⊥(x) = α⊥
1 x1 + . . .+ α⊥

d+1xd+1 (3.23)

с вещественными коэффициентами α⊥
i , равными координатам век-

тора α⊥. Тогда значение формы Fα⊥(pa) в точке pa из (3.7) оценива-

ется как

|Fα⊥(pa)| 6 cα,α⊥,p0
λa
max−

(3.24)

с константой cα,α⊥,p0
, не зависящей от номера a, и 0 < λmax−

< 1,
определяемым равенством

λmax−
= max

16i−,j−6d+1
{|λ(i−)|, |λ(j−)|}. (3.25)

Доказательство. Так как по определению (3.23) линейной формы
Fα⊥(x) можем записать

Fα⊥(pa) = pa · α⊥, (3.26)

то неравенство (3.24) вытекает из разложения (3.21), (3.22) для ска-
лярного произведения pa · α⊥ в (3.26) и определения (3.25). �

Теорема 3.1. Пусть Fα⊥(x) – линейная форма (3.23) и целочислен-

ные векторы pa определяются формулой (3.7). Тогда выполняется

неравенство

|Fα⊥(pa)| 6
C

|pa|1/µ−̺
s

(3.27)

для всех a = 0, 1, 2, . . . Здесь 1
d 6 µ 6 d вычисляется по формуле (2.16);

показатель ̺ удовлетворяет неравенствам

0 < ̺ 6 Cεη, (3.28)
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где константа Cε > 0 не зависит от параметра η из (1.30), который

можно выбирать сколь угодно малым; константа C = Cα,α⊥,η,p0
не

зависит от номера итерации a.

Доказательство. Объединяя (1.28) и (2.19) можем записать

|λ(i+)| = λ
1+θi+
+ , |λ(i−)| = λ

−1/µ+θi−
+ ,

|λ(j+)| = λ
1+θj+
+ , |λ(j−)| = λ

−1/µ+θj−
+ ,

(3.29)

где λ+ = ζν+ > 1 и показатели θi, θj удовлетворяют неравенствам (1.31).
Из (3.25) и (3.29) получаем

λmax−
= λ

−1/µ−θmax−

+ (3.30)

с показателем

θmax−
= − max

16i−,j−6d+1
{θi− , θj−} (3.31)

и неравенство (3.24) примет вид

|Fα⊥(pa)| 6 cα,α⊥,p0
λ
−a(1/µ+θmax−

)

+ . (3.32)

С другой стороны, согласно (3.12) и (3.29) находим

λmax = λ
1+θmax+

+ , (3.33)

где

θmax+
= max

16i+,j+6d+1
{θi+ , θj+}. (3.34)

Поэтому подставляя (3.33) в (3.10), приходим к неравенству

|pa|s 6 cα,p0
λ
a(1+θmax+

)

+ , (3.35)

однородному с (3.32).
Теперь неравенство (3.27) следует из (3.32) и (3.35), а неравенство

(3.28) из (1.31). �

§4. Оценка приближений систем линейных форм

4.1. Оценка снизу. Ранее в лемме 3.1 была получена верхняя оценка
для |pa|s. Далее нам потребуется также и нижняя оценка.

Лемма 4.1. Пусть векторы pa определены формулой (3.7). Тогда для

них имеет место неравенство

|pa|s > cp0,A λa
min+

(4.1)
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для всех a = 0, 1, 2, . . . , где

λmin+
= min

16i+,j+6d+1
{|λ(i+)|, |λ(j+)|} > 1 (4.2)

и константа cp0,A > 0 не зависит от номера итерации a.

Доказательство. Воспользуемся разложением (3.20) векторов pa. Ес-
ли в разложении (3.19) вектора p0 все xi+ = 0 и Xj+ = 0, то pa → 0 при
a → ∞. Но векторы pa целочисленные, поэтому pa = 0 для достаточно
больших значений a и, следовательно, p0 = paP

−a
α = 0 по формуле

(3.7), что противоречит выбору p0 6= 0.
Пусть в разложении (3.19) существует xi+ 6= 0. Тогда у векторов pa

из (3.20) модуль i+-ой координаты

|xi+λ
(i+)a | = |xi+ | λ(i+)a → ∞ при a → ∞. (4.3)

Теперь предположим, что в разложении (3.19) найдется столбец Xj+ =(
xj+

x′
j+

)
6=

(
0
0

)
. Тогда

min
ϕ ∈ [0, 2π)
a = 1, 2, . . .

|Xj+(aϕ)| = min
ϕ∈[0,2π)

|Xj+(ϕ)| = cj+ > 0,

и поэтому

||λ(j+)|aXj+(aϕj+)| > cj+ |λ(j+)|a → ∞ при a → ∞. (4.4)

Пусть |∗|s,A обозначает s-метрику (3.11), записанную в базисе (3.18).
Из разложения (3.20) и свойств (4.3), (4.4) вытекает

|pa|s,A > c′p0,A λa
min+

(4.5)

для всех a = 0, 1, 2, . . ., где λmin+
> 1 определено в (4.2) и константа

c′p0,A
> 0 не зависит от номера итерации a. Поскольку s-метрики | ∗ |s

и | ∗ |s,A эквивалентны – так как это одна и та же метрика в разных
базисах – то из неравенства (4.5) будет следовать оценка (4.1). �

4.2. Рекуррентные последовательности. Из матричной итераци-
онной формулы (3.6) выведем рекуррентную формулу для координат

pa =




pa,1
...

pa,d+1


 целочисленных точек (3.5). Пусть L-матрица Pα име-

ет характеристический многочлен

chPα(x) = det(xE − Pα) = xd+1 − bdx
d − . . .− b1x− b0. (4.6)
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В [9] было доказано следующее утверждение.

Предложение 4.1. Столбцы pa удовлетворяют рекуррентному со-

отношению

pa+d+1 = bd pa+d + . . .+ b1 pa+1 + b0 pa (4.7)

для a = 0, 1, 2, . . . При этом начальные условия

pd = Pd
α p0, . . . , p1 = Pα p0, p0 (4.8)

задаются L-матрицей Pα из (2.17) и столбцом p0, определенным в

(3.6) и (3.7).

4.3. Основная теорема. Согласно (1.6) и (1.8) пространство A⊥
+ из

(3.17) имеет размерность, равную

k⊥ = dimR A⊥
+ = d+ 1− k (4.9)

Поэтому в силу (1.7) и (4.9) размерность k⊥ пространства A⊥
+ изменя-

ется соответственно в границах

d > k⊥ > 1, где 1 6 k 6 d. (4.10)

Выберем в пространстве A⊥
+ произвольный базис

α⊥
1 = (α⊥

1,1, . . . , α
⊥
1,d+1), . . . , α⊥

k⊥ = (α⊥
k⊥,1, . . . , α

⊥
k⊥,d+1)

(4.11)
и несколько упрощая правило (3.23) поставим базису (4.11) в соответ-
ствие систему линейных форм

F1(x) = α⊥
1,1x1 + . . .+ α⊥

1,d+1xd+1,

. . .
Fk⊥ (x) = α⊥

k⊥,1x1 + . . .+ α⊥
k⊥,d+1xd+1

(4.12)

с вещественными коэффициентами. Из определения следует, что ли-
нейные формы (4.12) образуют базис в пространстве F⊥

+ всех линей-

ных форм Fα⊥(x), где α⊥ ∈ A⊥
+.

Теорема 4.1. Пусть в пространстве F⊥
+ задана некоторая систе-

ма вещественных линейных форм (4.12) и целочисленные точки pa =
(pa,1, . . . , pa,d+1) определяются рекуррентным соотношением (4.7) с

начальными условиями (4.8). Тогда в обозначениях теоремы 3.1 спра-

ведливы следующие утверждения.
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1. Выполняется система неравенств

|F1(pa)| 6 C

|pa|1/µ−̺
s

,

. . .
|Fk⊥ (pa)| 6 C

|pa|1/µ−̺
s

(4.13)

для всех a = 0, 1, 2, . . . Здесь µ = d−k+1
k , показатель ̺ > 0 можно

выбрать сколь угодно малым и константа C не зависит от номера

итерации a.
2. Величина |pa|s = |pa,1| + . . . + |pa,d+1| имеет экспоненциальный

рост относительно номера a.

Доказательство. Неравенства (4.13) вытекают из теоремы 3.1 и пред-
ложения 4.1. Согласно леммам 3.1 и 4.1 величина |pa|s удовлетворяет
неравенствам

c′ λa
min+

6 |pa|s 6 c′′ λa
max (4.14)

с константами c′ > 0, c′′ > 0 и 1 < λmin+
6 λmax по определениям (3.12)

и (4.2). Из неравенств (4.14) следует второе утверждение теоремы. �

Алгоритм построения целочисленных решений pa = (pa,1, . . . , pa,d+1)
систем линейных неравенств вида (4.13), разработанный в п.п. 1-4,
назовем L-алгоритмом. Как мы видели, данный алгоритм опирает-
ся на метод локализации единиц L алгебраических числовых полей
F = Q(θ), изложенный в п. 1.

§5. Пример линейных форм от четырех переменных

Покажем, как работает предложенный в п.п. 1–4 L-алгоритм на
примере аппроксимации линейной формы с вещественными алгебраи-
ческими коэффициентами четвертой степени.

5.1. Выбор локализованной единицы. Рассмотрим вещественное
алгебраическое поле F = Q( 4

√
2) степени deg F/Q = 4, имеющее r = 2

вещественных и 2c = 2 комплексных сопряжений. В нашем случае
d = 3. Если выбрать k = 3, то по формуле (4.9) пространство A⊥

+ из
(3.17) имеет размерность

k⊥ = dimR A⊥
+ = 1, (5.1)

т.е. пространство линейных форм одномерно.
Проверим, что в качестве единицы (1.34) можно взять элемент

ζ = ε− 1, (5.2)
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где ε = 4
√
2. Сопряженными ζ(j) для элемента (5.2) будут

ζ(1) = ζ = ε− 1, ζ(2) = −ε− 1,

ζ(3) = i ε− 1, ζ(4) = ζ
(3)

= −i ε− 1.
(5.3)

Здесь i = +
√
−1 – мнимая единица. Отсюда для элемента ζ находим

его норму

Norm F/Q(ζ) = ζ(1) · ζ(2) · ζ(3) · ζ(4) = −(ε2 − 1)(ε2 + 1) = −1. (5.4)

Сопряженные (5.3) имеют модули

|ζ(1)| = ζ ≈ 0.18 < 1, |ζ(2)| ≈ 2.18 > 1, |ζ(3)| = |ζ(4)| ≈ 1.55 > 1. (5.5)

Количество сопряженных с модулем > 1 равно k = 3 и, следователь-
но, в силу (5.4) элемент ζ подходит на роль локализованной единицы
(1.34).

5.2. Базис подпространства A+. Для этого нам потребуется знать
векторы

ζ̂(i) =




ζ(i)3

ζ(i)2

ζ(i)

1


 (5.6)

высоты d+ 1 = 4 для i = 1, 2, 3, 4. Используя явный вид сопряженных
(5.3), вычисляем для векторов (5.6) их элементы

ζ(1)3 = ε3 − 3ε2 + 3ε− 1, ζ(1)2 = ε2 − 2ε+ 1, ζ(1) = ε− 1,

ζ(2)3 = −ε3 − 3ε2 − 3ε− 1, ζ(2)2 = ε2 + 2ε+ 1, ζ(2) = −ε− 1,

ζ(3)3 = −iε3 − 3ε2 + 3iε− 1, ζ(3)2 = −ε2 − 2iε+ 1, ζ(3) = iε− 1,

ζ(4)3 = iε3 − 3ε2 − 3iε− 1, ζ(4)2 = −ε2 + 2iε+ 1, ζ(4) = −iε− 1.

(5.7)

Теперь найдем базис подпространства A+ ⊂ R4 из (3.13), состоящий
из k = 3 векторов

ζ̂
(2)
+ =




ζ
(2)3
+

ζ
(2)2
+

ζ
(2)
+

1


 , ζ̂

(3)
+ =




ζ
(3)3
+

ζ
(3)2
+

ζ
(3)
+

1


 , ζ̂

(3)
− =




ζ
(3)3
−
ζ
(3)2
−
ζ
(3)
−
0


 . (5.8)
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Используя (5.7), по формулам (3.14) и (3.15) вычисляем данные век-
торы в координатах

ζ̂
(2)
+ =




−ε3 − 3ε2 − 3ε− 1
ε2 + 2ε+ 1
−ε− 1

1


 , ζ̂

(3)
+ =




3ε2 − 1
−ε2 + 1

−1
1


 ,

ζ̂
(3)
− =




−ε3 + 3ε
−2ε
ε
0


 .

(5.9)

5.3. Нахождение линейной формы. Удобно начать с вычисления
следующего векторного определителя

De = det




ζ
(2)3
+ ζ

(3)3
+ ζ

(3)3
− e1

ζ
(2)2
+ ζ

(3)2
+ ζ

(3)2
− e2

ζ
(2)
+ ζ

(3)
+ ζ

(3)
− e3

1 1 1 e4


 , (5.10)

где

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1)

– единичный базис в R4. Согласно (5.1) пространство A⊥
+ имеет раз-

мерность k⊥ = 1 и по определению (5.10) вектор De ∈ A⊥
+, поэтому

данное пространство порождается вектором

α⊥ = (α⊥
1 , α

⊥
2 , α

⊥
3 , α

⊥
4 ) = De. (5.11)

Вычисляя определитель (5.10), находим координаты этого вектора

α⊥
1 = 2ε3, α⊥

2 = 6ε3 + 4,
α⊥
3 = 6ε3 + 4ε+ 8, α⊥

4 = 2ε3 + 4ε2 + 4ε+ 4.
(5.12)

Используя (5.12), можем записать нужную нам линейную форму

Fα⊥(x) = α⊥
1 x1 + α⊥

2 x2 + α⊥
3 x3 + α⊥

4 x4, (5.13)

образующую базис в пространстве всех линейных форм F⊥
+ .
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5.4. Модульная L-матрица. Чтобы избежать большого объема вы-
числений, в качестве α̂ из (2.12) выберем вектор

α̂ = ζ̂. (5.14)

Тогда формула (2.18) примет вид

Pζ ζ̂ = λ · ζ̂ , (5.15)

где согласно (5.5) собственное значение λ = ζ является L-единицей из
множества (2.1), а значит, матрица представления Pζ будет модульной

L-матрицей. Вспоминая, что ζ = ε − 1 и ε = 4
√
2 (см. (5.2)), находим

эту матрицу

Pζ =




−4 −6 −4 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 . (5.16)

5.5. Рекуррентное соотношение. Выведем рекуррентную формулу
для координат

pa =




pa,1
pa,2
pa,3
pa,4


 (5.17)

целочисленных точек (3.5). Для этого нужно знать характеристиче-
ский многочлен (4.6) для L-матрицы Pζ . Используя (5.16), получаем
многочлен

chPζ
(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x− 1 (5.18)

с коэффициентами b3 = −4, b2 = −6, b1 = −4, b0 = 1. Поэтому по
предложению 4.1 столбцы (5.17) удовлетворяют рекуррентному соот-
ношению

pa+4 = −4pa+3 − 6pa+2 − 4pa+1 + pa (5.19)

для a = 0, 1, 2, . . . Осталось найти начальные условия (4.8). Согласно
(3.6), (3.7) столбец p0 должен быть целочисленным и ненулевым. Если

положить p0 =




0
0
0
1


, то в силу формул (4.8) начальными условиями
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будут следующие точки

p0 =




0
0
0
1


 , p1 =




1
0
0
0


 , p2 =




−4
1
0
0


 , p3 =




10
−4
1
0


 . (5.20)

5.6. Аппроксимация линейной формы Fα⊥ . Применяя оценку
(3.24), можем записать

|Fα⊥(pa)| = |α⊥
1 pa1 + α⊥

2 pa2 + α⊥
3 pa3 + α⊥

4 pa4| 6 cα,α⊥,p0
λa
max−

, (5.21)

при этом по определению (3.25) и равенствам (5.5) находим λmax−
=

|ζ(1)| = ζ, где ζ ≈ 0.18 < 1. Далее, вспоминая леммы 3.1 и 4.1, приходим
к двойному неравенству

cp0,A λa
min+

6 |pa|s 6 cα,p0
λa
max, (5.22)

где λmax = |ζ(2)| ≈ 2.18 > 1 и λmin+
= |ζ(3)| ≈ 1.55 > 1 по формулам

(3.12) и (4.2).
Теперь подставим неравенство (5.22) в (5.21) и получим оценку

|Fα⊥(pa)| 6
C

|pa|θs
(5.23)

с показателем

θ = − lnλmax−

lnλmax
= − ln ζ

ln |ζ(2)| ,

удовлетворяющим в силу (5.3) неравенству

θ > 2.12. (5.24)

Итак, мы оценили (5.23), скорость приближения линейной формы
Fα⊥(pa), где целочисленные переменные pa имеют экспоненциальный
рост (5.22).

5.7. Корневая линейная форма F 4
√
2. Рассмотренную выше ли-

нейную форму Fα⊥(x) можно преобразовать в более простую форму
F 4

√
2(x). С этой целью вместо коэффициентов α⊥

i подставим в (5.13)

их выражения (5.12) через степени корня ε = 4
√
2. Получим тождество

Fα⊥(x) = F 4
√
2(x

′), (5.25)

где

F 4
√
2(x

′) =
4
√
8x′

1 +
√
2 x′

2 +
4
√
2 x′

3 + x′
4 (5.26)



L-АЛГОРИТМ АППРОКСИМАЦИИ ДИОФАНТОВЫХ СИСТЕМ 47

– новая форма от переменных x′
i, связанных с xi линейным целочис-

ленным преобразованием



x′
1

x′
2

x′
3

x′
4


 = M




x1

x2

x3

x4


 , где M =




2 6 6 2
0 0 0 4
0 0 4 4
0 4 8 4


 . (5.27)

Из (5.25)-(5.27) получаем равенство

Fα⊥(pa) = F 4
√
2(p

′
a), (5.28)

при этом

p′a = Mpa, где p′a =




p′a1
p′a2
p′a3
p′a4


 . (5.29)

Поскольку преобразование (5.29) линейное, то рекуррентное соотно-
шение (5.19) сохраняется

p′a+4 = −4p′a+3 − 6p′a+2 − 4p′a+1 + p′a (5.30)

и для столбцов p′a, а начальные условия для них получаются из усло-
вий (5.20) тем же самым преобразованием (5.29):

p′0 =




2
4
4
4


 , p′1 =




2
0
0
0


 , p′2 =




−2
0
0
4


 , p′3 =




2
0
4
−8


 . (5.31)

Предложение 5.1. Пусть целочисленные переменные p′a из (5.29)
удовлетворяют рекуррентному соотношению (5.30) с начальными усло-

виями (5.31). Тогда справедлива следующая оценка
∣∣∣ 4
√
8 p′a1 +

√
2 p′a2 +

4
√
2 p′a3 + p′a4

∣∣∣ 6 C′

|p′a|θs
(5.32)

для всех a = 1, 2, 3, . . . Здесь переменные p′a имеют экспоненциальный

рост возможно с другими константами в (5.22), показатель θ = 2.12
и за константу в неравенстве (5.32) можно взять C′ = 102.

Доказательство. Так как матрица M преобразования (5.29) невы-
рожденна и столбцы pa, p

′
a удовлетворяют одному и тому же рекур-

рентному соотношению (5.19), (5.30), то имеет место асимптотиче-
ская эквивалентность |p′a|s ≍ |pa|s при a → +∞. Поэтому из оценки
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(5.23), (5.24) и равенства (5.28) будет вытекать требуемое неравенство
(5.32). �

Замечание 5.1. Соглано теореме 4.1 показатеть θ в неравенстве (5.32)
можно подобрать сколь угодно близким к величине 1

µ , где µ = d−k+1
k .

В нашем случае d = k = 3 (см. п. 5.1), поэтому получаем 1
µ = 3, т.е.

показатеть θ должен быть близким к 3, а не указанным выше θ = 2.12.
Такое расхождение объясняется выбором простейшей L-единицы ζ =
4
√
2−1 в (5.2), модули сопряженных которой ζ(i) имеют значения (5.5).
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