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О необходимых условиях оптимальности 
произвольного порядка в задаче быстродействия 

Третьяк А. И. 

Настоящая работа посвящена изучению достаточно общих необхо­
димых условий оптимальности для задачи быстродействия с закреплен­
ными концами и линейно входящим управлением. Предлагаемый в рабо­
те подход к решению этой проблемы основан на хронологическом исчис­
лении, развитом в работах [1] — [4]. 

Работа состоит из трех параграфов. В § 1 приводятся необходимые 
понятия и факты хронологического исчисления. В § 2 формулируется и 
доказывается основной результат работы — общее необходимое условие 
оптимальности (теорема 2.1). В § 3 теорема 2.1 используется для по­
лучения необходимого условия оптимальности третьего порядка (теоре­
ма 3.1). 

При написании настоящей работы были использованы работы 
[5], [6]. 

Автор выражает глубокую благодарность Р. В. Гамкрелидзе за по­
становку задачи и ценные советы и А. А. Аграчеву за полезные обсуж­
дения. 

§ 1. Необходимые сведения из хронологического исчисления 

В этом параграфе собраны некоторые понятия и факты хронологиче­
ского исчисления, используемые в дальнейшем. Подробное изложение 
можно найти в работах [3], [4]. 

1.1. В е к т о р н ы е п о л я и д и ф ф е о м о р ф и з м ы . Пусть М — 
гладкое, т. е. класса С°°, /г-мерное многообразие, гладко вложенное в Rd, 
ф=С°°(М) —алгебра гладких функций на М, Е — сужение тождествен­
ного отображения Rd на М, Der(O)—множество дифференцирований 
алгебры Ф, Diff(M) —группа диффеоморфизмов многообразия М, ТХМ — 
касательное пространство к многообразию М в точке х£М, ТХ*М — кока-
сательное пространство в точке х£М. 

Гладким векторным полем или просто полем на М будем называть 
произвольное дифференцирование XGDer(CD) алгебры Ф, т. е. линейное 

—> 
отображение X: Ф->Ф, удовлетворяющее формальному правилу диффе­
ренцирования произведения: 

Х(ф.г|0 = (Хф).я|) + ф.(Хф) Vcp, гре Ф. 

Известно, что всякое дифференцирование алгебры Ф является дифферен­
циальным оператором первого порядка и действует по формуле 

(X<p)(x) = (d<p{x), ХЕ(х))Ух£М, УфбФ, (1.1) 
где Лр(х) —дифференциал функции ф в точке х, а угольные скобки озна-

—» 
чают применение 1-формы dq>(x) к вектору ХЕ(х). Отсюда, в частности, 
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получается, что ХЕ(х) =Х(х) Ух£Му где X — некоторая гладкая d-мер-
ная функция на М\ всякое гладкое векторное поле, в свою очередь, по­
рождается некоторой гладкой d-мерной функцией на М. 

Множество Бег(Ф) всех векторных полей на М образует алгебру Ли 
относительно умножения, определяемого формулой 

[X, Y]=XoY — YoX УХ, К 6 Der (Ф). 

Как и во всякой алгебре Ли, произвольному элементу ZGDer(cp) соот­
ветствует линейное отображение 

adX:Der(©)->Der(®), (1.2) 

—> —> —> —> —^ L —> 

определенное формулой (ad X) У = [X, Y] Y Y 6 Der (Ф). Через adK X = 
= adXoad _1 X обозначаются степени линейного отображения (1.2). 

Пусть, далее, п(х)—ортогональный проектор Rd на касательное 
пространство 

ТХМ = {ХЕ (х)\Хе Der (ф)} 

к М в точке х. Сопоставим вектору /iGRd векторное поле ЛбОег(Ф) по 
формуле 

/Гф(х) = (d<p(x), n(x)k) УфбФ, Vx£M. 

В силу (1.1) имеем hE(x) =n(x)h Vx£M. 
Определим в Ф полунормы \\*\\S,K (s — целое неотрицательное число, 

KczM — компакт) формулой 
s 

|]ф\\StK = sup у sup | h±o . . . оftj-ф(л) | УфбФ. 

/ ф х \ 
Если ф = : 6Ф<^ (Фй — декартово произведение d экземпляров Ф), 

то положим 

||ф||5,к = max \\yl\\s,K-

Система полунорм ||4L,K определяет в Ф локально выпуклую топологию, 
превращая Ф в пространство Фреше. Всюду, далее, пространство Ф рас­
сматривается с этой топологией. 

Обозначим через S? (Ф) ассоциативную алгебру непрерывных линей­
ных отображений Ф в себя. Произведением двух линейных отображений 
А и В является их композиция АоВ. Можно доказать, что Der (Ф) си 

Всякий элемент PGDiff(Af) порождает автоморфизм Р*: Ф->Ф алгеб­
ры Ф по формуле Р*ф = фоР УфбФ, который также будет называться диф­
феоморфизмом. Множество всех таких диффеоморфизмов образует груп­
пу D(M) относительно композиции. Можно показать, что D(M)cz2?(0). 
Отметим, что Р*Е = Р и (PoQ)* = Q*oP* y p , QGDiff(M). 

Для любого P*dD(M) через Ad Р* обозначается линейное отобра­
жение 

AdP*: Пег(Ф)-^Оег(Ф), 
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определенное формулой 
(Ad Р*) X = Р* с X о Р'1 VX б Der (Ф). 

1.2. О д н о п а р а м етр и ч е с к и е с е м е й с т в а ф у н к ц и й и 
о п е р а т о р о в . В пространстве 9? {Ф) введем топологию простой (пото­
чечной) сходимости: последовательность операторов Лг-^0, i->oo, в 
£?(Ф), если УфбФ Л.ф-М), г^оо, в Ф. 

Пусть фг, /6R,— семейство элементов Ф, зависящее от параметра 
/GR. Непрерывность и дифференцируемость по параметру t этого семей­
ства определяется очевидным образом, ибо Ф — линейное топологиче­
ское пространство. 

Семейство q>tit£R, называется измеримым, если Yx£M измерима ска­
лярная функция ^ф*(л;). Измеримое семейство ф*, /6R, называется ло­
кально интегрируемым, если Ytu /2GR, Ys = 0, 1, . . . , и компакта KczM 

t < 

j |фт||5,К^Т<оо. 
h 

Интегралом локально интегрируемого семейства фь ^£R, в заданных пре­
делах от ti до U называется функция 

и и 
^ фх dx: х ь-> С фх (х) dx V х £ М. 
и h 

Эта функция принадлежит Ф и 
II ^ 

\ Фт dx 
II £ 

Семейство ф*, /6R, называется абсолютно непрерывным, если суще­
ствует локально интегрируемое семейство г|)ь ££R, такое, что 

t 

% = ф/0 + f ^ dr. 

Оказывается [1], что в этом случае при почти всех tdR —ф*=г|)*. 
dt 

Те же понятия, что и выше, определяются и для однопараметриче-
ских семейств At, /6_R, операторов из £?(Ф) в «слабом» смысле. 

Именно, будем говорить, что семейство Л,, /GR, элементов &(Ф) об­
ладает некоторым свойством, если \гф£Ф этим свойством обладает се­
мейство г|)*=Л,ф, /f R, элементов Ф. 

Нестационарным векторным полем на многообразии М или просто 
полем называется произвольное локально интегрируемое семейство Xt, 
/f.R, элементов Der(0)cz«2?(0). Нестационарное поле Xt4 /fR, называ­
ется ограниченным, если 

и 
J ,!|Xx||s,MdT<oo V / b f2GR, Vs = 0, 1, . . . . 
/ i 

Потоком на М называется произвольное абсолютно непрерывное се­
мейство РД /fR, диффеоморфизмов, удовлетворяющее условию P0* = Id. 
Здесь Id: Ф~^Ф — тождественное отображение. 

—> 
Пусть Xt, /6R,— некоторое нестационарное векторное поле на М. 

Рассмотрим линейные операторные дифференциальные уравнения 
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±At = AtoXt, А0=Ы, (1.3) 
at 

A.Bt = -XfBu B 0 = I d , (1.4) 
at 

относительно семейств Аи Bt, tdR, элементов ^ ( Ф ) . Решениями этих 
уравнений называются абсолютно непрерывные семейства AuBt /6R, 
такие, что 

±At = AtoXu -^Bt = - Xto Ви 
dt dt 

для почти всех tdR и A0=B0=ld. Уравнения (1.3) — (1.4) эквивалентны 
интегральным уравнениям 

At = U+ §AxoXTdr, Bt = ld—^XxoBTdx. 
о о 

—> 
Оказывается [3], что если поле Хи /6R, ограничено, то решения этих 
уравнений существуют, единственны и являются взаимно обратными по­
токами. При этом, если поток Pt\ /GR, удовлетворяет уравнению (1.3), 
то абсолютно непрерывное семейство диффеоморфизмов Pt=Pt*E, tdR, 
определено обыкновенным дифференциальным уравнением на М 

i = Xt(x)$ Xt=XtE, x£M, (1.5) 

d ибо — Pt (х) = — Р)Е (х) = Р)о XtE (x) =P;Xt (х) =XtoPt (x). Обратно, 
dt dt 

если семейство диффеоморфизмов Ри /GR, многообразия М определено 
дифференциальным уравнением (1.5), то Р*, £GR, есть поток, удовлет­
воряющий уравнению (1.3). Поэтому решение x=x(t), /GR, уравнения 
(1.5) с начальным условием х(0)=х0 выражается формулой x(t) = 
=Pt*E(x0)=Pt(x0), /GR. В свою очередь, если Ви /GR,— произвольное 
решение уравнения (1.4), то УсрбФ функция ^(t,x)=Bt^{x) удовлетво­
ряет линейному однородному уравнению в частных производных первого 
порядка 

д ""* 
— со (ty х) + Х̂ со (t, х) = 0, со (0, х) = ф (х). 
dt 

Далее потоки будут представляться в виде семейства диффеомор­
физмов PUtt9 абсолютно непрерывно зависящих от параметров t0, t и 
обращающихся в тождественное отображение при t0=t, Pt,t = ld. Со­
ответственно будут рассматриваться уравнения 

t 
Л..< = Ы + $ Л , 0 , т о й л , (1.6) 

t 
Bt„t = Id-§XxoBt99Td%. (1.7) 

to 

Поток Pt0,t, удовлетворяющий уравнению (1.6), называется правой 
хронологической экспонентой, а поток Q*0,t, удовлетворяющий уравне­
нию (1.7),— левой хронологической экспонентой. Они, соответственно, 
обозначаются 

^ t ^ < * ^ 
P*Qtt = ехр ^ Хх dx, Q*ott = exp С — XT dx. 

to to 
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Отметим, что решение x=x(t), /GR, уравнения (1.5) с начальным ус­
ловием x(t0)=x0 запишется в виде 

^ t _^ 
х (t) = P*0,tE (x0) = Pto,t (x) = exp J X x dxE (x0), t б R. 

и 
—> —=> 

Пусть Xu Yt, /£R,— произвольные ограниченные поля. Тогда [3] име­
ют место формулы вариации постоянной 

_ t _^ t ^ т _^ _^ ^ / _^ 
exp С (Хт + Ут) dx = exp С (exp С ad Xe d0) Ух dx о exp С Xx dx = 

* / ^ T _^ \ ^ ^ t _^ 

= exp f J A d exp С X e d0 J Yx dxo exp С X T d t , 

exp f (X x + Yx) dx = exp f X x d x о exp f ( exp С ad Xe d 9 ? x dx = (1 .8) 
t0 t0 i o \ t J 

t t / X \ 
= exp V X t d t o exp \ Ad exp V X e d 9 Yx dx. 

U h \ t ) 
1.3. И н в а р и а н т н ы е в а р и а ц и и . Д л я з а д а н н ы х п о л е й Xt, У/, 

t 
£̂_R, поток exp \ (Хх + Ух)dx будет рассматриваться здесь как возму-

и 
t _ 

щение потока P^j = exp \ XT dx, поле У*— как возмущение поля Хи а 
to 

поток ехр ^ ZTdr, где Z x = ( exp ^adXe d0 \YX, — как соответствующий, в 
К \ t ) 

силу (1.8), возмущающий поток. Положим 

бр;0дгх)=2б,п/3Ь(?т), о-9) 
T m - l 

S ^ ; ^ (Г,) = J dTl J dx, .. . J drmgm (Zti, . . . . Z T J , (1.10) 
to to to 

—> 
где 8P\0it(Yx)—формальный хронологический ряд, соответствующий 
векторному полю Yt. Здесь fit (Si), fl2<Si, Ы> •••» 9™ (Si , . . . , £то), . . .— по­
следовательность однородных степени 1 по каждой переменной много­
членов от некоммутирующих переменных. Эти многочлены выражаются 
в виде линейной комбинации переменных £ 4 , . . . , £ш, их коммутаторов 
[£*> £j]=£i£j—£j£b коммутаторов от всех полученных до рассматриваемо­
го шага выражений и т. д. В [3] описан явный алгоритм, задающий эту 
последовательность многочленов. Например, первые три многочлена 

имеют вид fli(ei)=5i, в2(Б1,Ы=^ [UEiL 9з(^ьи5з)= i([58, tUSi]] + 
+ [[US 2 ] ,Si] ) . 

Если Y4 , . . . , Ут— призвольные поля, то и выражение д т (У 1 ? . . . , Ут) 
также будет полем. Поэтому все выражения 6(w)P*0>/(yx), т = 1 , 2 , . . . , 
являются векторными полями. 
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Поле &im)Pt0,t Ут) будем называть пг-й инвариантной вариацией по-
тока Pt0,t, соответствующей возмущающему полю Yu /£R, а формаль­
ное поле &Pt0,t У%) — полной инвариантной вариацией потока Pt0,t. 

Оказывается [3], что справедливо асимптотическое соотношение 

ёхр ^Zvdx^e6PyY^ = Id + ^^(8PltyT)y (1.11) 

, 6P* XYT) л „ 

{e ?0̂  — формальный поток, соответствующий формальному полю 

&P*t0j(Y%)), точный смысл которого таков: если C|ZT|s+m>M dx<l, то 

2 бШр/ №\ 
ехр \ ZTdx — et=1 ф 

s,K 
(1.12) 

j||ZT !„,,м df |Ф' I s + m + i . L W 

где постоянные сь с2 зависят лишь от s, m и diam/С, i/(/C) —^-окре­
стность компакта KczM. 

Поэтому можно утверждать, что если в точке xdM 

&l)Pto,t(Yx)E(x) = 0 Vi = l, . . . , m - 1 , (1.13) 

го 

( ехр | ZT dx - Id - S(w)P;o, (^T) £(*) = 0 K| |ZT 

' / 
|[s+2m,M d% •(1.14) 

Таким образом, если все функции 8{l)PtoytyT)E, i=\,...,m—1, об­
ращаются в точке xdM в нуль, то значение возмущающего потока 

ехр V ZT dx = ехр V ехр I ad X9 d0 KT dx 
U t0 \ t J 

в точке х может быть вычислено с помощью выражения 

{ld + bin)Plt(Y*))E, 

причем допускаемая при этом ошибка оценивается с помощью (1.14). 
Решающее преимущество определенных здесь вариаций перед обыч­

но определяемыми заключается в том, что введенные вариации удовлет­
воряют асимптотическим соотношениям (1.12) — (1.14) и имеют инвари-

* ~> антную форму: выражения 8(m)Pt0,t Ут) являются векторными полями. 
Обычные вариации возмущающего потока — последовательные чле­

ны в разложении 
^ t _^ t ^ t T! 

ехр ^ ZT dx= Id + С dx1ZTl + ^dxx ^dx2Z%2oZTi+ . . . , (1.15) 
to t0 /0 /0 

не имен..! инвариантного смысла, начиная с квадратичного члена. 
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Взаимосвязь обычных вариаций 
t T! T m - i _^ _^ _> 

bmP)Q,t (У'т) = j* dTx J dx2 . . . j dxmZTm о . . . о ZT2 о ZXl 
?o t0 r0 

и инвариантных 6(m)P*0,*(KT) устанавливается формулами (1.9) — 
(1.11), (1.15). Например, 

№plt оЛ) = s2p;0,, (кх) - 1 8 ( 1 ) р ; о , , (?т) о б(1)р;0), (?т) 

и т. д. 
§ 2. Общие необходимые условия оптимальности 

Рассматриваемое нами управляемое уравнение имеет вид 

x=-Q + Gu)E(x)^g(x) 4- G{x)u, (2.1) 

х£М, z/££/czRr, x(t0)=x0, x( / i )=x b где g — гладкое векторное поле на 
—> 

М, Gu, w££/,— семейство гладких векторных полей на М. Начальный мо­
мент времени /0 и точки х0, хх фиксированы. Поля g, Gu . . . , Gr, где Gu = 
= 2 ^' "*' п Р е Д п о л а г а ю т с я ограниченными. 

Управлением будем называть произвольную ограниченную измери­
мую на [to,t{] функцию u=u(t) со значениями в U. 

Зафиксируем некоторое решение уравнения (2.1) 
x=x(t), u=u{t), t£[t0,T], (2.2) 

и будем обозначать через 8и=&и(1) произвольное возмущение управле­
ния u = u(t) на [t^T], т. е. измеримую функцию на [t(J,T], удовлетво­
ряющую условию u(t) +8u(t)(r_U Yt£[t0, T]. 

При и=и(t) решение уравнения (2.1) запишем в виде (см. п. 1.2) 

х (0 = exp j Q + Gu (т)) dxE (x0), t б [t0, T], 
U 

откуда, полагая ti(t)=u,(t) +8u(t) и используя формулу вариаций (1.8), 
получаем 

Ad exp 
/о h 

х (t) = I exp f Xx dx о exp Г { Ad exp Г XQ dO ) FT dr j E (x0) 

= exp j 4d exp j X0d9 J \\dxE (*(*)), /6 [/0, Г], (2.3) 
to \ ' / 

где X, = g + GM(0, Yt= GSw(0, /6[f0, Л-
Пусть об]/о, П и ?ni(t)=bu{t\ е), ££[/0, Г], где 6м(*; e )=0 при /$[о— 

—р(е),о], р(е)>0, р(е)->0 при е-^0, 8>0. Тогда из формулы (2.3) по­
лучаем асимптотическое представление правого конца возмущенной тра­
ектории (см. п. 1.3) 

х(Т) = х{Т] a; e) = ^ / t ( ° ; e ) ) £ ( x 1 ) , (2.4) 
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где 8Ptttt(Yx (a; e)) — полная инвариантная вариация потока 
__ t 

P*0,t = exp j (g + GU(T)) dxy 

-> —> 
соответствущая возмущающему полю Yt=Yt(o; г). 

В дальнейшем для упрощения рассуждений считаем, что в рассмат­
риваемый момент времени od]t0, T[ управление u=u(t) является кусоч­
но-гладким. 

Пусть имеет место представление 

8Р1т (Уг (о; г)) = £ е'К, (а) + о (г"), (2.5) 

где V/ (а) — векторные поля. 
Скажем, что полная инвариантная вариация SPtQ,T(Yx (о; е)) имеет 

порядок k в точке о6]/0, Т[, если существует окрестность Оа этой точки 
такая, что 

У/ (о') £ (хх) = 0 Vo' б Оа, V/ < £ — 1. (2.6) 

Определим конус KXlczTXiM как выпуклую оболочку всех касатель-
вых векторов вида Ук(о)Е{х^, удовлетворяющих (2.6). 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть 

SP;o,r (??> (^; в)) = 2 ^ (<х<) + о (ew0, 

— полная инвариантная вариация порядка mt в точке Oid]t0, Т[, соответ­
ствующая полю Yx

U)(ou e), i = l , . . ., k. Пусть, далее, о= (аь . .. , oh) — 
вектор, Х = (Хи • • •, К) —вектор с неотрицательными компонентами, a m 
равно наименьшему общему кратному чисел ти . . . , mk. Тогда сущест­
вует семейство полных инвариантных вариаций 

m 

8PlT (Z* (а; е; X)) = ^ ^ / (а; X) + о (е-), 

зависящее от параметра X, такое, что 

(e6P't0.TW°**)) _ id _ 8mf m tf. X))£ fo) = о (е"), 

Кроме того, семейство 8P*0j[(Zx (а; е; X)) непрерывно по X при малых 
8>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для упрощения записи предположим, что k = 
= 2; общий случай рассматривается аналогично. Без потери общности 
можно считать, что ml = m2 = m. 

Определим семейство bPtQj (2Т (о; е; X)) равенствохМ 
1 1 
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Теперь доказательство предложения завершается применением фор­
мулы Кемпбелла — Хаусдорфа и соотношения (1.12). 

Предположим теперь, что (2.2)—оптимальный по быстродействию 
процесс. 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Если KXl = TXlM, то процесс (2.2) не является 
оптимальным по быстродействию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу равенства KXl = TXlM существуют я + 1 
касательных векторов zfiKXl, * = 0, .. ., п, таких, что начало в ТХхМ явля­
ется внутренней точкой выпуклой оболочки этих векторов. Из определе­
ния конуса Кхх следует существование полных инвариантных вариаций 

8Р1,Т фр (ай в)) = 2 zWf ipt) + о (8*0 
/ = i 

порядка kt в точке о*6]£0, Т[ таких, чтог* ==1#У^ (at) E(xt), i = 0, . . . , п. 
Обозначим через Л я-мерный симплекс 

Пусть, далее, о= (а0, . . . , оп). 
В силу предложения 2.1 УЯбЛ существует полная инвариантная ва­

риация 
к -> 

бР;о,Г (ZT (а; Я; е)) = % eW/ (а; X) + о (е*), 

соответствующая полю Z,(a; Я; е), такая, что 

(Л^<о**>> — Id - ekWk (a; Ь)) £ (%) = о (8*), 

где tt^(a; A,) = V ^ i ^ ^ (ov) (Л равно наименьшему общему кратному чи-
1=0 

сел k0, . . . , kn). Следовательно, в силу (1.12) справедливо асимптотиче­
ское соотношение 

(exp[Vt (a; К'Л) dt — Id — ̂ Wk (a; X)) E {хг) = о (I), 

V I J 
гдеК*(a;K\e) = j Adexp f ^Ыт Z*(a;^;"e), e = e*. 

Определим семейство непрерывных отображений 

F7:A^TXlM, е > 0 , 

при помощи формул 
^ ( Я ) = ^ ( е х р | ^ ( а ; Я ; 8 ) ^ ~ - и ) £ ( ^ ) , 8 > 0 , F0(b) = % ( a ; ^ ) £ ( ^ ) . 

Теперь доказательство предложения завершается аналогично тому, 
как это сделано в [5] при доказательстве предложения 2.1. 

Из предложения 2.2 непосредственно вытекает следующая основная 
теорема работы. 
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Т е о р е м а 2.1. Пусть (2.2)—оптимальный по быстродействию про­
цесс. Тогда существует ненулевая l-форлга \\ixfi T*XiM такая, что если для 
произвольной точки об]/о, Т[ и для данного целого k^O в некоторой 
окрестности 0о точки а 

V/(a
,)£,(^i) = 0 Vo'eOc, Vj^k—l, 

mo ОКДИЯ^^О. 
Напомним, что поля Vj(o) определены соотношением (2.5). 

§ 3. Необходимое условие оптимальности третьего порядка 

В этом параграфе на основе изучения третьей инвариантной вариации 
выводится с помощью теоремы 2.1, полученной в предыдущем парагра­
фе, необходимое условие оптимальности третьего порядка. 

3.1. Н е о б х о д и м о е у с л о в и е о п т и м а л ь н о с т и т р е т ь е г о 
п о р я д к а в т е р м и н а х в о з м у щ е н и й . Для упрощения формул мы 
предположим, что гг( / )=0 на U0, T]. Предположим, далее, что U = Rr; 
это избавит нас от необходимости вводить соответствующий проектор 
По [5]. Наконец, предположим, что г=1 . 

Для td[t0i T] положим 

П, = span {£?«-*•>*£ (ad9 GE (%), i = 0, 1, . . . } . 

Обозначим через ^ ( m ) , m = 0, 1, . . . , множество всех измеримых на 
о 

[ — 1, 0] функций p = p(t), удовлетворяющих условию ^t{p(t)dt = 0, i = 
- i 

= 0, . . ., m. Для удобства будем считать такие функции определенными 
для всех tdR и обращающимися в нуль вне промежутка [ — 1, 0]. 

Пусть заданы целое число т ^ О и произвольная точка o£]t(h T[. Ка­
ковы бы ни были функция p = p(t), p££P{m\ и две положительные функ­
ции а = а(е) , р = [}(е), е>0, стремящиеся к нулю при е->0, зададим ле-
жандрово семейство возмущений m-го порядка, определяемое точкой о̂ : 
d]t0, Т[ и функциями р, а, [} формулой [5] 

&г(/;е) = а ( е ) р ( ^ - ) , /6[*о.Л- (3.1) 
V Р (8) J 

Подставляя (3.1) в (2.4), получаем 

х(Т;о\в) = е6Р1«Ч«а))Е(х1), 

где Yt = Yt(a\ e) — G6^(/; е) —a(e)Gp( -^-^- ), t€[t0, T]. Отсюда, введя 
\ Р(8) / 

новую переменную т = ——> имеем х{Т\ о; е) = в'д"1,о(Уа+Р(в)т)£,(л;1). 

Здесь 

SQ:if0 (Ya+m.) = 2 6(t)Qll90(Ya+mx) (3.2) 

— полная инвариантная вариация, 

6(0Q:i,o(Ka+p(e)t) = J dxx JdT 2 ... J dT,e,(ZTl(a;e), . . .,Zt.(a;e)) (3.3) 
- i - i -i 
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— i-я инвариантная вариация, 
Zx (а; е) = а (е) |3 (е) ̂ -WgW^-adg' Qp (т). (3.4) 

Разлагая (3.3) в ряд по степеням (3(e) с учетом (3.4), приходим к вы­
ражению 

6WQ:1 I 0 (Yc+m%) = а' (е) р' (е) ̂  Р' (е) Wf} (а), (3.5) 

где 
#(/)(а) = е<°-7'^|/(0) 

Й" = 2 4?. •./, в< ((ad/lg) G, . . . , (ad'<g) G), 

0 Ti x t - i ,• ,- /'• 

Cj\...ii=\dx1\dx2... dT,^/7(Tj-^/7(T2)...-7y-p(Tf). 
- 1 - 1 - 1 

Докажем теперь следующее утверждение: 
П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть 

S 

F (а) = ̂  /̂̂ (а~Г) ̂ W g ) G, 

где #/£R, s — целое неотрицательное число. Тогда можно построить пол­
ную инвариантную вариацию 6Q*_li0(VT(a; г)) =zW(o) + о(е), такую, что 
W(O)=F(G). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого / = 0, 1, . . . положим 
/ 1 

а (8) = at (е) = е2/+\ (3 (е) = |3/ (е) = е2/+1 

и возьмем функцию pl = pl(t), p z6^ a _ 1 ) (при / = 0 требовать этого включе­
ния не нужно). Тогда для каждого / = 0, 1, . . . из (3.5) получаем 

6(1)Q:1)0 {Ya+mx) = ebi^W?(adlg) G + о (е), (3.6) 

где bi = р (т) rfr, a 
- 1 

6(0Q:i,0(rff+B(s)T) = o(e) W > 2 . (3.7) 
S _ 

Положим Кт(а; е)=У, — -̂Ка+р(в)х,т€[ — 1 , 0]. Тогда из (3.2), исполь-
/ bi 

зуя (3.6) и (3.7), получаем формулу 

6Q!1>0 (VX (СУ; е)) = е ̂  ^ ( а " Г ) ad?(ad£) G + о (е), 

доказывающую предложение. 
Значение предложения 3.1 состоит в том, что оно позволяет аннулиро-

—> 
вать с помощью предложения 2.1 любой касательный вектор F(G)E(XI)^ 
б Па. 

Пусть теперь для заданного целого числа т ^ О функции а = а(е) и 
Р = р(е) удовлетворяют при достаточно малых е>0 неравенствам 
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a(e)p 2 + m(e)>a 2(e)p 2(e) , (3.8) 

a3(e)p3(e)>a2(e)£4+2n i(e). (3.9) 

Решение системы неравенств (3.8) — (3.9) определяется соотношением 
сс(е) =^с(е) Vc6[m, m+ 1[. В частности, 

a (e )=p m (e ) . (3.10) 

Поясним смысл неравенств (3.8), (3.9) и их следствия 
a3(e)p3 + m(e)>a4(e)p4(e). (3.11) 

Из (3.2) и (3.5), используя (3.11), получаем 

6Q:I,„(V?
0+P(E)T) = 2 ewQli..(Yo+mr) +0(a 4 (e) P4 (e)) = 

i—l 

= S Q-i.o (Уа+Р(»)т) + S Q_i,o (Va+p(8)x) + 
m —* 

+ <*3 (8) p3 (8) ^ p' (e) Wf (a) + О (a3 (e) p4+m (8)) + О (a4 (e) P4 (г)). (3.12) 

Из этого соотношения следует, что для любого £ = 4, 5, . . . i'-я инвариант­
ная вариация 6(l)Qli,0 (YG+fHe)x) будет более высокого порядка малости, 
чем первые т + 1 слагаемых в разложении третьей инвариантной вариа­
ции, и поэтому не повлияют на m+1-й член W^ (a) этого разложения. 

Далее, для /= 1 из (3.5) при рб5^(т) следует, что 

^ ^ Q : ^ (VVBWX) = ос (8) Г m (е) fe (а) + О (а (в) р3 + т (8)). 
Поэтому неравенство (3.8) гарантирует нам, что первое ненулевое сла­
гаемое в (3.12) будет иметь порядок a(e)£2+m(e). Следовательно, при 
аннулировании этого слагаемого с помощью предложений 3.1 и 2.1 доба­
вочные слагаемые, обусловленные применением предложения 2.1, будут 
иметь порядок a2(e)p4+2m(e) и, в силу (3.9), не повлияют на га+1-й член 

Теперь из (3.12), используя (3.8) — (3.10), получаем 
2+зт 

6Q:i,0(fa+P(e,x)=P1+m(8) 2 P'(S)W11)(C7) + 
1=1+т 

1+2т . т _^ 

+ р2+2Ш (8) ^ р' (в) ^ i V ) + Р3+Зт (8) 2 ^ (8) ̂  (СТ) + а (р3+4т ̂  ^3-13) 

Если для об]^0, Т[ существует окрестность Оа этой точки о, для ко­
торой 

eca'-nad? [G, (ad'?) G] £ (хх) б IV Vcr' б Оа, Vi = 0,1, . . . , 

то из тождества 

[(ad?) G, (ad?) G] - £ Н П ' + ^ (ad?) [G, (ad''+/"?) G] 

имеем e(a'"r)ad? g2 ((ad'g) G, (ad'g) G) £ {xx) G Па- Уо'Оа. Следовательно, 
№(/2) (a ')£(*i)€n0 ' Vo'G0o, V / = 0 , 1, . . . . Поэтому мы можем при помощи 
предложений 3.1 и 2.1 аннулировать в (3.13) первые две суммы, т. е. сла-
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таемые W{Um (а), . . ., W™3m (<?)> W{
0
2) (<?)>..., №[+am (а). В результате получим 

бд:^ = Р3+Зт (8) 2 Р' (в) №f (a) + о ( Г 4 W (e)). 
/=о 

Отметим, что W0
(3) (о) = 0 Va. 

Таким образом, используя теорему 2.1, мы можем сформулировать 
следующий результат, выражающий необходимое условие оптималь­
ности третьего порядка. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть (2.2)—оптимальный по быстродействию про­
цесс. Пусть, далее, для точки ad]t0, T[ и целого числа пг^О существует 
окрестность Оа точки о такая, что 

еР'-Ы1 [G, (ad'g) G] Е (хг) б Па- Va' 6 Оа, V/ = 0, . . . , 2т + 1. 

Тогда существует ненулевая l-форма tyXl£T*XlM такая, что для Vp€^ (m) 

••фсДП, WGUo, T] и 

<Ч>*. W/}3) (а') £ (А^)> = 0 Vo' 6 Оа, V/ = 0, . . . r m. (3.14) 

3.2. П р и м е р ы и с п о л ь з о в а н и я т е о р е м ы 3.1. В этом пункте 
рассмотрим подробнее необходимое условие оптимальности (3.14) при 
нескольких первых значениях т. 

При т=0 имеем очевидное тождество 

W(
0
3) (a) = cT • eF-T№~i &3 (G, G, G) = 0 Va, 

:ибобз(2, G, G)i=0. 
При га—1 из формул (3.5) следует, что 

Т43)= S $as№*g)G^^ (3.15) 
*•+/+&=1 

;ГДе Yi = = = ~Г" (^001 — ^ о ю ~Г ^юо)' 
6 

Определим функцию р = р{%), х£[—1, 0], формулой р(х) = 1 + 12х + 
-f30x2 + 20x3. Легко проверить, что р€<^(1). Вычисляя для этой функции 
величину уи получаем 1̂ = —1/360360, т. е. у ^ О . Поэтому из (3.14), 
(3.15) в силу равенства Wf} (a') = е^-Т"> ^ V}3) получаем 

(Ь» е^'-^[G, [G, (adg) G]] E (xj) = 0 Va' б О*, 
или, что то же самое, 

<ф (a'), [G, [G, (adj) G]] Е (* (а'))> = 0 Va' б 0„, (3.16) 

где г|)=г[)(/), ^б[̂ о, ^П>—решение сопряженного для (2.1) уравнения, 
соответствующее оптимальному решению (2.2) в силу принципа макси­
мума Л. С. Понтрягина. 

При га = 2 из (3.5) получаем 

Vf= 2 4U3((ad9G,(ad7BG,(ad^)G)== 

= Y2 [(ас© G, [G, (adg) G]] + у3 [G, [G, (ad2J) G]], 

1ГДе Y2 = - — (cg?t - 2 C & + eft), Тз = 4 " (c?« - 2c^o + c»o)-
6 D 
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Так как отображение adg: Der(<D)-HDer(<P) является дифференциро­
ванием, то 

(ad?) [G, [G, (acg) G]] = [G, [G, (ad2g)G]] + [(adg) G9 [Gr(adg) G]]. 
Поэтому 

Vi3) = Ъ (adj) [G, [G, (ad?) G]] + (y, - y2) [G, [G, (ad2J) G]]. (3.17) 
Нетрудно проверить, что функция р = р(%), тб[—1, 0], где р(т) = 

= 1 + 12т + 30т2 + 20т3, принадлежит ^ (2 ) . Для этой функции имеем 
7з—Тг= —1/72, т. е. ^3=7^2- Тогда из (3.14), (3.17) и (3.16) следует, что 

<* (a'), [G, [G, (ad2J) G]] £ (* (а'))> = 0 VG' бОа. (3.18> 
При т = 3 аналогичным образом из (3.5) получаем 

V? = 74 (ad2Ъ [G, [G, (ас© G]] + у5 (adg) [G, [G, (ad2g) G]] + 

+ T6[G,[G,(ad3g)G]], (3.19) 
г ^ е Ъ=<-ТГ (—2yi + y2—уз), Т5= — (Vt—v2), 4s=-7r(—Vi + 2v2-\-18 о 1о 
+ у,—ЗиА) Ui = с(3) — с(3) — с(3) + с ( 3 ) , у9 = — е(3) + е(3) + с(3) — с(3) и, = 
- Г и3 ^ t / 4 / , t / l u Q 1 2 ^ 1 0 2 ^201 ~ 210» 2 ^012 • 120 ' 021 210, <* 

— _ с(з) + с<3) + с<3> — с<3>, р . = № — 2с(3) + ri3) 

102 ~ 120 • 012 2 0 1 ' 4= ^003 030 ' 300» 

(Можно проверить, что функция р = р ( т ) , т6[—1,0], р(т) = 1+30т-Ь 
+ 2Ют2 + 560т3 + 630т4 + 252т5, принадлежит ^ ( 3 ) . Для этой функции на­
ходим Чб=—1/838053216, т. е. f6=£0. Следовательно, из (3.14) и (3.19)^ 
в силу (3.16) и (3.18), получаем, что 

<Ф (*'), [G, [G, (ad3|) G]] £ (* (а'))> = 0 Va' 6 О*. 
Можно показать, что необходимое условие оптимальности третьего по­
рядка (3.14) имеет вид: 

<Ч>*, е??'-™** [(ad'g) G, [(ad'g) G, (ad*g) G]] £ (^)) = 0 
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