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1. ВВЕДЕНИЕ

Терминальные, канонические, логтерминальные и логканонические особенности — это
классы особенностей, неизбежно возникающие в логпрограмме минимальных моделей. Такие
особенности являются весьма исключительными в более общем классе нормальных особенно-
стей, поэтому сразу встает вопрос об их явной классификации. Это можно сделать в малых
размерностях.

Рассмотрим случай поверхностей (см., например, [5]). Здесь терминальность просто означа-
ет гладкость. Канонические особенности — это дювалевские особенности, которые с точностью
до аналитического изоморфизма явно задаются уравнениями типа A-D-E. Логтерминальные
особенности аналитически изоморфны факторам 0 ∈ C2/G, где G ⊂ GL(2,C) — конечная
группа, действующая без отражений. Поверхности с логканоническими особенностями клас-
сифицируются либо с помощью взятия накрытия индекса 1 и переноса информации из горен-
штейнова случая, либо через двойственный граф исключительных кривых на минимальном
разрешении.

В размерности 3 (см., например, [8]) известно меньше: можно отметить лишь частичную
классификацию канонических особенностей и классификацию терминальных особенностей
(описываемых как циклические накрытия некоторых гиперповерхностных особенностей). На
основе классификации М. Рид [8] установил, что для терминальной особенности P ∈ X трех-
мерного многообразия общий элемент S ∈ |−KX | антиканонической системы имеет особенно-
сти в точке P не хуже дювалевских. Это наблюдение имело два важных следствия. Во-первых,
аналог общего элемента антибиканонической системы малого стягивания стал заключитель-
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ным шагом в создании программы Мори в размерности 3 (см. [6]). Во-вторых, В.В. Шокуров [9]
разработал теорию дополнений и использовал их, чтобы установить существование логфлипов
трехмерных многообразий.

После работ [9, 10] возникло убеждение, что и в высших размерностях можно провести ка-
чественную классификацию особенностей в соответствии с некоторыми свойствами элементов
антиплюриканонической системы и минимальной логдискрепантности (в качестве введения в
минимальные логдискрепантности и гипотезы Шокурова мы рекомендуем работу [1]).

Торические же особенности определены комбинаторно, поэтому, вполне естественно, для
них имеется больше классификационных результатов. Существует взаимно однозначное соот-
ветствие между торическими терминальными Q-факториальными особенностями и решетча-
тыми симплексами, имеющими одну вершину в начале координат и не содержащими других
точек решетки, кроме вершин. В размерности 3 это циклические фактор-особенности типа
1
r (1,−1, a), где r и a — взаимно простые натуральные числа. В размерности 4 только недавно
была получена полная классификация [3] после первоначальных сгенерированных компьюте-
ром явных частичных списков серий, предложенных в [7]. Отказавшись от явного характера
частичных списков, А. Борисов [2] получил качественную классификацию торических осо-
бенностей с ограниченной снизу минимальной логдискрепантностью: для заданных d, ε > 0
существует только конечное число серий торических Q-факториальных особенностей таких,
что dimX = d и mld(X) ≥ ε. Эти серии определяются конечным числом замкнутых подгрупп
в вещественном торе Rd/Zd. Нашей целью было разобраться в сериях Борисова и постараться
перевести их комбинаторное определение на геометрический язык, а также, возможно, постро-
ить аналог в неторическом случае. В настоящей работе мы полностью опишем серии Борисова
в размерности 2. Новое интересное свойство состоит в том, что они определяются инвариант-
ными гиперплоскими сечениями.

Наш подход несколько отличается от подхода Борисова. Для ростка P ∈ X Борисов рас-
сматривает глобальное условие минимальной логдискрепантности mld(X) ≥ ε, в то время как
мы рассматриваем локальное условие mldP (X) ≥ t. Иначе говоря, Борисов работает с теми
геометрическими нормированиями над X, центр которых содержит P , тогда как мы рассмат-
риваем только те, центр которых в точности совпадает с P . Глобальные серии Борисова — это
просто склейки конечного числа локальных серий.

Зафиксируем вещественное число 0 < t ≤ 2. Для простоты предположим, что граница ну-
левая. Любая особенность P ∈ X торической поверхности есть циклический фактор, скажем,
типа x = 1

r (w1, w2). Дополнение X \ T к тору, лежащему в X, соответствует инвариантной
границе Σ = E1 + E2, для которой K + Σ = 0 и mldP (X,Σ) = 0. Тогда условие mldP (X) ≥ t
расшифровывается следующим образом: для каждого y ∈ (0, 1]2 ∩ (Z2 + Zx) выполнено нера-
венство y1 + y2 ≥ t. Как и в [7], с помощью программы, написанной на языке Си, можно найти
все x, удовлетворяющие такому свойству. Решений оказывается бесконечно много. Мы берем
каждое решение и исследуем, почему оно находится в списке. Первое наблюдение состоит в
том, что, помимо конечного числа исключений, x присутствует в списке по очень простой
причине: m1x1 +m2x2 ∈ Z для некоторых целых чисел m1,m2 ∈

[
0, 1

t

]
, не равных нулю одно-

временно. В этом случае будем говорить, что P ∈ X2 принадлежит t-lc-серии коразмерности 1.
Отметим, что существует лишь конечное число t-lc-серий коразмерности 1. Геометрически их
можно охарактеризовать двумя эквивалентными (двойственными) способами.

(H) Главный дивизор H = m1E1 +m2E2 является инвариантным гиперплоским сечением
особенности P ∈ X, для которого mldP (X, tH) ≥ 0.

(C) Пусть n = max{m1,m2} и

Bn = Σ− H

n
=

∑
i=1,2

(
1− mi

n

)
Ei ≥ 0.
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Тогда n(K + Bn) ∼ 0 и mldP (X,Bn) ≥ 1
n ≥ t. Здесь Bn — инвариантное n-дополне-

ние к K.

Наше второе наблюдение состоит в том, что даже это конечное число исключений можно
описать явно с помощью двух “ограниченных линейно независимых” инвариантных гипер-
плоскостей (точную формулировку см. в теореме 4.3). Таким образом, особенности P ∈ X
торических поверхностей с mldP (X) ≥ t относятся либо к (конечному числу) t-lc-серий кораз-
мерности 1, либо к конечному числу типов изоморфизмов.

Третье наблюдение заключается в том, что описанную выше классификацию можно про-
должить на случай, когда поверхность X оснащена инвариантной границей 0 ≤ B ≤ Σ (см.
теорему 4.1 и утверждение. 5.2). В логарифмическом случае t-lc-серии коразмерности 1 опи-
сываются (двойственным образом) так.

(H) Главный дивизор H = m1E1 +m2E2 является инвариантным гиперплоским сечением
особенности P ∈ X, у которого mldP (X,B + tH) ≥ 0.

(C) Пусть B =
∑

i=1,2(1− ai)Ei. Пусть n ∈ Z≥1 — минимальное число такое, что nai ≥ mi

для i = 1, 2. Определим

Bn = Σ− H

n
=

∑
i=1,2

(
1− mi

n

)
Ei ≥ B.

Тогда n(K +Bn) ∼ 0, mldP (X,Bn) ≥ 1
n и

(а) либо n ≤ t−1,
(б) либо t−1 < n = �t−1	 и Bn ≥

(
1− 1

nt

)
Σ+ 1

ntB.

Читатель может проверить, что из этих двух эквивалентных условий следует неравенство
mldP (X,B) ≥ t.

Нашим основным результатом (теорема 4.1) является на самом деле характеризация усло-
вия mldP (X,B) ≥ t в терминах инвариантных гиперплоскостей. Однако, как только тип ко-
эффициентов дивизора B зафиксирован, из теоремы 4.1 легко получается явный вид серий.

Наметим план статьи. В разд. 2 собраны предварительные сведения о подгруппах в век-
торном пространстве, которые не пересекаются с открытыми конусами в нем. Раздел 3 со-
держит ключевой технический результат — классификацию подгрупп в R2, не пересекающих
деформацию стандартного симплекса (ср. [4]). В разд. 4, используя классификацию из разд. 3,
мы переформулируем условие t-логканоничности особенности на языке гиперплоских сечений.
Это обосновывает списки, выдаваемые программой на языке Си. В разд. 5 классификация
интерпретируется в терминах гиперплоских сечений и антиплюриканонических элементов.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть V — конечномерное векторное пространство над R. Пусть V ∗ = HomR(V,R) — двой-
ственное векторное пространство. Тогда спаривание

V ∗ × V → R, (ϕ, v) �→ 〈ϕ, v〉 = ϕ(v)

индуцирует канонический изоморфизм V
∼−→ (V ∗)∗. Для выпуклого конуса σ ⊂ V двойствен-

ный конус определяется как

σ∨ =
⋂
v∈σ

{
ϕ ∈ V ∗ | 〈ϕ, v〉 ≥ 0

}
.

Теорема двойственности для выпуклых конусов утверждает, что замыкание конуса σ в V сов-
падает с (σ∨)∨. Рассмотрим подгруппу G ≤ (V,+). Двойственная подгруппа в V ∗ определяется
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как
G∗ =

{
ϕ ∈ V ∗ | 〈ϕ,G〉 ⊂ Z

}
.

Согласно теореме двойственности для подгрупп замыкание подгруппы G в V совпадает с (G∗)∗.
Выбрав базис в V и двойственный базис в V ∗, можно отождествить V = Rd и V ∗ = qRd и

ввести спаривание 〈x, qx〉 =
∑d

i=1 xiqxi.
Для v ∈ V положим v∗ = {ϕ ∈ V ∗ | 〈ϕ, v〉 ∈ Z}; это подгруппа, двойственная к подгруп-

пе Zv ⊂ V .
Лемма 2.1. Пусть V — конечномерное векторное пространство, G ≤ V — замкнутая

подгруппа в нем. Пусть σ ⊂ V — замкнутый конус размерности dimσ = dimV . Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

(1) G ∩ int σ = ∅;

(2) существует элемент 0 �= ϕ ∈ σ∨ такой, что Rϕ ⊂ G∗.

Доказательство. Условие (2) можно сформулировать как ϕ ∈ G⊥ ∩ σ∨. Следователь-
но, условие (2) эквивалентно соотношению G⊥ ∩ σ∨ �= 0. Имеем (G⊥)⊥ = G ⊗Z R =: GR.
По теореме об отделимости выпуклых множеств имеем G⊥ ∩ σ∨ = 0 тогда и только тогда,
когда GR + σ = V . Поскольку σ содержит внутреннюю точку, последнее условие равносиль-
но тому, что GR ∩ int σ �= 0. Отсюда заключаем, что условие (2) эквивалентно соотношению
GR ∩ int σ = 0. Остается показать, чтоG ∩ int σ �= ∅ тогда и только тогда, когда GR ∩ int σ �= ∅.

Так как G ⊂ GR, то необходимость очевидна. Докажем достаточность. Пусть gi ∈ G и
ti ∈ R таковы, что

∑
i tigi ∈ int σ. Найдется ε > 0 такое, что

∑
i(ti − ε, ti + ε)gi ⊂ int σ. Тогда∑

i(tti − tε, tti + tε)gi ⊂ int σ для t > 0. При 2tε > 1 найдутся целые числа zi ∈ (tti − tε, tti + tε).
Тогда

∑
i zigi ∈ int σ ∩G. �

Лемма 2.2. Пусть V — конечномерное векторное пространство, G ≤ V — замкнутая
подгруппа. Пусть σ ⊂ V — замкнутый выпуклый конус такой, что dimσ = dimV . Если
dimV ∈ {1, 2}, то следующие условия эквивалентны:

(1) G ∩ σ = 0;

(2) существует элемент ϕ ∈ intσ∨ такой, что Rϕ ⊂ G∗.

Доказательство. Условие (2) означает, что ϕ ∈ G⊥ ∩ int σ∨. По теореме об отделимости
выпуклых множеств имеем G⊥ ∩ int σ∨ = ∅ тогда и только тогда, когда GR ∩ σ �= 0. Значит,
условие (2) равносильно равенству GR ∩ σ = 0. Остается показать, что G ∩ σ = 0 тогда и
только тогда, когда GR ∩ σ = 0.

Предположим, что G ∩ σ = 0. Тогда G ∩ intσ = ∅. По лемме 2.2 найдется элемент 0 �=
�= ϕ ∈ σ∨ такой, что G ⊂ ϕ⊥. Если dimV = 1, получаем G = 0. Тогда GR = 0 и, значит,
GR ∩ σ = 0. Пусть dimV = 2. Тогда можно выбрать такой изоморфизм V � R2, что σ соответ-
ствует либо R2

≥0, либо R≥0 × R. В последнем случае G = 0 и применимы те же рассуждения,
что и выше. Предположим, что σ = R2

≥0. Если ϕ ∈ int σ∨, то имеем GR ∩ σ ⊂ σ ∩ ϕ⊥ = 0.
В противном случае можем считать, что ϕ = (0, 1). Тогда GR ⊂ R(1, 0). Значит, G ∩ R≥0 = 0.
Следовательно, G = 0. �

Пример 2.3. Лемма 2.2 неверна, если dimV ≥ 3. Например, пусть c ∈ R \ Q, V = R3,
G = Z(0, 1,−1) + Z(1, c,−c) и σ = R3

≥0. Тогда G ∩ σ = 0, GR = {x ∈ R3 | x2 + x3 = 0},
GR ∩ σ = R≥0(1, 0, 0) и G⊥ = R(0, 1, 1).

Лемма 2.4. Пусть G≤R — подгруппа с двойственной подгруппой G∗ ≤ qR, и пусть t > 0.
Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) G ∩ (0, t) = ∅;

(2) G∗ ∩
(
0, 1

t

]
�= ∅.
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Доказательство. Предположим, что y ∈ G∗ ∩
(
0, 1

t

]
. Пусть x ∈ G и x > 0. Тогда

0 < xy ∈ Z. Следовательно, xy ≥ 1, откуда x ≥ t. Отсюда заключаем, что G ∩ (0, t) = ∅.
Обратно, пусть G ∩ (0, t) = ∅. Можно считать, что G замкнута. Тогда либо G = 0, либо

G = Zg для некоторого g ≥ t. Если G = 0, то G∗ = qR содержит интервал
(
0, 1

t

]
. Если же

G = Zg, то G∗ = Z 1
g , и поэтому 0 < 1

g ≤ 1
t . �

Лемма 2.5. Пусть G ≤ R2 — такая подгруппа, что G ∩ (0,+∞)2 �= ∅. Пусть t > 0
и U = (0, t)× (0,+∞). Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) G ∩ U = ∅;

(2) существует элемент (qx1, 0) ∈ G∗ такой, что 0 < qx1 ≤ 1
t .

Доказательство. Положим Ũ = (0, t)× R ⊂ R2. Покажем, что G ∩ U = ∅ тогда и только
тогда, когда G ∩ Ũ = ∅. Действительно, предположим от противного, что G ∩ U = ∅ �= G ∩ Ũ .
Тогда найдется g = (x′, y′) ∈ G, где 0 < x′ < t и y′ ≤ 0. Мы можем увеличить t и считать, что
t = inf{x | ∃ (x, y)∈G ∩ (0,+∞)2}. Если (x, y)∈G ∩ (0,+∞)2, то (x− x′, y − y′)∈G ∩ (0,+∞)2.
Переходя к пределу, получаем t ≤ t− x′, т.е. x′ ≤ 0. Противоречие.

Рассмотрим проекцию π : R2 → R, π(x, y) = x. Тогда π(G) = H — подгруппа в R и Ũ =
= π−1((0, t)). Следовательно, условие (1) эквивалентно условию H ∩ (0, t) = ∅. По лемме 2.4
это равносильно тому, что H∗ ∩

(
0, 1

t

]
�= ∅. А последнее равносильно условию (2). �

Лемма 2.6. Пусть G ≤ V и ϕ ∈ V ∗ \ 0. Тогда следующие условия эквивалентны:
(1) G ≤ ϕ∗ и G ∩ ϕ⊥ = 0;

(2) либо G = 0, либо G = Zv и при этом 〈ϕ, v〉 ∈ Z>0.

Доказательство. Импликация (2) ⇒ (1) очевидна. Покажем обратное. Рассмотрим под-
группу 〈ϕ,G〉 ≤ Z. Если это нуль, то G = G ∩ ϕ⊥ = 0. В противном случае это qZ для
некоторого q ≥ 1. Возьмем v ∈ G, для которого ϕ(v) = q. Тогда G = Zv +G ∩ ϕ⊥ = Zv. �

Лемма 2.7. Пусть G ≤ V и ϕ ∈ V ∗ \ 0. Тогда следующие условия эквивалентны:
(1) 〈ϕ,G〉 = Z и подгруппа G ∩ ϕ⊥ плотна в ϕ⊥;

(2) G — плотная подгруппа в ϕ∗.

Доказательство. Любая подгруппа G ≤ ϕ∗ либо является подгруппой в ϕ⊥, либо имеет
вид G = Zv + G ∩ ϕ⊥, где ϕ(v) = q ∈ Z≥1 (и тогда ϕ∗ = Z v

q + ϕ⊥). Если G плотна в ϕ∗, то
ϕ(G) плотно в Z и, значит, ϕ(G) = Z. Отсюда и следует эквивалентность. �

3. КОМБИНАТОРНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ

Пусть V — двумерное векторное пространство над R. Рассмотрим замкнутый выпуклый
двумерный конус σ ⊂ V и двойственный конус σ∨ ⊂ V ∗ в двойственном векторном простран-
стве. Пусть ψ ∈ σ∨ \ 0. Рассмотрим функционал

σ∨ � m �→ γ(m) := sup
{
t ≥ 0 | ψ − tm ∈ σ∨}

∈ [0,+∞].

Так как 0 — наименьшая грань конуса σ∨, то γ(0) = +∞ и γ(m) < +∞ — максимум для любого
m ∈ σ∨ \ 0. Заметим, что γ(m) = 0 тогда и только тогда, когда m не принадлежит наименьшей
грани конуса σ∨, содержащей ψ. Функция с обратным значением σ∨ � m �→ 1

γ(m) ∈ [0,+∞] яв-
ляется выпуклой, положительно однородной и кусочно линейной относительно барицентричес-
кого подразделения по ψ ∈ σ∨. Множество {m ∈ σ∨ | γ(m) ≥ 1} = σ∨ ∩ (ψ − σ∨)— компактный
выпуклый многогранник.

Рассмотрим подгруппу G ≤ (V,+) такую, что G ∩ intσ �= ∅. Определим

λ := λ(σ, ψ,G) = inf
{
〈ψ, e〉 | e ∈ G ∩ intσ

}
и предположим, что λ > 0.
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Лемма 3.1. Существует m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0 такое, что γ(m) > 0.
Доказательство. Можем считать, что V = R2, σ = R2

≥0 и ψ = (a1, a2) ∈ qR2, где a1, a2 ≥ 0.
Случай ψ ∈ ∂(σ∨). Здесь ψ = (a1, 0) и a1 > 0. Тогда G ∩

(
0, λ

a1

)
× (0,∞) = ∅. По лемме 2.5

существует элемент (m1, 0) ∈ G∗ такой, что 0 < m1 ≤ a1
λ . Тогда (m1, 0) ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0 и

γ(m1, 0) =
a1
m1

≥ λ > 0.
Случай ψ ∈ int σ∨. Здесь a1, a2 > 0. Если G∗ ∩ σ∨ = {0}, то из леммы 2.2 следует, что

найдется элемент e ∈ int σ такой, что Re ⊆ G. Но тогда λ = 0 — противоречие. Следова-
тельно, существует m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0. В двойственных координатах имеем m = (m1,m2) и
γ(m) = min

{
a1
m1

, a2
m2

}
> 0. �

Определение 3.2. Пусть γ := γ(σ∨, ψ,G∗) = sup{γ(m) | m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0}.
В частности, γ > 0. Допуская некоторую вольность в обозначениях, будем использовать

символ γ как для функционала, так и для числа. Мы надеемся, что читатель легко различит
их по контексту.

Лемма 3.3. λ ≥ γ.
Доказательство. Возьмем m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0. Тогда ψ − γ(m)m ∈ σ∨. Пусть e ∈ G ∩ int σ.

Тогда 〈m, e〉 — натуральное число, поэтому 〈m, e〉 ≥ 1. Следовательно, 〈ψ, e〉 ≥ 〈γ(m)m, e〉 ≥
≥ γ(m). Отсюда получаем

〈ψ, e〉 ≥ γ(m).

После взятия нижней грани по всем e и верхней по всем m получаем требуемое. �
Лемма 3.4. Число γ является максимумом.
Доказательство. Так как γ ≤ λ, то γ — положительное вещественное число. Возьмем

такое c > 0, что cγ > 1. Рассмотрим последовательность mn ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0, для которой
γ(mn) ↑ γ. Тогда cγ(mn) > 1 для n � 0 и, следовательно, mn ∈ (cψ − σ∨) ∩ σ∨ для n � 0. Но
последнее множество компактно, а значит, последовательность mn имеет предельную точку m.
Отсюда следует, что m ∈ G∗ ∩ σ∨ и γ(m) = γ. В частности, m �= 0. �

По лемме 3.4 найдется элемент v1 ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0 такой, что γ(v1) = γ.
Лемма 3.5. 〈v1, G〉 = Z.
Доказательство. Заметим, что 〈v1, G〉 ≤ Z. Так как G ∩ int σ �= ∅, то 〈v1, G〉 �= 0. Следо-

вательно, 〈v1, G〉 = kZ для некоторого натурального числа k. Тогда 1
k v

1 ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0. Отсюда
имеем γ

(
1
k v

1
)
= kγ(v1) = kγ. Но тогда kγ ≤ γ, поэтому k = 1. �

Лемма 3.6. Предположим, что ψ ∈ ∂(σ∨). Тогда λ = γ, ψ = γv1 и λ является миниму-
мом.

Доказательство. Будем использовать обозначения и рассуждения из первой части дока-
зательства леммы 3.1. Мы построили элемент m = (m1, 0) ∈ G∗ ∩ ∂(σ∨) такой, что γ(m) ≥ λ.
Но λ ≥ γ, откуда γ(m) = λ = γ. Иначе говоря, ψ = γm. В частности, ψ является минимумом
и m = v1 (поэтому в данном случае v1 — единственная точка максимума). �

Здесь и всюду далее будем считать, что ψ ∈ int σ∨. Рассмотрим подгруппу G ∩ (v1)⊥ ≤ (v1)⊥.
Так как (v1)⊥ � R, то можно выделить три случая:

(i) G ∩ (v1)⊥ = 0;
(ii) подгруппа G ∩ (v1)⊥ плотна в (v1)⊥;
(iii) подгруппа G ∩ (v1)⊥ ненулевая и дискретная.

Случай (i). Так как G ∩ int σ �= ∅, то в силу леммы 2.6 имеем G = Ze для некоторого
e ∈ int σ. Тогда

(а) λ является минимумом, λ = γ и ψ = γv1;
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(б) множество {m ∈ σ∨ | 〈m, e〉 = 1} ⊂ G∗ является отрезком с концами m1 и m2, ψ =
= γ(m1)m1 + γ(m2)m2 и λ = γ(m1) + γ(m2).

Поэтому в данном случае v1 — единственная точка максимума. Заметим, что m1 и m2 порож-
дают конус σ∨.

Докажем утверждения (а) и (б). Так как G ∩ int σ = Z≥1e, то λ = 〈ψ, e〉. Из равенства
〈ψλ , e〉 = 1 получаем ψ

λ ∈ G∗. Вычисление дает γ
( ψ
λ

)
= λ. Пусть m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0. Тогда

〈m, e〉 = q — натуральное число и 〈ψ − γ(m)m, e〉 ≥ 0. Отсюда γ(m) ≤ λ
q . Следовательно,

γ(m) ≤ λ. В частности, γ = λ.
Имеем 〈v1, e〉 = 1. Так как 〈ψ − γv1, e〉 = λ− γ = 0 и e ∈ int σ, то ψ = γv1.
Выберем координаты на R2 и qR2, в которых σ = {(x1, x2) ∈ R2 | x1, x2 ≥ 0} и σ∨ =

= {(m1,m2) ∈ qR2 | m1,m2 ≥ 0}. Пусть e = (α, β) и ψ = (a1, a2). Концами интервала
{m ∈ σ∨ | 〈m, e〉 = 1} являются точки m1 =

(
1
α , 0

)
и m2 =

(
0, 1

β

)
. Тогда можно вычислить

γ(m1,m2) = min
{ a1
m1

,
a2
m2

}
.

Заметим, что ai > 0, поэтому приmi = 0 положим ai
mi

= +∞. Тогда γ(m1) = a1α и γ(m2) = a2β.
В частности, ψ = γ(m1)m1 + γ(m2)m2. Наконец, λ = 〈ψ, e〉 = a1α + a2β, что завершает дока-
зательство.

Случай (ii). По лемме 2.7 подгруппа G плотна в (v1)∗. По двойственности для подгрупп
это равносильно тому, что G∗ = Zv1. Тогда

(а) λ = γ;
(б) λ является минимумом, если и только если ψ = γv1.

Докажем утверждения (а) и (б). По предположению ψ − γv1 ∈ ∂(σ∨). Рассмотрим два
случая.

Если ψ − γv1 = 0, то λ = γ и λ является минимумом.
Пусть теперь ψ − γv1 �= 0. Тогда ψ − γv1 лежит на границе конуса σ∨. В подходящих

координатах имеем σ = {(x1, x2) | x1, x2 ≥ 0}, σ∨ = {(m1,m2) | m1,m2 ≥ 0}, v1 = (α, β) и
ψ = (a1, a2). Тогда

γ = min
{a1
α
,
a2
β

}
.

С другой стороны, подгруппа G плотна в (v1)∗, поэтому

λ = inf
{
a1x1 + a2x2 | x1, x2 > 0, αx1 + βx2 ∈ Z≥1

}
.

Отсюда следует, что λ = min
{

a1
α , a2

β

}
. Значит, λ = γ. Наконец, можно проверить, что λ не

является минимумом. Пусть e ∈ G ∩ intσ. Так как ψ − γv1 ∈ σ∨ \ 0, то 〈ψ − γv1, e〉 > 0, а
также 〈v1, e〉 ≥ 1. Тогда получаем требуемое из цепочки неравенств

〈ψ, e〉 ≥ 〈ψ − γv1, e〉+ γ〈v1, e〉 > γ.

Отсюда 〈ψ, e〉 > λ, что завершает доказательство.
Случай (iii). Здесь G ∩ (v1)⊥ = Ze2 для некоторого e2 �= 0. Заменяя e2 на −e2 при необхо-

димости, можем считать, что
ψ′ := 〈γ−1ψ − v1, e2〉 ≥ 0.

Заметим, что 〈ψ, e2〉 = γψ′. Выберем элемент e1 ∈ G такой, что 〈v1, e1〉 = 1. Отсюда следует,
что G — двумерная решетка с базисом e1, e2. Тогда найдутся такие α < β ≤ +∞, что{

e ∈ int σ | 〈v1, e〉 = 1
}
=

{
e1 + te2 | α < t < β

}
.
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По предположению ψ − γv1 ∈ ∂(σ∨). Поскольку ψ′ ≥ 0, получаем

〈ψ − γv1, e1 + αe2〉 = 0.

Заменяя e1 на e1 + �α�e2, можем считать, что

0 ≤ α < 1.

Определим v2 ∈ G∗ из условий 〈v2, e1〉 = 0 и 〈v2, e2〉 = 1. Тогда {v1, v2} — базис в G∗,
двойственный к базису {e1, e2}.

Заметим, что ψ′ = 0 тогда и только тогда, когда ψ = γv1. Действительно, пусть ψ′ = 0.
Тогда элемент ψ − γv1 ортогонален и к e1 + αe2, и к e2. Значит, ψ − γv1 = 0.

Если v1 ∈ ∂(σ∨), то β = +∞, а если v1 ∈ int σ∨, то β < ∞. Выделим два подслучая.
Подслучай v1 ∈ ∂(σ∨). Здесь σ = R+(e1 + αe2) + R+e2. Так как ψ ∈ int σ∨, то ψ �= γv1 и,

следовательно, ψ′ > 0. Вычисление дает 〈ψ, e1 + αe2〉 = γ и 〈ψ, e2〉 = γψ′. Тогда

γ(m) = γmin

{
1

〈m, e1 + αe2〉
,

ψ′

〈m, e2〉

}
, m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0.

Мы утверждаем, что v1 является точкой максимума для γ( ·) тогда и только тогда, когда

ψ′ ≤ 1.

Действительно, v2 ∈ G∗ ∩ σ∨ и γ(v2) = γmin
{

1
α , ψ

′} не превосходит γ(v1) = γ тогда и толь-
ко тогда, когда ψ′ ≤ 1. Обратно, предположим, что ψ′ ≤ 1. Пусть m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0. Если
〈m, e2〉 = 0, то m = qv1 для некоторого q ∈ Z≥1 и γ(m) = γ(v1)

q ≤ γ(v1). Если же 〈m, e2〉 > 0,
то 〈m, e2〉 ≥ 1 и ψ′

〈m,e2〉 ≤ 1.
Если ψ′ < 1, то v1 — единственная точка максимума. Если ψ′ = 1 и α �= 0, точками

максимума являются v1 и v2. Если ψ′ = 1 и α = 0, то точки максимума суть v1, v2 и v1 + v2.
Имеем G ∩ int σ = {p1e1 + p2e2 | p1, p2 ∈ Z, p1 > 0, p2 > p1α}. Вычисление дает следующие

результаты:

〈ψ − γv1, p1e2 + p2e2〉 = γψ′(p2 − p1α), 〈ψ, p1e2 + p2e2〉 = γp1 + γψ′(p2 − p1α).

Отсюда λ = γ inf{p1 + ψ′(1− {p1α}) | p1 ≥ 1}. Из ограничения 0 < ψ′ ≤ 1 получаем

λ = γ + γψ′(1− α).

Более того, λ достигается только на элементе e1 + e2.
Напомним, что γ(v2) = γψ′. Положим m1 = v1 и m2 = v2. Тогда

ψ = γ(1− ψ′α)m1 + γψ′m2.

Наконец, вычислим λ′ = inf{〈ψ − γv1, e〉 | e ∈ G ∩ intσ}; имеем

λ′ = γψ′ inf
{
1− {p1α} | p1 ≥ 1

}
.

Если α /∈ Q, то λ′ = 0. Если α ∈ Q, то λ′ = 1
q γψ

′, где q ≥ 1 — наименьшее число, для которого
qα ∈ Z.

Подслучай v1 ∈ int σ∨. Здесь σ = R+(e1 + αe2) + R+(e1 + βe2). Тогда с помощью вычисле-
ний находим 〈ψ, e1 + αe2〉 = γ и 〈ψ, e1 + βe2〉 = γ + γψ′(β − α). Следовательно,

γ(m) = γmin

{
1

〈m, e1 + αe2〉
,
1 + ψ′(β − α)

〈m, e1 + βe2〉

}
, m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0.
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Пусть c = 1 + ψ′(β − α). Условие, что v1 максимизирует γ( ·), равносильно неравенствам

max

{
〈m, e1 + αe2〉,

〈m, e1 + βe2〉
c

}
≥ 1 ∀m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0.

Если 〈m, e1 + αe2〉 ≥ 1, то неравенство выполнено. Значит, достаточно потребовать выполне-
ния этих неравенств в случае 〈m, e1 + αe2〉 < 1. Однако 〈m, e1 + αe2〉 ≥ 0. Это равносильно
тому, что m = −�z2α�v1 + z2v

2. Заметим, что такой элемент m лежит в G∗ ∩ σ∨ \ 0 тогда и
только тогда, когда z2 ∈ Z \ 0 и z2β ≥ �z2α�. Полагая n = |z2|, заключаем, что v1 является
точкой максимума для γ( ·) тогда и только тогда, когда

(а) nβ − �nα� ≥ c для всех n ∈ Z≥1;
(б) �nα	 − nβ ≥ c для всех n ∈ Z≥1 таких, что �nα	 ≥ nβ.

Из условия (а) при n = 1 (что равносильно условию γ(v2) ≤ γ(v1)) получаем

β ≥ 1 + ψ′(β − α).

В частности, ψ′ ≤ β−1
β−α < 1. Значит,

0 ≤ ψ′ < 1 ≤ β.

Для p1, p2 ∈ Z элемент p1e1 + p2e2 лежит в G ∩ intσ тогда и только тогда, когда p1 ≥ 1 и
αp1 < p2 < βp1. Отсюда получаем

λ = γ inf
{
p1 + ψ′(p2 − αp1) | p1 > 0, αp1 < p2 < βp1

}
.

С учетом того, что β ≥ 1, имеем две возможности.
(А) β = 1. Тогда ψ′ = 0. Из условия (б) при n = 1 получаем α = 0. В этом случае σ порож-

дается базисом {e1, e1 + e2} группы G. Двойственный базис {m1,m2} группы G∗ порождает
конус σ∨. Тогда v1 = m1 +m2, ψ = γv1 = γm1 + γm2 и λ = 2γ.

(Б) β > 1. В этом случае e1 + e2 ∈ G ∩ int σ. Получаем

λ = γ(1 + ψ′(1− α)).

При этом λ достигается на элементе e1 + e2, если ψ′ > 0.
Имеем v2 ∈ G∗ ∩ σ∨ и γ(v2) = γ 1+ψ′(β−α)

β . Положим m1 = v1 и m2 = v2. Тогда

ψ = γ(1− ψ′α)m1 + γψ′m2.

Наконец, вычислим λ′ = inf{〈ψ − γv1, e〉 | e ∈ G ∩ int σ}. Прямой подсчет дает

λ′ = γψ′ inf
{
p2 − αp1 | p1 ≥ 1, αp1 < p2 < βp1

}
.

В случае (А) имеем ψ′ = 0, поэтому λ′ = 0. В случае (Б) получаем

λ′ = γψ′ inf
{
1− {p1α} | p1 ≥ 1

}
.

Если α /∈ Q, то λ′ = 0. В противном случае возьмем минимальное число q ≥ 1, для которого
qα ∈ Z. Тогда λ′ = 1

q γψ
′.

Заключение в случае (iii). Мы построили такой базис m1,m2 двумерной решетки G∗, что
m1,m2 ∈ σ∨ и

ψ =

(
λ− λ− γ

1− α

)
m1 +

λ− γ

1− α
m2.

В самом деле, в случае (А) имеем α = 0, λ = 2γ и ψ = γm1 + γm2, так что соотношение
выполнено. В случае (Б) имеем λ− γ = γψ′(1− α), откуда также получаем требуемое.
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Имеем ψ′ = 0 в случае (А), где λ = 2γ, а также в случае (Б) при λ = γ. Если же ψ′ > 0,
то λ > γ.

Лемма 3.7. Пусть t ≤ λ. Тогда

ψ −
[(

t− t− γ

1− α

)
m1 +

t− γ

1− α
m2

]
∈ ∂(σ∨).

Доказательство. Возьмем ϕ = −αm1 + m2. Мы утверждаем, что ϕ ∈ ∂(σ∨). Действи-
тельно, 〈ϕ, e1 + αe2〉 = 0 и 〈ϕ, e1 + βe2〉 равно β − α при β < +∞ и равно 1 при β = +∞.
Наконец, вычисление показывает, что

ψ −
[(

t− t− γ

1− α

)
m1 +

t− γ

1− α
m2

]
=

λ− t

1− α
ϕ. �

Предложение 3.8. γ ≤ λ ≤ 2γ.
Предложение 3.9. Если λ > γ, то G � Z2 и λ достигается на единственном элементе.
Предположим, что 0<α∈Q. Пусть qα∈Z, где q≥ 1 минимально. Тогда λ= γ+(q− qα)λ′.

4. ПРИЛОЖЕНИЯ

Теорема 4.1. Пусть V — двумерное векторное пространство над R, и пусть σ ⊂ V —
замкнутый строго выпуклый двумерный конус с двойственным конусом σ∨ ⊂ V ∗. Пусть
ψ ∈ σ∨ \ 0. Рассмотрим подгруппу G ≤ (V,+) с двойственной подгруппой G∗ ≤ (V ∗,+).
Предположим, что G ∩ int σ �= ∅. Пусть t > 0. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) G ∩ {e ∈ int σ | 〈ψ, e〉 < t} = ∅;

(2) справедливо одно из следующих утверждений:

(а) существует элемент m ∈ G∗ ∩ σ∨ \ 0 такой, что ψ − tm ∈ σ∨;

(б) G = (m1)∗ ∩ (m2)∗, где m1,m2 ∈ σ∨ линейно независимы, и ψ = t1m
1 + t2m

2 для
некоторых t1, t2 > 0 таких, что t1 + t2 ≥ t.

Доказательство. (2) ⇒ (1). Пусть e ∈ G ∩ intσ. В случае (а) число 〈m, e〉 = k натураль-
ное. Тогда

〈ψ, e〉 = 〈ψ − tm, e〉+ t〈m, e〉 ≥ tk ≥ t.

В случае (б) натуральными будут числа 〈mi, e〉 = ki. Тогда

〈ψ, e〉 = t1〈m1, e〉+ t2〈m2, e〉 = t1k1 + t2k2 ≥ t1 + t2 ≥ t.

(1) ⇒ (2). Пусть λ = inf{〈ψ, e〉 | e ∈ G ∩ int σ}. По предположению λ ≥ t > 0. Воспользуемся
обозначениями и результатами предыдущего раздела. Положим γ = γ(v1). Если γ ≥ t, то
условие (а) выполнено при m = v1. Если же γ < t и, в частности, γ < λ, то попадаем в
случай (iii) и берем t1 = λ− λ−γ

1−α и t2 =
λ−γ
1−α . Заметим, что t1, t2 > 0, поскольку γ < λ. �

Замечание 4.2. От предположения G ∩ int σ �= ∅ можно отказаться, если ψ ∈ int σ∨.
Действительно, по лемме 2.1 условие G ∩ int σ = ∅ равносильно существованию m0 ∈ σ∨ \ 0
такого, что Rm0 ⊆ G∗. Если ψ ∈ int σ∨, то найдется такое k � 0, что kψ − m0 ∈ σ∨. Тогда
утверждение (а) из условия (2) выполнено для m = m0

kt .
Следующая теорема — это эффективная версия результата Лоуренса [4].
Теорема 4.3. Пусть Z2 ≤ G ≤ R2 — подгруппа. Пусть p и q — натуральные числа, и

пусть U =
{
(x, y) ∈ R2 | x, y > 0, x+ y < p

q

}
. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) G ∩ U = ∅;
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(2) справедливо одно из следующих утверждений:

(а) G ⊆ m∗ для некоторого m ∈ qN2 ∩
[
0, q

p

]2 \ 0;
(б) G = (m1)∗ ∩ (m2)∗, где m1,m2 ∈ qN2 образуют базис в qR2, и найдутся такие целые

числа k1, k2 ≥ 1, что k1 + k2 ≤ 2q и k1m1+k2m2

k1+k2
∈

[
0, q

p

]2.
Доказательство. Импликация (2) ⇒ (1) очевидна. Докажем обратную импликацию.

Здесь σ = R+(1, 0) + R+(0, 1), ψ = (1, 1) и (0, 1), (1, 0) ∈ G. Имеем λ ≥ p
q . Если γ ≥ p

q , то
попадаем в случай (а). Пусть γ < p

q . В частности, γ < λ. Следовательно, мы попадаем в слу-
чай (iii). Вектор e1 + αe2 принадлежит лучу конуса σ, скажем, R+(1, 0). Отсюда следует, что

(1, 0) = 〈v1, (1, 0)〉(e1 + αe2)

и

γ =
〈ψ, (1, 0)〉
〈v1, (1, 0)〉 =

1

〈v1, (1, 0)〉 .

Тогда γ = 1
l для некоторого целого числа l, причем lα ∈ Z. А предположение γ < p

q принимает
вид lp > q. Применяя лемму 3.7, получаем

ψ ∈
(
p

q
− p/q − γ

1− α

)
m1 +

p/q − γ

1− α
m2 + σ∨.

Иными словами,
(l − lα)qψ ∈ (q − plα)m1 + (lp − q)m2 + σ∨.

Возьмем k1 = q − plα и k2 = lp − q. Тогда k1, k2 > 0 и k1 + k2 = p(l − lα). Теперь l − lα ≤ l =
= 1

γ ≤ 2
λ ≤ 2q

p . Следовательно, k1 + k2 ≤ 2q. �
Замечание 4.4. Если p

q = 1
k и k > 1, то в условии (б) можно взять k1 + k2 < 2k.

Действительно, пусть l − lα = 2k. Тогда α = 0, γ = λ
2 , λ = 1

k и ψ = 1
k

[
1
2m

1 + 1
2m

2
]
. Поэтому в

данном случае можем взять k1 = k2 = 1.
Пример 4.5. Если p

q = 1, то

(а) либо G содержится в одной из подгрупп (1, 0)∗, (0, 1)∗, (1, 1)∗,
(б) либо G есть (0, 1)∗ ∩ (1, 0)∗ = Z2.

Если p
q = 1

2 , то с точностью до перестановки координат

(а) либо G содержится в одной из подгрупп (0, 2)∗, (1, 2)∗, (2, 2)∗,
(б) либо G совпадает с одной из подгрупп (0, 3)∗ ∩ (3, 0)∗, (0, 3)∗ ∩ (3, 1)∗, (0, 3)∗ ∩ (4, 0)∗,

(0, 3)∗ ∩ (4, 1)∗, (0, 3)∗ ∩ (5, 0)∗, (0, 4)∗ ∩ (4, 0)∗, (1, 3)∗ ∩ (3, 1)∗, (1, 3)∗ ∩ (4, 0)∗.

5. ДВУМЕРНЫЕ ТОРИЧЕСКИЕ ЛОГРОСТКИ

ПустьX — аффинная торическая поверхность с инвариантной точкой P . Пусть Σ=X \T —
дополнение к тору. Тогда Σ = E1 + E2 является суммой двух инвариантных простых дивизоров
E1 и E2. Так как dimX = 2, оба Ei — дивизоры Q-Картье. Тогда

K +Σ = 0 и mldP (X,Σ) = 0.

С точностью до изоморфизма X = TN emb(σ), где σ = R2
≥0 — стандартный положительный

конус в R2 и N ⊂ R2 — двумерная решетка, содержащая e1 = (1, 0) и e2 = (0, 1) в качестве
примитивных векторов.
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Пусть P ∈ (X,B) — инвариантная структура логмногообразия с mldP (X,B) = a ≥ 0.
Тогда B = b1E1 + b2E2, где b1, b2 ∈ [0, 1]. Пусть ψ ∈ N∗ =: M , причем 〈ψ, ei〉 = 1 − bi при
i = 1, 2, откуда (χψ) +K + B = 0. Для всякого торического нормирования Ee поверхности X
(здесь e ∈ Nprim ∩ σ) логдискрепантность пары (X,B) в Ee вычисляется по формуле

aEe(X,B) = 〈ψ, e〉.

В частности, a = min{〈ψ, e〉 | e ∈ N ∩ int σ}. Значит, mldP (X,B) ≥ t тогда и только тогда,
когда N ∩ {e ∈ int σ | 〈ψ, e〉 < t} = ∅.

Замечание 5.1. Имеем a ∈ [0, 2]. Заметим, что a = 0 равносильно тому, что B = Σ, а
a = 2 равносильно тому, что X = A2 и B = 0. По теореме 4.1 заключаем, что a ≥ 1 тогда и
только когда, когда (X,B) имеет один из следующих видов:

• (A1, b1 · 0)× (A1, b2 · 0), b1 + b2 ≤ 1 (где a = 2− b1 − b2), или
• (X, 0), где X — фактор аффинной плоскости A2 типа 1

l+1 (l, 1) (l ≥ 1). Здесь a = 1.

Обозначим через |mX,P |Σ инвариантные гиперплоские сечения, проходящие через P , или,
что эквивалентно, гиперплоские сечения, содержащие P , с носителем в Σ.

Утверждение 5.2. Имеет место одна из следующих ситуаций:

(а) найдется сечение H ∈ |mX,P |Σ такое, что mldP (X,B + aH) = 0;

(б) найдутся сечения H1,H2 ∈ |mX,P |Σ и числа γ1, γ2 > 0 такие, что γ1 + γ2 = a и
выполнено равенство mldP (X,B + γ1H1 + γ2H2) = 0.

Доказательство. Пусть γ = max{lctP (X,B;H) | H ∈ |mX,P |Σ}. Выберем такое сечение
H1 ∈ |mX,P |Σ, для которого пара (X,B + γH1) максимально логканонична. Тогда a ≥ γ. Если
a = γ, то имеет место случай (а) при H = H1.

Пусть a > γ. Заметим, что (ψ) = Σ − B. Мы построили α ∈ [0, 1) и H2 ∈ |mX,P |Σ такие,
что B + γ1H1 + γ2H2 = Σ, где

γ2 =
a− γ

1− α
и γ1 = λ− γ2 = γ − αγ2 ≤ γ.

Получаем цепочку пар со строго уменьшающимися логканоническими центрами в окрестности
точки P :

(X,B) ≺ (X,B + γH1) ≺ (X,B + γ1H1 + γ2H2) = (X,Σ).

Здесь B + γ1H1 + γ2H2 = (B + γH1) + γ2(H2 − αH1). Заметим, что H2 − αH1 — эффектив-
ный дивизор Q-Картье. Его индекс совпадает с индексом α. Если multE1(B + γH1) = 0 и
l = multE1(H1), то index(α) = l и γ = 1−b1

l . В частности, lγ ≤ 1. Мы показали, что

a

2
≤ γ ≤ a,

откуда l ≤ 2
a , т.е. l ограничено величиной, определяемой через a. Кроме того, неравенства

ψ′ ≤ 1 и α < 1 принимают вид

a− γ ≤ γ2 ≤ γ.

Пусть a1 = mldP (X,B + γH1). Мы показали, что

• a = 2γ при α = 0;
• a = γ + (l − lα)a1 при α �= 0.
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Предположим, что b1 и b2 принадлежат подмножеству B ⊂ [0, 1], удовлетворяющему усло-
вию обрыва убывающих цепочек. Тогда для a выполнено условие обрыва возрастающих це-
почек. Заметим, что из условий γ < a и b1 ∈ B следует оценка a − γ ≥ ε(a, l,B) > 0. Классы
изоморфизмов поверхностей X, для которых a− γ отделено снизу от нуля, образуют конечное
множество. Поэтому a может только приближаться к γ сверху. �

Следствие 5.3. Существует сечение H ∈ |mX,P |Σ такое, что mldP
(
X,B + a

2H
)
≥ 0.

Доказательство. Предположим в ситуации (б), что γ1 ≥ γ2. Тогда γ1 ≥ a
2 , поэтому

можно взять H = H1. �
Утверждение 5.4. Пусть B имеет стандартные коэффициенты и mldP (X,B) ≥ p

q . То-
гда существуют 1 ≤ s ≤ 2q

p и B ≤ Bqs ≤ Σ такие, что qs(K +Bqs) ∼ 0 и mldP (X,Bqs) ≥ p
q .

Доказательство. Случай (а): найдется элемент 0 �= m ∈ M ∩ σ∨ такой, что ψ − p
qm ∈ σ∨.

В данном случае положим Bq =
∑

i=1,2

(
1− pmi

q

)
Ei. Тогда B ≤ Bq ≤ Σ и (χpm) + q(K+Bq) = 0.

Более того, ψK+Bq = p
qm, поэтому〈 p

q
m, e

〉
≥ p

q
∀e ∈ N ∩ int σ.

Случай (б): ψ =
(
a− a−γ

1−α

)
m1 + a−γ

1−αm
2. В частности,

ψ ≥
(
p

q
− p/q − γ

1− α

)
m1 +

p/q − γ

1− α
m2,

или

qψ ≥
(
p− p− qγ

1− α

)
m1 +

p− qγ

1− α
m2.

Так как B имеет стандартные коэффициенты, то γ = 1
l для некоторого целого числа l такого,

что lα ∈ Z. Тогда последнее неравенство переписывается как

(l − lα)qψ ≥ (q − plα)m1 + (lp − q)m2.

Пусть s = l − lα. Тогда sqψ ≥ z1m
1 + z2m

2 для некоторых z1, z2 ∈ Z>0. Положим Bsq =

=
∑

i=1,2

(
1− z1m1

i+z2m2
i

sq

)
Ei. Тогда B ≤ Bsq ≤ Σ и (χz1m1+z2m2

) + sq(K +Bsq) = 0. Значит,

〈ψK+Bsq , e〉 =
〈
z1m

1 + z2m
2

sq
, e

〉
≥ z1 + z2

sq
=

p

q
.

Заметим, что s = l − lα ≤ l = γ−1 ≤ 2
a . �

Следствие 5.5. Предположим, что B имеет стандартные коэффициенты, и пусть
mldP (X,B) = a > 0. Пусть q — такое натуральное число, что qa ∈ Z. Тогда sq(K + B) ∼ 0
для некоторого целого числа 1 ≤ s ≤ 2

a .
Утверждение 5.6. Верно следующее:
• найдутся такие 1 ≤ n ≤ � 2

a 	 и B ≤ Bn ≤ Σ, что n(K +Bn) ∼ 0 и mldP (X,Bn) > 0;

• найдутся такие 1 ≤ n ≤ 2
a и �B� + �(n+1){B}�

n ≤ Bn ≤ Σ, что n(K + Bn) ∼ 0 и
mldP (X,Bn) > 0.

Доказательство. Достаточно взять H1 и γ ≤ 2
a . �
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