
Е.Г.Голузгна 
НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРШЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ 

С ОГРАНИЧЕННЫМ ГРАНИЧНЫМ ВРАЩЕНИЕМ КОМПЛЕКСНОГО ПОРЯДКА 

В [ i ] рассматривался класс VK (в ) регулярных в единичном 
круге функций с граничный вращением, не превосходящим К.Ф" , комп­
лексного порядка 6 и решены некоторые экстремальные задачи на 
этом классе . В настоящей заметке рассмотрены более общие экстре­
мальные вопросы, касающиеся множеств значений функционалов на 
классе VK (о) , для решения которых удобно пользоваться пред­
ставлениями функций класса VK (6) через функции классов VK ( i ) 
и V2 (!•) . В частности, нами получены точные оценки д л я | | ' ( 2 ) | 
и atfy | (2.) , поскольку в [ l ] приведены неверные оценки этих 
величин. 

1°. Пусть И к , К > 2 ; - класс вещественнозначных функций 
S> ( t ) ограниченной вариации на [ 0у2ft) , удовлетворяющих 

условиям 27г ,№ 

]A*(tbi, Jl<Kt)l<-b 
о о 

Заметим, что Мг - класс неубывающих на [0,25Г) функций ^ ( t ) 
с J. V W - i • 

Пусть Р к , к > 2 , - к л а с с функций p ( z ) = 1 + ̂ 2 ; + . . . , 
регулярных в круге И = -[х". | Z | - c i } и таких, что 

P(z) = l^ze'^Xl-ze11)1^^), ^ е И К ; x e U ; 
о 

V*(6), 6 е С \ { 0 } , К.>2,- класс функций | ( z ) = Z + a2?s a+.. . ; 
регулярных в Ц , | ' ( z ) f = 0 в i t , для которых 

{'(z)=exp{-28ja^(i-ze4t)fll")(t), 4еМК; z e l t ; 

VK=VK(I) ; c=v2( i) . 
Легко видеть, что Рг - класс регулярных в U функций 

p ( z ) = i + i * i £ + . . . с R e p ( Z ) > 0 в U. ; С - класс выпуклых 
однолистных функций и VK - класс функций с граничным вращением, 
не превосходящим к ЯГ . 

Из определений классов Р к и V* (6) можно вывести 
структурные формулы для | ( 2 ) е н У к . ( 6 ) . Именно, справедлива 
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ЛЕММА I [ I ] . Пусть функции | ( z ) = Z + . . . , $ ( z ) = Z + . . . и 
6 ^ z ) = £+ . . . , | = 1,2, регулярны в It . Тогда имеют место сле­

дующие утверждения: 

04 ^z; 

2.f(z)eV^&) < ^ > { \ z ) = U ' u ) J где<L(Z)e= v K ; 
8JS+2. % K ' 2 

где 6 ^ z ) e C , ^ - l , a . 
2°. Рассмотрим на классе VK(o) функционал 1оь | ( г ) 

со значениями в комплексной плоскости W , где Z -фиксирован­
ная точка в ИД {О j , 12SJ =Х- . Имеют место следующие две теоремы. 

ТЕОРЕМА I . Множество й (2) значений ( o a | ' ( Z ) на классе 
VK (0) не зависит от аргумента X и представляет собой огра­

ниченное замкнутое выпуклое множество, содержащее начало коорди­
нат и ограниченное кривой с уравнением K-z t 

[i+te ч ч J 
W = r - l ^ -a tcsw^tsw^^- i -^ f i J 

где «J - параметр, 0 < ^ •<- 2.0Г. 
ТЕОРЕМА 2. mux, Re ( е u % I '(*)); 

*eVK(6) ? t 

= 18 1 cos ^ ^og- + 

+ к j8 j 5шД axcsiM^tsui/lQj 

где 6 = | 6 | e ^ , 8 «oC+p, z = t e l ¥ , г е ( 0 , 1 ) , oce[o ,£3r) . 
Экстремальная функция находится из уравнения 

$'(E) = ( i + z e i U ) a \ i - Z e ^ ) 
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где e H l l ; " tp = е - Ц 8 + ("0*агс5ш(г и*Х)) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТЮ теорш I и 2 . Докажем сначала теорему 2. Из 
леммы I следует, что 

откуда получаем 

I(|)^ile(eiot%{'(z)) = |6 | [^(co5X%|6l^) | -

-ылХ at^6[(zj - ^•(oo&x^ieiCzJl.-sui/lla^e^z))]. 
Используем теперь интегральное представление класса С . Име­

ем 2Ъ 
6-(z) = e o c p J ^ ( l - 2 e ( ' 0 ) " V j ( 0 ) ^ ^ e M ^ г е ^ - (3) 

о 

Полагая в (3) Z=t& , получаем 

о 

где ̂ е Мг, i =1,2,2611. 
Из (2) и (4) находим 

23Г 25Г 

KD=iM[ j^5C P W , iM0)-¥S c pw c iM 0^ (5> 
о о 

пде 
Ф(0) =-со5Х^(1+га- !Нсо&(г|1-0))-2 5шХа,и^Г^|^|. 

Из (5) следуег, что 

п*тх Ц{)=|Й|Г^ wax Ф ( 0 ) - ^ «О* Ф(0)1. 

Исследуем на экстремум функцию ф(0) . Положим ty-Q = *f> . 
Находим 

(4) 
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Уравнение Фд = 0 имеет на отрезке [0,2,5Г) два корня 0 + и 0_> 
для которых 

&1и(Ч̂ -0±) = 5тЦгсо8Х т^ 1-га5ш,аХ ). 

Вычисляя ф-2 ^ 0 + ) и Ф ^ 0 + ) ; получаем 

CD" (a \ - Zi\i-1ZsiM,2l' 

Ф(0^=-сд&Х loa(U-T25w2X" +tcosX) ± (8) 

± 2 ъш, I a/tcswt {г sw I). 

Таким образом, в силу (?) 

wax Ф(0)=ф(0 + ) , ш Ф(0) = Ф(0_). 
0е[о,г3г) ч лве[о,азг) ч J 

Подставив (8) в (6), получим утверждение теоремы 2. Производная 
экстремальной функции имеет вид ( I ) . 

Докажем теперь теорему I . Из леммы I и интегрального пред­
ставления (3) получаем 

-s?J'HU-"'M)iM»Jl (9) 

Иа представления (9) и теоремы 2 вытекает все утверждения теоремы 
I . 
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Полагая в теореме I последовательно оС=0 , 9Г/2. , ОТ , 
3 t f / a , получим 

СЛЕДСТВИЕ. Для ( ( z ) e V K ( D ) при | z | » t , 0 ^ г < ^ 1 , 
справедливы следущие точные оценки: 

к-а 

0 ° у i-г2 sUaf - г coŝ J a 

г 

Em 

- к В sln/fiatcs-iti/ftsin, &), 

+ К | 6 | COSJi tttCSMV (l COS u ) , 

K-2 

1Ж + 

2. 

к^2 

- к 161 cosp mcsut ( г cos p>) . 

3° . Используем лемму I для нахождения еще двух множеств зна­
чений в классе VK ( $ ) • 

ТЕОРЕМА 3 . Множеством значений коэффициента СЬг, на классе 
VK(6) является крут | i i T | < - | - | 6 | . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть в лемме I 

| 0 0 = 2 + а а х а + . . . ; £ ( z ) - z + 8az
a+... ; | z | < i . 

Сравнивая коаффициенты при одинаковых степенях Z в равенстве 
%f(z;> = &%'(*), 
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получим, что й/i = о D& . Так как множеством значений ковффициен-
ты О а на классе VK является круг |ttf| «£= 4- [2.] . то теорема 
3 доказана. 

Пусть 

^ W - 1 + f z « - j ^ i 0<|z.|<i, {eVK(6). 
ТЕОРЕМА 4. Множеством значений функционала J i ( | ) на клас­

се \JK(b) ( £о фиксировано) является крут 

tf.ii^a^^ii^.,,. (10) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество значений функционала р [ z e ) на 
классе Р к совпадает с кругом 

( I I ) 

[2 ] . Из леммы I следует, что крут (II)является также множеством 
значений функционала J"g ( | ) на классе VK ( 6 ) • Посредством 
вычислений получаем (10). 

Из теоремы 4 нетрудно получить уравт ние для радиуса выпук­
лости класса V*. ( о ) , данное в [ l ] . 
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