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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 
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УДК 517.946 

В. С. С Е Р О В 

ОБ АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ Р Я Д О В ФУРЬЕ 
В О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х КЛАССАХ НИКОЛЬСКОГО 

В АЧмерной области G рассмотрим дифференциальный эллиптиче­

ский оператор А(х, D) = ^ aa(x)Da порядка т с коэффициентами 

<aa(x)&Cx(G). П р е д п о л о ж и м , что А(х, D) имеет самосопряженное поло­
жительно определенное расширение Л, которое к тому ж е имеет пол­
ную ортонормированную систему { ф п ( * ) } ^ = 1 собственных функций в 
L 2 ( G ) . Тогда к а ж д о й функции / из L2(G) можно сопоставить ее ряд 
Фурье по системе {q>n} 

оо 

71 = 1 

где fn=(fJ ( p n ) L 2 ( G ) i а ряд (1) суммируется по возрастанию собственных 
значений. 

В данной работе рассматривается абсолютная сходимость рядов (1) . 
В работе [1] Я. Петре д о к а з а н а абсолютная сходимость ряда (1) 

N 

д л я функций из класса , эквивалентного B2

{(G). В работе [2] автором 
настоящей заметки было доказано , что в классах Бесова эта теорема не 
улучшаема . А именно д л я к а ж д о й точки х0 из области G была построена 
функция с компактным носителем, с о д е р ж а щ и м с я в области G, которая 
при любом 8 > 1 п р и н а д л е ж и т классу B^/2(G) и у которой р я д (1) рас­
ходится абсолютно в точке х 0 . 

Таким образом, в классе Никольского # ^ / 2 ( G ) нет абсолютной схо­
димости рядов Фурье . Н о известно, что д л я любого е > 0 ряд Фурье по 
собственным функциям эллиптического оператора любой функции из 

И{ (G) сходится абсолютно. Более подробные сведения об абсолютной 
сходимости можно найти в обзорной статье [3]. 

В настоящей работе будут рассматриваться обобщенные классы Ни-

Кольского H£,V(G), где с л а б о к о л е б л ю щ а я с я функция v принадлежит 

некоторому классу V. В частности, классу V п р и н а д л е ж а т все функции, 
которые при больших t равны ( I n / ) 1 3 ' , ( l n l n / ) P 2 и т. д., где |3j — любые 
вещественные числа, а т а к ж е любое их конечное произведение. З а м е ­
тим, что все эти функции v таковы, что l/v т а к ж е п р и н а д л е ж а т клас­
су V. Определение классов Ha>v и V можно найти в работе [ 4 ] . 
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v (п 

Символом li^v(G) обозначим класс функций, полученный з а м ы к а ­
нием в норме пространства H*>v множества функций C ~ ( G ) . 

В данной работе будут д о к а з а н ы следующие две теоремы. 

Т е о р е м а 1. Пусть функция / G # 2

2 ' D ( G ) , функция l/v£V и 

^ - < о о . Тогда ряд (1) для функции f сходится абсолютна 
77 = 1 " 
в каждой точке области G и равномерно абсолютно на каждом ком­
пакте К из области G. 

О неулучшаемости теоремы 1 говорит с л е д у ю щ а я 
оо 

Z v (п) 
— ^ _ Z _ = _ j _ o o . Тогда для 

71 = 1 п 

каждой точки х0 из области G найдется функция с компактным носите­
лем, содержащимся в области G, которая принадлежит классу H^l2^v(G) 
и у которой ряд (1) расходится абсолютно в точке х0. 

П р е ж д е чем д о к а з ы в а т ь теоремы 1 и 2, введем некоторые о б ъ е к т ы , 
с которыми нам придется работать . 

Л е г к о показать , что в дискретном случае с п е к т р а л ь н а я функция 
Q(x, у, X) оператора Л будет иметь следующий в и д : 

е ( * , у, >-) = £ , ф п ( * ) - Ф Ж ' (2) 

Поэтому спектральное р а з л о ж е н и е E}j будет представлять собой час­
тичные суммы ряда Фурье ( 1 ) , т а к к а к 

Ег!= f6(х, у, b)f(y)dy=J^fn-<fn(x)- (3) 
G Хп<1 

Н а м понадобится норма в L 2 (G) разности E2^—Eil которая в нашем 
случае будет равна величине 

\Ш-Еф\ГМС)= I £ | / „ | 2 ) 1 / 2 . (4) 

о 

Кроме того, д л я любой функции fGH%(G) будем пользоваться неравен­
ством, которое д о к а з а н о в работе Ш. А. Алимова [ 5 ] : 

I I f - E k f | |L 2 ( G) < с Х ~ ^ | | / \ \ н а • (5) 
2 

Переходим к д о к а з а т е л ь с т в у теоремы 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу основного результата [4] для любой функ-

° N 

f (: М/2, v (Ф существует функция g 6 — m x (G) такая, что 

f—A-*v{AVm)g£A(A), ( 6 ) 

где А (А) — множество функций, п р и н а д л е ж а щ и х области определения 
любой степени оператора Л , а число т > 0 в ы б р а н о таким о б р а з о м , что-

N 
бы ~2 гат>0. 

ции 
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Таким образом, из соотношения (6) следует, что д л я абсолютной 
сходимости ряда (1) функции f достаточно д о к а з а т ь абсолютную схо­
димость ряда (1) функции A-xv(Ai/m)g. По спектральной теореме ряд 
(1) функции A~xv (Ai/m) g будет иметь следующий в и д : 

2 ^v(X]

n"n)gu.4Ax)- (7) 
1 / т ч 

п=\ 

Д л я ряда в (7) можно получить следующее формальное неравенство : 
1 

| V ^ т у ( я ' / т ) § , ( - Ф , ( ( х ) | < с V v x r ^ V M I ^ I - K W I -
п-1 /г=0 1 

2k^k™ <2k+l (8) 

Д а л е е , используя свойства слабоколеблющихся функций, правую часть 
неравенства (8) можно оценить сверху величиной 

с 2 [2~kmxv{2k) 2 1|Г»1-1ф„№ (9) 
/г=0 2к<1] / т < 2 / г + 1 

п 

Оценивая внутреннюю сумму в (9 ) , по неравенству Гёльдера получим 
следующую оценку сверху: 

с V \2-k""v(2k) ( 2 ^ ) ' " ( 2 l « P » W I 2 ) , / 2 ] . (Ю) 
/г=0 " 2k<h*/m<2k+l 2к<"кХ/т<2/г+1 

В работе Л . Гординга [6] д л я спектральной функции Q(x, у, X) до­
казана с л е д у ю щ а я асимптотическая оценка : 

Q(x, х, Х)=Х*1т(А(х)+о(\)), (11) 

которая равномерна на к а ж д о м компакте К из области G. Учитывая 
N 

о - у —тх 

соотношения (2), (4), (5), (11) и тот факт, что функция g^H2 (б ) ,для 
(10) получим следующую оценку сверху: 

с ( У o(2*)) |g | | j y _ • (12) 

равномерную на к а ж д о м компакте К из G. И з (12) следует, что теоре­
ма 1 д о к а з а н а , т ак как ряд в (12) сходится тогда и только тогда, когда 

сходится ряд v(n)/n. 

П р е ж д е чем д о к а з ы в а т ь теорему 2, нам необходимо д о к а з а т ь сле­
дующую лемму. 

Л е м м а . Для любого а^>0 и для любой точки x 0 GG существует 
р о > 0 такое, что для всех р ^ р о выполняется следующее неравенство: 

2 | Ф п № > с и л \ (13) 

где положительная постоянная с зависит от а, р 0 и от точки х0, но не за­
висит от р . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая соотношение (11) , сумму в левой 
части (13) можно представить в следующем виде : 

liNa"[A(x0)[2N-\)+o{\)]. (14) 

Отсюда вытекает , что р 0 м о ж н о в ы б р а т ь таким образом, чтобы д л я всех 
р ^ р о выполнялось неравенство (13) . Л е м м а д о к а з а н а . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Р а с с м о т р и м оператор 
JV 1 

Л mv(Am). В силу основных результатов работы [7] Ш. А. Алимова и 
работы [4] можно у т в е р ж д а т ь , что этот оператор является интеграль­
ным с ядром 

E(xf y)+Q(x, у). 

о 
При этом функция Е(х, y)£H^>v(G) при к а ж д о м фиксированном х 
(или /у), а оператор с ядром Q(x, у) переводит Е{В) в Д ( . А ) , где В — 
любой ш а р из области G. О функции Е(х, у) можно у т в е р ж д а т ь , что 
она с компактным носителем, который содержится в ш а р е с центром 
в точке Хо. 

Н а основании теорем вложения можно у т в е р ж д а т ь , что функция 

Е(х, y)QH2'v (G) при к а ж д о м фиксированном х. Л е г к о показать , что 

XJ Ф™(*О) §Е(Х0, z)<pn(z)dz+^ ф п (*о) J Q(xo, z)qn(z)dz = 
к п < 1 В о G 

= ^ Л - ^ ( ^ ) | ф я ( ^ о ) | 2 . (15) 

И з (15) следует, что д л я д о к а з а т е л ь с т в а теоремы достаточно д о к а з а т ь , 
что п р а в а я часть в равенстве (15) при Х - > + о о стремится к -+-оо. По­
скольку в этом случае д л я функции Е(х0, z) ряд Фурье будет расхо­
диться абсолютно в точке х,ъ то ряд Фурье д л я функции Q(x0, z) абсо­
лютно сходится. 

Д л я ряда в правой части равенства (15) можно получить следую­
щую оценку: 

оо оо 

V ^ % ( f ) | f n W f > C V 2~Nkv(2k) ^ К № 

n=l k=0 2k^Kl/m<2k+l 

п 

Отсюда с использованием леммы получается с л е д у ю щ а я оценка снизу 
д л я правой части равенства ( 1 5 ) : 

Y^KNimv(4m)\^)\2>cYiv^h^ (16) 

где с — константа , б о л ь ш а я 0. И з неравенства (16) следует утвержде -
оо 

ние теоремы 2, т ак к а к ряд ^ v(2k) сходится или расходится одновре-
k=0 

менно с рядом 
71 = 1 

v ( n ) / n -
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З а м е ч а н и е 1. Так к а к члены ряда в правой части равенства 
( 1 5 ) являются положительными, то в теореме 2 фактически д о к а з а н а 
расходимость ряда Фурье д л я функции Е(хо, г) в точке XQ. 

З а м е ч а н и е 2 . Мы предполагали , что расширение A^cl имеет 
только дискретный спектр и полную ортонормированную систему соб­
ственных функций. Все результаты остаются справедливыми и в случае 
непрерывного спектра, если под соответствующей абсолютной сходи­

мостью понимать сходимость следующего и н т е г р а л а : J \dEiJ\, где 
с 

{Е}} — р а з л о ж е н и е единицы, отвечающее самосопряженному расшире­
нию оператора Л, и если под соответствующей сходимостью или расхо-

ОО' 

Z v(n) 
— — — понимать сходимость или расходимость соот-

п=1 ^ 

ветственно интеграла д ^ 

В заключение автор приносит глубокую благодарность III. А. Али­
мову за постановку задачи и постоянное внимание к работе . 
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