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АРИФМЕТИКА ВЕРОЯТНОСТНЫХ ЗАКОНОВ 

Л. 3. Лившиц, И. В' Островский,, Г. П. Чистяков 

1. Введение. Арифметика вероятностных законов оформи­
лась как самостоятельная область в конце 30-х годов в рабо­
тах Крамера [82], Д. А. Райкова [62, 64], Леви [148—150, 
155], А. Я. Хинчина [69], где были получены некоторые фун­
даментальные результаты. После почти двадцатилетнего пе­
рерыва интерес к этой области возобновился в конце 50-х го­
дов с появлением цикла работ Ю. В. Линийка [25—32, 35], 
открывших новый подход к ряду важных проблем. 

В настоящем обзоре рассматриваются работы, прорефери­
рованные в Реферативном журнале «Математика» за 195.3— 
1973 годы. Однако мы включили в обзор и работы, вышед­
шие до этого периода, так как эти работы сравнительно не-: 
многочисленны и содержат результаты, продолжающие играть 
важную роль. 

Мы включили в обзор результаты по аналитическим ха­
рактеристическим функциям, так как эти функции играют ос­
новную роль в построении арифметики вероятностных зако­
нов. С другой стороны, ряд важных результатов, примыка­
ющих к арифметике вероятностных законов, остался за 
пределами нашего изложения. В первую очередь это отно­
сится к результатам по устойчивости разложений законов, 
которые могли бы составить содержание отдельного обзора. 

2. Обзорные статьи, монографии. Обзор работ 30-х годов 
дан в статьях Леви [149, 150]. Состояние арифметики веро­
ятностных законов накануне появления работ Ю. В. Линийка 
описано в обзоре Дюге [ 121]. 

Первой монографией, посвященной арифметике вероят­
ностных законов, явилась монография Ю. В. Линника [34, 
159, 160], где с исчерпывающей полнотой отражено положе­
ние дел в 1960 году и сформулированы нерешенные вопросы. 
В монографии Ю. В. Линника и И. В. Островского [36] 
подытожены'результаты, полученные до 1972 года, причем из-
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сложение многих результатов, входивших в [34, 159, 160], су­
щественно упрощено; помещен список актуальных проблем. 

Изложение вопросов, относящихся к арифметике вероят­
ностных законов, занимает важное место в монографиях Лу-
кача [166, 168, 174], Рамачандрана [189], а также в обзор­
ных статьях Лукача [163, 167, 171, 173, 175] и Фиша [125]. 

3. Терминология и обозначения.'п-мерным вероятностным 
законом будем называть неотрицательную счетно-аддитив­
ную меру Р=Р(Е), определенную на борелевских множест­
вах евклидова n-мерного пространства Rn и нормированную 
условием P(Rn) = l. В тех случаях, когда это не может выз­
вать недоразумений, вместо «n-мерный вероятностный закон» 
будем говорить просто «закон». Законы вида 

{1, Еда, 

где agR", будем называть единичными. 
Спектром закона Р называем множество S(P) = 

— U":P(UE(x))>0, Vs>0}, где'Ue(л:) —шар в R" с центром 
в точке х и радиусом е. Дискретным спектром закона Р на­
зываем множество D(P) = {x:P({x})>0}. Множество S (P) 
замкнуто и непусто, a D{P) является его не более чем счет­
ным подмножеством и, вообще говоря, может быть пустым. 

Характеристической функцией (х. ф.) закона Р называем 
функцию „ 

<t(t;'P)=\ei{ttX) P{dx),№*. (1) 

Как известно, из <?(t; P1) = <?(t; Р2) следует РХ=Р2. 
Проекцией n-мерного (n> l ) закона Р на вектор; s6R". 

|s| —1, будем называть одномерный закон Р., определяемый 
равенством P^E) — P ({x:(x, s) 6—}), где --—любое борелев-
ское множество в R1. X. ф. проекции связана с х. ф. закона 
равенством cp(t; Ps) = cp(/s; P), iQR1. Совокупность проекций 
{Ps}, где s пробегает плотное множество на сфере |s| = 1, 
однозначно определяет закон Р. 

Композицией законов Р1 и Р2 называется закон Р — РХ*Р^ 
определяемый равенством 

. P(E)-(P1*P2)(E)=5P1(E—^)P2(dx), 
R" 

"где через Е—х обозначено множество {у : у= z—x, zQE]. 
Операция композиции коммутативна и ассоциативна. Равен­
ство Р—Рг*Р2 эквивалентно равенству •?(*.; Р)----ср(г.; Р1)Х 
'Х1?^; -°2)- Справедливы соотношения: 

- •5(Р1*Р2)==5(Р1) + 5(Р2), D(P1*P2)-=.D(P1) + D(P2), (2) 
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где "черта обозначает замыкание, a A +E-— арифметическую 
•сумму множеств А и В, т. e. A + B — {z :г—х-\-у, х&А, у£В}. 
•Пусть т — натуральное число, Р — закон. Л —множество в 
R". Будем полагать: РЧ = Р, р^-Р-фС™-1)*; (1)Л = Л, 
<т)Л — Л + (т — 1)Л. 

Закон Р называется безгранично делимым (б. д.), если 
для любого т-=2, 3 , . . . найдется закон Рт такой, что 
Р—Р"п. По известной теореме Леви — Хинчииа закон Р яв-
.ляется б. д. в том и только в том случае, когда его х. ф. 
допускает представление 

> ( t ; P) = exp{i(p-, t)-QP(t) + 

яп\{о} J 
где PP6R", Qp(t) — неотрицательная квадратичная форма, а 
Ур = ">р(Е) — неотрицательная вполне а-коиечная мера на 
классе борелевских множеств в R", удовлетворяющая усло­
вию 

J |x|2(1+|x|2)--v(d.K)<oo. 
R"\{O} 

Представление (3) единственно. Меру vp принято называть 
спектральной мерой Леви б. д. закона Р, а множество 
{x:vp(U (x))>0, vs>0}—-пуассоновым спектром б. д. зако­
на Р. Будем говорить, что мера чр (E) сосредоточена на 
(борелейском) множестве A CR", если vp(E) = vp(En-A). 
,Б. д. закон Р называется законом ' с гауссовой компонен­
той, если в представлении (3) 0>Ру)фО. 

Закон Р1 называется компонентой закона Р, если суще­
ствует закон Р2 такой, что Р = Рг*Р. 

Заметим, что закон Р2, вообще го2воря, не определяется 
законами Р и Рх однозначно. Первый пример такого рода 
указан Б. В. Гнеденко [3]. 

Законы Р- и Р2 называются эквивалентными, если для 
некоторого a6R" выполняется Р1 = Р2*еа, другими словами, 
Р1(Е)==Р<1(Е — а). ЕСЛИ закон Р- является компонентой за­
кона Р, то компонентой Р будет и любой закон, эквива­
лентный Р1.. 

4. Неразложимые законы. Закон Р называется неразложи­
мым, если он не является единичным и из равенства Р—Pi * 
«Р2, где Pi и F2 — законы, следует, что либо Р1, либо 

Р2 — единичный закон. Очевидно, закон, эквивалентный ие-
. .разложимому,—-неразложимый. Изучение свойств неразло­

жимых законов представляет интерес потому, что .они играют 
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в арифметике вероятностных законов роль, аналогичную' 
роли простых чисел-

Остановимся сначала на достаточных условиях неразло­
жимости, выраженных в терминах спектра закона. Следуя 
Партасаратхи, Рао и Варадгену [180], будем называть мно­
жество A c R n неразложимым, если его невозможно предста­
вить в виде арифметической суммы Л= |В+С так, чтобы каж­
дое из множеств В и С содержало хотя бы две точки. Из. 
формул (2) следует такой факт. Если спектр S(P) закона 
Р можно поместить в некоторый выпуклый конус, вершина. 
которого является крайней точкой, и S(P) является нераз­
ложимым множеством, то закон Р — неразложимый. Если. 
закон Р — дискретный, то достаточным условием его нераз­
ложимости является неразложимость дискретного спект­
ра D{P). 

В связи с этой теоремой представляют интерес критерии 
неразложимости множеств. Ряд таких критериев получен в. 
работах Леви [149], Партасаратхи, Рао и Варадгена [ISO]. 
Приведем некоторые из них: а) если во множестве невозмож­
но найти две различные пары точек {х, у} и {и, v} такие, 
что х—у=и—v, то оно неразложимо; б) если множество He-
ограничено и в нем невозможно найти последовательность. 
точек Xj, |xj|{to}oo, такую, что x1—х2=лг3—x4= • • ., то оно не­
разложимо; в) множество, состоящее из двух точек, неразло­
жимо; г) множество с линейно независимыми над полем ра­
циональных чисел точками*' неразложимо; д) если бесконеч­
ное множество удовлетворяет условию, указанному в а ) , 
то его объединение с любым конечным множеством нераз­
ложимо. 

А. Д. Милка [41] доказал, что всякое множество, лежа- • 
щее на замкнутой выпуклой поверхности в R3 и содержащее 
каждую ее крайнюю точку вместе с некоторой поверхностной 
окрестностью, является неразложимым. A. Д. Милка указал 
признаки неразложимости множеств, лежащих на незамкну­
той выпуклой поверхности в R3, а также множеств, лежащих 
на выпуклых поверхностях в Rn, п > 3 . 

Л. С. Кудина ''[10] показала, что, каково бы ни было замк­
нутое множество AcR" , содержащее хотя бы две точки, су-. 
шествует неразложимый закон Р такой, что S(P)—A. Таким 
образом, не существует необходимых условий неразложи­
мости (или, что то же самое, достаточных условий разложи­
мости), выраженных в терминах спектра. 

Имеются достаточные условия неразложимости, не выра­
жаемые в терминах спектра. Условие, полученное Л. С. Ky-

*) Это означает, что для любого конечного набора Xi,..., хр точек 
множества из .равенства h\X\-\ |-/ip.*p=0, где /г. hp —-рациональные-
числа, -следует, что fti=fts= •••=-&-,=0. 
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диной [11], удобно сформулировать как необходимое усло­
вие разложимости. Пусть Я -— одномерный разложимый закон 
с ограниченным спектром 5(Я). Положим a=-infS(P) . b = 
= supS(P). Найдутся точки Iml, лежащие строго внутри ин­
тервала (а, Ь), такие, что для любого е>0 выполняется 

Р ([a,a + B])P({b-e,b])<P([k-2s, k + 2s])P([l-2B,l~\-2s}), 

И з этого результата следует, например, неразложимость 
классического закона арксинуса. Из него следует также, 
что если спектр S (Я) одномерного закона Р ограничен, а 
е г о дискретный спектр D{P) состоит из двух точек а и Ъ, 
a = \rdS(P), b —sup S(P), то закон Я —неразложимый. 
Этот результат был ранее отмечен Леви [149]. 

Д. А. Райков [63], Краснер и Ранулак [138] одновремен­
но и независимо доказали, что одномерный закон с х. ф. 
вида <?(t; Я) — — {1+е ' - + . . . -\-еЦт~1)1\ является неразло­
жимым тогда и только тогда, когда т — простое число. 

Дюге [118] указал пример абсолютно непрерывного не­
разложимого закона. Леви [153] построил абсолютно непре­
рывный неразложимый закон с ограниченным спектром и ог­
раниченной плотностью; конструкция позволяет потребовать. 
от плотности существования производных всех порядков.. 
Леви [148] принадлежит пример неразложимого закона, х. ф. 
которого является целой функцией без корней. Лукач [169,. 
170] нашел необходимые и достаточные условия неразложи­
мости одномерных законов, х. ф. которых имеют вид 
Ф (t; Я)—Q(i.)exp{—yt2-\-i$t}, где Q(t)—полином, а у>0 и 
|3, lmp = 0, — постоянные. 

Леви [152] показал, что закон Уишарта, используемый в-
математической статистике, является неразложимым трех­
мерным законом, обладающим б. д. проекциями на три вза­
имно ортогональные направления. В связи с этим результа­
том Леви см. также [115, 196]. Можно показать [36],. 
стр. 245, что если n-мерный закон обладает неразложимыми: 
проекциями на 2п—1 векторов, из которых никакие п не яв­
ляются линейно зависимыми, то этот закон — неразложимый. 
Число 2n—1 нельзя заменить меньшим. 

Партасаратхи, Рао и Варадген [180] установили, что 
множество неразложимых законов является —в топологии 
слабой сходимости —плотным в классе всех законов мно­
жеством типа С?6- Ими же установлено, что множество 
абсолютно непрерывных неразложимых законов является 
плотным в классе всех абсолютно непрерывных законов в 
топологии, определяемой расстоянием р(-°ц-°2) — 
==\\Pi{x)—p2(,x)\dx, где ру (х) и р2{х) — плотности законов 
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P- и А, соответственно. В работе Л. С Кудшой [12] 
изучается замыкание в топологии слабой сходимости мно­
жества неразложимых законов с фиксированным спектром 
AcR". Это замыкание не всегда совпадает с совокупностью 
всех законов Р таких, что S(P) = A. 

Описание совокупности всех неразложимых компонент 
известно лишь для немногих классов законов. Краснер и 
Ранулак [138] показали, что любая неразложимая компонен­
та одномерного закона с х. ф. — {1 +<з"+ . . . +e i (m-1) '} 
эквивалентна закону с х. ф. —{1+е'< 7 '+. . .+е ' ( р _ 1 ) ? '} , где 
р — простой делитель т, a q делит тр~1. 

Опираясь на результаты работы Льюиса [158], Тортра 
[206] получил описание совокупности всех неразложимых 
компонент закона Р0 равномерного распределения на отрез­
ке. В случае отрезка [—1, 1] любая неразложимая компо­
нента этого закона Р0 эквивалентна либо закону с х. ф. 
вида cos(2.2_ft), k=l,2, ..,, либо закону с x. ф. вида 

± { l + 2 c o s - - — + 2 c o 8 - - + . . . + 2 ( * s t e = M р { РЧ РЧ РЧ У 
где р>3-простое, a q — произвольное натуральное число. 
С помощью результатов Льюиса описание множества всех 
неразложимых компонент закона равномерного распределе­
ния в я-мерном кубе получила Лепети [146, 147], а Тортра 
[206] дал описание множества неразложимых компонент 
«урезанного» экспоненциального закона, т. е. одномерного 
закона с плотностью, которая равна Се%х (С>0, - {infty}< 
<Х<оо) на некотором конечном отрезке и равна нулю вне 

ЭТОГО отрезка. В связи с компонентами последнего закона 
см. также Бертье [74, 75]. Заметим, что неразложимые 
компоненты «урезанного» экспоненциального закона дискрет­
ны и их спектр является конечной арифметической про­
грессией. А. И. Ильинский [9] показал, что для «полного» 
экспоненциального закона Р-., т. е. закона с плотностью, 
•равной 1е~1х (0<X< оо) при х>0 и равной 0 при х < 0 , 
это не так. Более того, для любого замкнутого мно­
жества Аа [0, оо), содержащего хотя бы две' точки, 
можно указать неразложимую компоненту закона Я?., 
спектр которой совпадает с А. Существуют недискретные 
леразложимые компоненты /V . 

Бертье [76] показал, ЧТО любая неразложимая компонен-
00 

та одномерного закона с х. ф. <?г (0=11 cos (tr~k), 

г > 1+]/~2, эквивалентна закону e x . ф. cos(tr-ft), 
к—1,2,— При г = 2 ЭТО утверждение неверно, так как 
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yr(t) в этом случае является х. ф. закона равномерного 
распределения на [ — 1,1]. Случай 2 < г < 1 + ] / " 2 остается 
невыясненным. См. также Бертье [77]. 

Возникает вопрос, МОЖНО ЛИ любой закон представить в 
виде композиции его неразложимых компонент. Ситуация 
оказывается существенно более сложной, чем та, которая име­
ет место в обычной арифметике, поскольку существуют за­
коны (отличные от единичных), вовсе не имеющие неразло­
жимых компонент. Так, по теореме Крамера [82], все компо­
ненты закона Гаусса являются законами Гаусса и, следова­
тельно, разложимы. По теореме Д. А. Райкова [62], анало­
гичный факт имеет место для закона Пуассона. Теорема, ана­
логичная основной теореме арифметики натуральных чисел в 
арифметике вероятностных законов, имеет вид: 

Т е о р е м а A. Я. Х и н ч и н а о ф а к т о р и з а ц и и . Вся­
кий закон Р, имеющий неразложимые компоненты, представ­
ляется в виде 

Р=Р0*Рг*Р2*..., (4) 
где Рй— закон, не имеющий неразложимых компонент, а 
Pi> F2>. •. — неразложимые законы в конечном или счетном 
•числе. 

Эта теорема была доказана А, Я. Хинчиным [69] в одно­
мерном случае. В сформулированном выше виде она содер­
жится в работе Партасаратхи, Рао и Варадгена, [181] как 
•частный случай их более общего результата (см. п. 10). 

Как показал А. Я. ХИНЧИН [69], представление (4), вооб­
ще говоря, не является единственным. Фишер и Дюге [124] 
.построили пример, показывающий, что композиция двух не­
разложимых законов может иметь в качестве компоненты за-
-кон Гаусса. 

5. Проблема описания класса 10. В связи с теоремой 
А. Я- Хинчина о факторизации возникает вопрос об описании 
класса законов, не имеющих неразложимых компонент. Этот 
класс принято обозначать через /о. Фундаментальную роль в 
проблеме описания класса /0 играет следующая теорема. 

Т е о р е м а А Я - Х и н ч и н а . Класс /0 является собст­
венным 'подклассом класса безгранично делимых законов. 

Эта теорема, так же, как и теорема о факторизации, была 
получена A. Я. Хинчиным [69] в одномерном случае, а позд­
нее обобщена в работе Партасаратхи, Рао и Варадгена [181]. 

Из теоремы А. Я. Хинчина вытекает, что х. ф. любого за­
кона Р класса /0 допускает представление (3); таким обра­
зом, проблема описания класса 10 сводится к выяснению 
свойств спектральной меры Леви vp и квадратичной формы 
Qp, обеспечивающих .принадлежность б. д. закона Р классу /-.. 

Поскольку все компоненты закона класса / 0 , разумеет­
ся, тоже принадлежат классу /0 , то из теоремы А. Я. Хин-
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чина следует, что класс /0 можно определять как класс 
б. д. законов, имеющих только б. д. компоненты. Отсюда 
получается, что совокупность компонент любого закона Р 
класса /0 допускает простое описание: именно, она совпа­
дает со множеством б. д. законов Н таких, что для лю­
бого борелевского множества EcR" выполняется vw(E)< 
<vP(E) и, кроме того, Qii{t)<Qp(t), Z.6R". 

Полного решения проблемы описания класса /0 в настоя­
щее время нет. Перейдем к изложению полученных ре­
зультатов. 

5.1. Необходимые условия принадлежности к /0. Обоз­
начим через £ класс одномерных б. д. законов, пуассонов-
спектр которых лежит во множестве вида 

/ n l j m — « и lt--m2/m=--co, 

где [~т->0, рт2<0, а все отношения \j.m+lir/\kmr(tn= 0, ±1,. 
+ 2, .. . , г = 1 , 2) являются натуральными числами, отличными 
от единицы. Этот класс -законов был введен Ю. В. Лирни­
ком [27-— 29], который доказал следующую теорему. 

Т е о р е м а Ю. В. Линии к а. Если одномерный б. д. 
закон с гауссовой компонентой принадлежит классу /0, то 
он необходимо принадлежит классу 8. 

Заметим, что условие наличия гауссовой компоненты в-
этой теореме является существенным. 

Ряд работ, посвященных необходимым условиям принад­
лежности к /0 законов без гауссовой компоненты, явился 
продолжением работы Крамера [83]; сюда относятся рабо­
ты Симидзу [197], Кюппаиа [106—108], И. В. Островского 
[59], Л. 3. Лившица [18 — 20]. Результаты этих работ удоб­
нее формулировать как достаточные условия непринадлеж­
ности к /0. Приведем теорему Л. 3. Лившица [18—-20]. 
Пусть спектральная мера Леви /.-.-мерного б. д. закона Р 
удовлетворяет условию 

чр{Е)>Ып (Е(]А), 
где &>0 — постоянная, mn — лебегова мера в R", А — откры-

со 

тое множество вЯ"такое, чтоА.пи (h) A ¥= 0 > где А — 
Л-2 

наименьшее выпуклое множество, содержащее А. Тогда 
закон Р не принадлежит классу /0. Результат Крамера [83] 
получится, если взять п — \, А =(0, Ь), #>0; при/г=1, А = 
= (a,b), 0 < « < 2 а < 6 , получается ОДИН ИЗ результатов 
Симидзу [197]. 

Из результата Крамера, как показал Ф. Ф. Мишейкис 
[42], вытекает следующий факт: законы класса L А. Я. Хин-
чина все, кроме закона Гаусса, не принадлежат к /0. В част­
ности, устойчивые законы все, кроме закона Гаусса, не при-

(* 
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надлежат классу h; этот факт был ранее отмечен Краме­
ром [83]. 

Приведем также один из результатов работ Кюппана 
[105—108]. Пусть спектральная мера Леви n-мерного б. д. 
закона Р допускает оценку снизу 

т 

где Ху>0 (/—1, ...,т), а—-натуральные числа, а ^ — неко­
торая вполне конечная мера. Если одномерный б. д. закон 

с х. ф. вида exp | 2 lj(eitaj—1)| не принадлежит классу 

/0 , то и закон Р не принадлежит классу /-. 
5.2. Достаточные условия принадлежности к /0. 

Ю. В. Линник [27, 30, 31] доказал следующую теорему: 
Если одномерный б. д. закон Р принадлежит классу S (на­
личие гауссовой компоненты не обязательно) и его спект­
ральная мера Леви удовлетворяет условию 

Vp({x:M>y})-0(exp(-expy1+B)), y{to} + оо,Яе>0, (5) 
то закон Р принадлежит классу /0. Частными случаями 
этой теоремы являются теорема Крамера [82] о компонен­
тах закона Гаусса, теорема Д. A. Райкова [62] о компо­
нентах закона Пуассона и теорема Ю. B. Линник а [25, 26] 
о компонентах композиции законов Гаусса и Пуассона. 

И. В. Островский [45, 48] показал, что условие (5) мож­
но заменить менее ограничительным: 

vP({x:W>y})==0(exp(--/ry2)), y{to} + oo, Ш<>0. (6) 

И. В. Островский [46] показал также, что при дополни­
тельном предположении S {Р)а{а-\-к&, k = 0 , ±1 , . . . } , %>0, 
условие (6) можно заменить еще более слабым* 

vp({x: |x|>y}) = 0(exp (-2УГ1 lny-Ky)), y{to} + oo. V/C>0,(7) 

Метод, примененный И. В. Островским [45 — 48], является 
развитием метода Ю. В. Линийка [25, 30, 31]., но он в то же 
время существенно проще. 

A. A, Гольдберг и И. В. Островский [4] доказали, что 
принадлежность классу £ сама по себе не является доста­
точным условием принадлежности к /0 . Построенный ими 

*) В [46], а также в книге [36] (стр. Й11, строка 14 снизу, и стр. 333, 
•строка 12 снизу) это условие записано неточно. 
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пример закона класса S \ / 0 показывает также, что условие 
(7) нельзя заменить условием 

vp({x:|x|>t/}) = 0(exp( — у)), у->+оо. 
Многомерные обобщения сформулированных выше резуль­

татов работ [45, 46, 48] даны в работах Кюппана [89, 91, 93, 
94, 97, 109] и Л. 3. Лившица [17]. Теоремы, установленные 
в этих работах, содержат предшествующие теоремы о при­
надлежности к h следующих законов: многомерного закона 
Гаусса (Крамер [82]), многомерного закона Пуассона (Тей-
чер [202]), композиции многомерных законов Гаусса и Пуас­
сона (И, В. Островский [50], Кюппан [86]). См. также Рус­
со [194]. 

Перейдем к , достаточным условиям принадлежности к 10. 
законов, не ВХОДЯЩИХ В класс й и его многомерные аналоги. 

Д. A. Райков [64] доказал, что одномерный б. д. закон 
без гауссовой компоненты принадлежит классу /-, если его-
пуассонов спектр конечен и лежит на отрезке [а, Ь] таком,. 
что 0 < а < £ < 2 а . И. В. Островский [49] показал, что тре­
бование конечности пуассонова спектра можно отбросить, и 
тем самым дал утвердительный ответ на вопрос Ю. В. Лин­
ийка [34], стр. 257, о существовании законов класса /0 с 
континуальным пуассоновым спектром. Позднее И. В. Остров­
ский [51, 54] получил более общий результат: если пуассо­
нов спектр одномерного б. д. закона Р без гауссовой ком­
поненты лежит во множестве вида [a, b] IJ {>га}^=1, где 0 < а < 
< b < 2а, а числа рт > Ъ таковы, что отношения (v+i/̂ ni/ 
(т — 1,2,...) являются натуральными числами, отличными 
от единицы, и выполнено условие (6), то закон Р принадле­
жит классу /0. В многомерном случае И. В. Островский 
[51,54] получил таку-ю теорему. Если re-мерный б. д. закон 
Р не имеет гауссовой компоненты, а его спектральная мера 
Леви сосредоточена на выпуклом ограниченном открытом 
множестве AcR" таком, что А (*| (2) А =- 0 , то закон Р при­
надлежит классу /0. Л. 3. Лившиц [18 — 20] показал, что-
требование ограниченности множества А можно снять.. 
См. также Кюппан [89, 94, 97]. 

В работе [64] Д. A. Райков доказал также, что одно 
мерный б. д. закон без гауссовой компоненты принадле"~ 
жит классу /0, если его пуассонов спектр конечен, лежит на-
полуоси (0, оо) и является множеством с точками, линейно-
независимыми над полем рациональных чисел. Обобщения и 
усиления этого результата получены в работах И. В. Остров­
ского [49, 51, 54], Кюппана [93, 97, 104—106], Г. П. Чистя­
кова [71], Л. 3. Лившица и И. В. Островского [21, 22], 
Позднее Кюппан [107, 109, 110] получил более сильные ре­
зультаты. Приведем один из них. 
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Пусть /г-мерный б. д. закон Р не имеет гауссовой ком­
поненты, а его спектральная мера Леви вполне конечна и 
сосредоточена на борелевском множестве AcRn, обладаю­
щем свойством: проекция множества А на некоторое под­
пространство в R" (оно, в частности, может совпадать с R") 
является множеством с точками, линейно независимыми над 
полем рациональных чисел. Тогда закон Р принадлежит 
классу /0. Утверждение теоремы сохраняет силу, если по­
требовать, чтобы множество А допускало представление 

оо -7/ оо 

-A—U U (k)Bj, где U В; — множество с линейно независи-
мыми над полем рациональных чисел точками, а 0</?,<; 
<q1<2p]. 

Приведем также следующую теорему Кюппана [109J 
(предшествующие результаты см. Кюппан [93, 96, 98, 99, ЮЗ, 
107], И. В. Островский [57]). Пусть Р—б. д. закон без гаус­
совой компоненты, спектральная мера Леви которого 
вполне конечна и сосредоточена на множестве вида 
{^msas)m,s—оо> Г д е °.>GRn образуют множество с точками, 
линейно независимыми над полем рациональных чисел, a 
числа lms рациональны и таковы, что отношения ^m+i,s/^ms 
(т, S-—0, + 1 , . . . ) являются натуральными числами, отлич­
ными от единицы. Если, кроме того, выполнено условие 
(6), то закон Р принадлежит классу /0. 

5.3. Необходимые и достаточные условия принадлеж­
ности к /0 для специальных классов законов. Леви [148] 
получил необходимые и достаточные условия принадлеж­
ности к /0 одномерных б. д. законов с х. ф. вида 

ср(/;Р) = ехр {2^(^—1)}, 

где Х^>0, a dj — натуральные числа. Мы не будем приво­
дить эти условия из-за громоздкости; отметим только, что 
в них накладываются ограничения лишь на числа а}, но не на 
числа \j. 

В работах Кюппана [95, 100] был поставлен вопрос о на­
хождении необходимых и достаточных условий принад­
лежности к . /0 б. д. законов без гауссовой компоненты» 
спектральная мера Леви которых представляется в виде 
Vp(E)==^p(jc)dx, где р(л:)—-непрерывная функция в R". 

Б 
В одномерном случае вопрос был решен Кюппаном [95,. 
100—102], а в многомерном— Л. 3. Лившицем [18 — 20], ко­
торый показал, что необходимое и достаточное условие 

15 



имеет вид 
Л 1 П и ( £ ) А - = 0 , (8) 

/1=2 

где A=-:{x:p(-x.) >0} , а Ai —наименьшее выпуклое множество, 
содержащее А. Заметим, что в одномерном случае условие 
(8) эквивалентно указанному Кюппаном [95] условию Aifl 
П ( 2 ) A i = 0 , однако в многомерном случае последнее усло­
вие—более ограничительное, чем (8), и не является необхо­
димым*). 

5.4. Некоторые общие результаты о классе /0. Д- A. Рай­
ков [64] отметил, что класс /0 не замкнут относительно опе­
рации композиции. Как показано в книге [36], стр. 219, из 
результата А. А. Гольдберга и И. В. Островского [4] следует, 
что класс /о не является замкнутым множеством в топологии 
•слабой сходимости, а из результатов Крамера [82] и 
Ю- В. Линника [28, 29] — что класс, состоящий из б. д. за­
конов, не принадлежащих к 10, тоже не является замкну­
тым множеством в этой топологии. 

И. В. Островский [49, 54] показал, что класс / 0 является 
«базисом» в классе всех б. д. законов в том смысле, что 
любой б. д. закон Р представляется в виде Р = Р 1 * Р 2 * . . . , 
где Pt0o. 

Л. 3. Лившиц и И. В. Островский [21, 22] доказали, что 
класс /о является плотным (в топологии слабой сходимости) 
в классе всех б. д. законов. В одномерном случае этот ре­
зультат ранее получил И. В. Островский [57]. 

Д. А. Райков [64] поставил вопрос, существуют ли зако­
ны класса /0 с неаналитическими х. ф. Утвердительный ответ 
на этот вопрос получил Г. П. Чистяков [71]. 

6. сс-разложения. Понятие а-разложения, являющееся 
•обобщением понятия разложения закона в композицию, бы­
ло введено Ю. В. Линником [23, 24, 28] в связи с некоторы­
ми вопросами математической статистики. Пусть ф-(0> 
• < P l ( 0 > . . . » Ф т ( 0 — x . ф . ОДНОмерНЫХ ЗаКОНОВ, « l , . . ., О т — 
положительные числа. Разложение вида 

<pbW=?f-<0-••?«-(-). - ея , (9) 

где E —некоторое мйожество в R1 с ТОЧКОЙ сгущения в нуле, 
называется -.-разложением х. ф. yQ(t) (или соответствующе­
го закона) на множестве E. X. ф. <р.(г.) называется а-компо-
нентой х. ф. <p0(t) на множестве В, если существуют х. ф. 
¥2(0.• • •> ¥т(0 и положительные числа а1,..,,ат такие, что 
имеет место а-разложение (9). Очевидно, что если закон 

• *> В работах [95, 100] Кюппан утверждает, что условие А\ г\ (2) А\= 0 
•.является необходимым ,и достаточным и в многомерном случае; о [59] гори-
леден контрпример к этому утверждению. 
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Р1 является компонентой закона Р, то х. ф. <?i(t) — y(t; P-) 
является а-коштонентой х. ф. с-0(г.)==ср(/; Я) на R1, причем 
можно взять m — 2, а-----а2= 1. 
' A. A. Зингер- и Ю. В. Линник [7] доказали, что все 
а-компоненты х. ф. закона Гаусса (на множестве E=-
—•[ —8,8], 3>0) являются х. ф. законов Гаусса. Аналогич­
ный результат для закона Пуассона (при E-—R1) был полу­
чен Дюге [119, 120]. 

Обозначим через 1%(Е) класс х. ф. .одномерных законов, 
имеющих только б. д. а-компоненты на множестве E, и 
пусть I*=f)Ift(E) (пересечение берется по всем множествам 
Е с точкой сгущения в 0). Если сохранить обозначение I0 
для класса х. ф. всех одномерных законов из /0, то, оче­
видно, -/"—/о. До сих пор неизвестно, верно ли равенство 
•/g- = /0. Из результатов А. А. Зингера и Ю. B. Ливдика [7] 
и Дюге [119 — 120] вытекает, что х. ф. закона Гаусса при­
надлежит /g-([ — S, 8]), 8>0, а х. ф. закона Пуассона принадле.. 
жит /^(R1). Ю. В. Линник [28, 32] доказал, что х. ф. всех 
законов класса S с ограниченным пуассоновым спектром 
принадлежат /g6. И. В. Островский [46, 48] показал, что ус­
ловие ограниченности пуассонова спектра можно заменить 
условием (6), а для х. ф. законов P6fi таких, что S(P)c: 
с{0,±-:, +2i.,.. .}, —условием (7). Им же доказано [57], что. 
одномерный 6. д. закон Р без гауссовой компоненты при­
надлежит 1%, если его спектральная мера Леви вполне ко­
нечна, сосредоточена на ие более чем счетном множестве 
с независимыми над полем рациональных чисел точками и, 
-кроме того, удовлетворяется условие (6). 

И. В. Островский показал [56, 57], что класс /g6 являет­
ся плотным (в топологии слабой сходимости) в классе всех 
одномерных б. д. законов. 

Ю. В. Линник [34] предложил такое обобщение понятия 
сс-разложения. Пусть <p-(t) —-x. ф., {ср(/, s)}-g[a,p] —семейство 
х. ф., g(s)—неубывающая ограниченная функция .на [а. р], 
ffcR1 — множество чисел, имеющее-точку сгущения в нуле. 
Разложение вида 

<Po(t)----expljlncp(t,s)dg(s)\, i£E, 

Называется континуальным а-разложением на множестве Е. 
При этом предполагается, что существует интервал 
— 8 < t < 8 , на котором все х. ф. семейства {<р(t, s)} не об-

- ращаются в нуль. Частным случаем континуального а-раз-
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ложения является счетное а-разложение 

ср0(0—П VV(t), t&, о.,>0. (10) 

Счетные '«-разложения рассматривались Л. В. Мамай [38, 
39], Рамачаидраном [187, 188] и Лаха [142]. При дополни­
тельном условии inf 'oj>0 Рамачандран [187, 188] доказал,. 
что если фо(-0—х. ф. закона Гаусса (Пуассона), то и все 
х. ф. •">.,.(/), / = 1 , 2, . . . , - -х.ф. закона Гаусса (Пуассона). Во­
прос о том, является ли условие infaj>0 существенным, до 
сих пор не решен. Континуальные а-разложения при допол­
нительном условии, что g(s) имеет непрерывную положитель­
ную на [ос, ip] производную, рассматривались Л. В. Ма­
май [40]. 

7. Разложения в композицию функций ограниченной 
вариации. Обозначим через В класс функций V (х) ограни­
ченной вариации на прямой - o o < x < o o , удовлетворяю­
щих условиям: V (— оо)= О, V(+оо)==1, V (х — 0) = V{x). 
ЕСЛИ Я--одномерный закон, то его функция распределения 
(ф. p.) F(x) = P ((—оо, х)), разумеется, принадлежит В. 
Пусть V1, УцЪВ, композицию VX*V2 определяем равенством 

00 

(Vl*Vz)(x)= \ V- (x — s)dV2(s), - o o < x < o o . 
— 0 0 

Если V, V1 и V2 — ф. р. одномерных законов Р, Рх и Р2 
соответственно, то равенство V-1/1*1/2 эквивалентно Р — 
= Рг*Р2. Разложения ф. р. законов в композицию функций 
класса В впервые рассматривались в работе 10. В. Линника 
и В. П. Скитовича [37]. Их результат усилен Г. П. Чистя­
ковым, который доказал (опубликовано в книге [36], при­
ложение III), что если Ф (x) - ф. р. закона Гаусса, а функ­
ции K1(x) и l/2(x)G-3 удовлетворяют.условию (/ = 1,2) 

\ \dV1(x)\=O(exp(-Kylny)),y^+oc,yK>0, (П> 
\Х\>У 

то из равенства 1/г*1/2 = Ф следует, что 1/1 и V2 являются 
ф. р. законов Гаусса. В условии (И) квантор V нельзя 
заменить квантором Я. 

Приведенный результат не содержит, однако, теорему 
Крамера' [82] о компонентах закона Гаусса, поскольку ф. р. 
законов не обязаны удовлетворять условию (11). Г. П. Чис­
тяков [70] получил следующую теорему. 

Пусть функции Уг(х) и V2{x) класса В удовлетворяют 
условию симметрии VJ( — x) = \—V1(x-\-0), а также усло­
виям (/ = 1,2): 
18 



a) J dV°(x) = 0(exp(-Kylny)), */{to} + {infty}, V/C>0, 

meV°j(x)^(l\dVJ(x)\-V1(x)\ 

6) J е-У-W - (x) =--=0, - со < у < oo, (12) 
— CO 

(интеграл в силу а) всегда имеет смысл, но может равнять­
ся + оо). Если I/-*V2—Ф, где Ф —ф. р. закона Гаусса, то 
Vx и V% — тоже ф. р. закона Гаусса. 

Если V](х) являются ф. р. законов, то Vs (.#)—-неубы­
вающие функции и, следовательно, интегралы (12) поло­
жительны, a l/°(x) = 0. Поэтому теорема Г. П. Чистякова 
содержит теорему Крамера [82] для законов Р, удовлетво­
ряющих условию симметрии Р (( — оо, — x))=P {(х, со)). 
Одновременно она содержит также и результат работы 
Ю. В. Линника и В. П. Скитовича [37]. 

В работах Лаха [141] и В. И. Ладохина [13—15] изу-
со 

чаются разложения функции V (x)6E такой, что ^ eitxdV{x)=* 
—оо 

= exp {Q(t)}, где Q(t) — полином, в композицию V = V1*V2. 
При этом предполагается, что функции Vl и V2 удовлетво­
ряют условиям Линника — Скитовича [37]: 

1^(_.х).-1-1Л,(.* + 0), \ [ ^ (лг ) |=0(ехр( -^+ в ) ) , 
\х\>У 

у-> + оо, Яе>0. 

8. Аналитические и целые характеристические функции. 
Законы, обладающие аналитическими и целыми характерис­
тическими функциями, играют важную роль в арифметике 
вероятностных законов потому, что для исследования их ком­
понент могут быть применены мощные методы современной 
теории аналитических функций. Это обстоятельство дает воз­
можность получать для этих компонент глубокие и полные 
результаты. 

Дадим определение аналитической и целой х. ф. Пусть 
G — область /г-мерного комплексного пространства С", 
содержащая точку t = 0. X. ф. <p(t;P) закона Р называется 
аналитической в области О, если существует аналитическая 
в О функция f (t) такая, что <?(t;P)=f{t) при всех дейст-
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вительных teG. В частности, если 0 = С", то х. ф. <p(t;P) 
называется целой. По теореме единственности аналитиче­
ских функций может существовать ЛИШЬ одна функция f(t), 
поэтому не может возникнуть недоразумения, если мы ее 
в дальнейшем будем обозначать также через cp(t;P) (tQG). 

8.1. Области аналитичности х. ф. Леви [149] и 
Д. A. Райков [64] независимо доказали, что если х. ф. 
<p(t;P) одномерного закона Р аналитична в круге |z.-|<P, 
то она аналитична в полосе | l m f | < P и представима там 
в виде (1), причем интеграл сходится в | lm^ |<R абсо­
лютно. Отсюда следует [36], что если х. ф. <?(t;P) одно­
мерного закона аналитична в некоторой области GcC1, 
содержащей интервал {t:t=4-., — а < ~ < 6 } , a>0, й>0, то 
ср(̂ ;Я) аналитична в полосе — a<lmz.<&. Этот результат 
перенесен на многомерный случай независимо Кюппаном [87] 
и И. В. Островским [51, S3] в такой формулировке. Пусть 
х. ф. <?(t;P) /г-мерного закона Р аналитична в некоторой 
области ОсС", содержащей множество вида {t:t = it, -zQH}, 
где Н — область в R", содержащая точку 0. Тогда х. ф. 
y(t;P) аналитична в области*) G1 = {t:lrat6//1}, где H1 — 
наименьшее выпуклое множество, содержащее область Н. 
Кроме того, для всех teGi справедливо представление (1), 
причем интеграл сходится при ЩОх абсолютно. 

Область QCCn, 06G, назовем областью аналитичности 
X. ф., если существует х. ф., аналитическая в О и не являю­
щаяся аналитической ни в какой области 0^0 такой, что 
Ог\Оф0. И. В. Островский [53] поставил вопрос об опи­
сании класса областей, являющихся областями аналитич­
ности х. ф. Этот вопрос решен [53] только в одномерном 
случае. В этом случае класс состоит из всех областей 
GcC1, содержащих точку 0, симметричных относительно 
мнимой оси и, вместе с интервалом [t:t=ix, —a<4<6}, 
а>0 , £>0, содержащих полосу — a<Imi<&. Результаты 
относящиеся к «-мерному (д>1) случаю, см. в работах 
Л. А. Айзенберга и А. С. Губановой [1] и И. В. Остров­
ского [53]. 

Не решен также вопрос об описании класса областей в 
О, являющихся областями мероморфности х. ф., аналитичес­
ких в некоторой окрестности точки ^=0. (Понятия мероморф-
нойх.ф. и области мероморфности х. ф. определяются анало­
гично понятиям аналитической х. ф. и области аналитичнос­
ти). Следует отметить [58], что этот класс областей не мо-
•жет совпадать с классом областей аналитичности х. ф. 

Необходимые и достаточные условия аналитичности х. ф. 
одномерных законов в полосе получил Д. А. Райков [64]. 

*> Через Imt (Re/) мы Обозначаем1 вектор, координатами которого 
являются мнимые (дейстрительные) части координат вектора t 6 .С". 
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Пусть Р — одномерный закон. Положим 
W(x;P) = P({y:\y\>x}). 

Для того чтобы х. ф. ср (г?; Я) была аналитической в полосе 
\lmt\<R, необходимо и достаточно, чтобы W(x;P) = 
=0(e~rx), .x-> + oo, Vr</?. В частности, для того чтобы 
х. ф. y{t;P) была целой, необходимо и достаточно, чтобы 
W (х\ Р) = О (е-«), x{to} + оо, vr > 0. 

8.2. Рост целых х. ф. Классическая шкала роста целых 
функций вводится с помощью понятий порядка и типа (см., 
например, Б. Я. Левин [16], гл. I). Напомним, что порядком 
целой функции f(t) называется число р[/] —lirrT(lnr)-1 X 
XlnInМ(г,/), где M(r,f) = max|/(t)|. Типом целой функ-

|.-|.=-г 

ции f(t) порядка р[/]==р называется число а[/] = 
= Umr"plnM(r,f). Говорят, что функция /(^) нормального, 

г-*оо 
минимального или максимального типа, если соответственно 
0 < - [ / ] < оо, а [ / ] -=0 или а [ / ] -=оо . 

Леви [149] показал, что любая целая х. ф., за исключе­
нием х. ф. с? (if; s0) = l, имеет рост по меньшей мере порядка 
1 и нормального типа. Пойа [183] доказал, что для того 
чтобы х. ф. f(t',P) была целой порядка 1 и типа а > 0 , 
необходимо и достаточно, чтобы в — sup {x\W (х\ Я)>0}. 
Рамачандран [186] получил формулы, связывающие поведе­
ние одномерного закона Я с порядком и типом его х. ф. 
ср (t; Я). Положим 

x=-lim(ln х)'1 ln In (1/W (jt; Я)); 

если же х< оо, то введем еще величину 
l=llmx-"ln(\/W(x;P)). 

Тогда при 1 < р < о о выполняется р-1 + х-1 = 1, а при 
1 < р < о о , кроме того, выполняется также (х.Х)р--ар = 1. 
Здесь через р и о мы обозначили соответственно порядок 
и тип х. ф. <p(t;P). 

Из приведенных результатов следует, что существуют це­
лые х. ф. любого наперед заданного порядка 1<р<оо и на­
перед заданного типа 0<а<оо, а также порядка р=1 и ти­
па 0<ср<оо. Как отмечено в [36], стр. 58, ограничений свер­
ху на рост целых ж. ф. нет; для любой неубывающей функ­
ции U(r), 0<r<oo, существует целая х. ф. ф-=ф(t; Р) такая, 
что-Щг, <р)•>£/(/•), г>г0. 

Более тонкие, чем порядок и тип, характеристики роста 
целой х. ф.. конечного порядка и их связь с поведением со-
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ответствующего закона изучались в работах Россберга 
[190—192]. 

Рамачаидран [186] получил также формулы, связываю­
щие рост целой х. ф. бесконечного порядка с поведением за­
кона. Эти результаты обобщены Н. И. Яковлевой [72]. 

8.3. Теорема Марцинкевича и ее обобщения. Как отме­
чено выше, в терминах классической шкалы нет никаких 
ограничений на рост целых х. ф. щк\, кроме следующего: 
он должен быть не ниже порядка 1 и нормального типа. 
Как показал Марцинкевич [176'], для х. ф., имеющих в опре­
деленном смысле «мало» корней, дело обстоит иначе. 
Чтобы сформулировать результат Марцинкевича, напомним, 
что показателем сходимости корней {t„} целой функции 
f{t) называется точная нижняя грань p[f] чисел (- таких, 

что 2ltnl-|i<{infty}' Чем меньше число (-•[/], тем реже 

на плоскости расположены корни функции /(г.). Известно 
([16], стр. 27), что всегда выполняется |~ [/] < р [/]; если 
( - [ / ]<р[ / ] , то можно считать, что функция f\t) имеет 
«мало» корней. 

Теорема Марцинкевича [176] гласит, что если целая х. ф. 
•"•-=•">(£; Р) имеет конечный порядок р [•?] и выполняется 
[i.[cp]<P[<P], то р[ср]<2. В качестве следствия Марцинкевич 
[176] получил следующий факт, имеющий многочисленные 
применения. Если х. ф. закона Р имеет вид 

<P(t;.P) = exp{Q(t)}, (13) 
где Q (t) — полином, то 

Q(t)-=— Yt 2+^t (7>0, Im.p = 0) (14) 

и, следовательно, Р является законом Гаусса. Этот резуль­
тат был обобщен Лукачем [164, 165], который показал, что 
(14) сохранит силу, если представление (13) заменить более 
общим: q.(-t; P) =€expm{Q(t)}, где ехр т обозначает т-ю ите­
рацию показательной функции, а С= (expm{0})-1. 

Легко видеть, что существуют х. ф., допускающие пред­
ставление (13), но Q(t) является целой функцией, имеющей 
рост не ниже порядка 1 и нормального типа. Примером мо­
жет служить х. ф. закона Пуассона ехр{Х.(е"—1)}, %>0. 
Ю. В. Линник [34], стр. 255, поставил вопрос, существуют ли 
х. ф. вида (13), где Q(t) —целая функция не выше порядка 
1 и минимального типа, не являющаяся полиномом вида (14). 
И. В. Островский [43] получил отрицательный ответ на этот 
вопрос; ЭТОТ результат является следствием его более общих 
результатов, о которых 'будет идти речь в п. 9. В связи с обоб­
щениями теоремы Марцинкевича см. также работы Кристен-
сена [81], Кэроли [80},Миллера [179], В. В.Зимогляда [5, 6]. 
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8.4. X. ф., являющиеся граничными значениями аналити­
ческих функций. В ряде работ изучались х. ф. одномерных за­
конов, аналитические в несколько более широком смысле, чем 
было определено выше. Пусть область G c C 1 такова, что ее 
замыкание содержит некоторую действительную окрестность 
Г точки t — 0, причем ни одна точка Г не является предель­
ной для недействительных точек границы G. X. ф. <p(t; P) 
называется аналитической в G, если существует функция 
/( / ) , аналитическая в G и непрерывная в GuT, такая, что на 
Г выполняется cp(t; P)=f(t), другими словами, сужение 
•q>(t; P) на Г является граничным значением функции f(t). 
Функция /(/) в этих условиях единственна, и ее также мож­
но обозначать через ф(г.; P). Марцинкевич [177] доказал, 
что если область G содержит интервал {t:t = h, 0 < т < а } , то 
X. ф- ф(^; P) будет также аналитической и в полосе 0 < 1 т £ < 
< а . При этом она представима в указанной полосе в виде 
(1), где интеграл сходится абсолютно. Кюп-пан и Лукач 
[ Ш ] изучали области аналитичности х- ф., аналитических 
в полосе вида 0 < l m t < a . См. также Эссен [123], Россберг 
[193], Лукач [163], Лауэ [145]. 

8.5. Аналитические х. ф. 6. д. законов. Д. А. Райков [65] 
доказал, что если х. ф. ср (t; Р) одномерного б. д. закона Р 
аналитична в полосе |Imt| <-.-.?, то ,в этой полосе справед­
ливо представление (3), интеграл в правой части которого 
сходится при \\mt\<.R абсолютно. Отсюда следует, что 
в полосе | l m t | < R х. ф. <?(t;P) б. д. закона Р не имеет 
корней. Лукач [162] отметил, что x. ф. ср (t\ P) может 
аналитически продолжаться за пределы полосы и на прямых 
l m t = ±R иметь корни. Результат Д. А. Райкова [65] пере­
несен на многомерный случай Кюппаном [90 — 92]; роль 
полосы | l m t | < i ? в его результате играет область в С'! вида 
{i:\mt6H}, где Н — выпуклая область в R", содержащая 
точку 0. 

Эссен [123] рассматривал х. ф. одномерных б. д. законов, 
аналитические в полосе 0 < 1 т ^ < а (в смысле п. 8.4). Им до­
казано, что в этой полосе сохраняет силу формула (3), при­
чем интеграл сходится абсолютно. 

8.6. X. ф. класса D. Следуя Лукачу [172], обозначим че­
рез D введенный в а и Данцигом класс, состоящий из х. ф. 
•одномерных законов, аналитических в некоторой окрестности 
точки t = 0 и таких, что 1/ср(й) тоже является х. ф. 

Рассматривая класс DE целых х. ф. ф(£) порядка р[ср]<2 
с действительными корнями с показателем сходимости 
;|х[ф]<2, Лукач [172] показал, что DEcD, и доказал замк­
нутость класса D s относительно операций Ф(0~*"ф'(0-
[•V'(0)]_I и ф(0 _ к ф" (0 [ф / ,(0)]~1. Этот результат позволяет 
строить многочисленные примеры х. ф. класса D. В частное-
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ти, х. ф. класса D являются такие функции: 

e-v"(7>0), cost, - . ^уУ 0 (0 , | j { g - ^ v 2 (A — 1, 2, . . . ) r 

где /0(t)-функция Бесселя, a //„(t)-полином Эрмита. 
И. В. Островский [58] поставил вопрос об описании клас­

са областей в С1, являющихся областями мероморфности 
x. ф. из D; этот вопрос остается открытым. В [58] показано, 
что всякая область этого класса симметрична относительно 
обеих координатных осей и содержит некоторый крест 
К (a, &) — {|Ret|<a} U {|Imt|<6}, а также что сам крест 
-AT (те, «) является областью мероморфности некоторой х. ф-
из D. 

В работе [58] изучается также рост целых х. ф. класса DI 
Доказано, что существуют целые х. ф. из D с любым на­
перед заданным порядком 1<р<оо. Однако, в отличие от 
класса всех целых х. ф. (см. п. 8.2), рост целых х. ф. клас­
са D ограничен сверху: для любой целой х. ф. y(t)QD вы­
полняется In In M (r, i) = 0{r). Эта оценка —неулучшаемая,. 
поскольку существуют целые х. ф. из D, для которых 
In In М (г, <?)>Сг, С>0, г>г 0 . 

8.7. Компоненты и а-компоненты законов с аналити­
ческими х. ф. Д. А. Райков [64] доказал, что если х. ф.-
y(t\ P) одномерного закона Р аналитична в полосе 
| lmt|<i?, TO в той же полосе аналитична и х. ф. любой 
компоненты закона Р. Этот результат легко переносится 
на случай полосы вида — a<lmt<6 (a>0,6>0) . Обобще­
ние на многомерный случай получено независимо Кюппаном 
[88, 92] и И. В. Островским [53]: если х. ф. o{t; P) «-мер­
ного закона Р аналитична в области О вида {t:lmtGE},. 
где В—выпуклая область в R", содержащая точку 0, то В' 
области О аналитична и х. ф. любой компоненты закона Р. 

Дифференциальные свойства х. ф. компонент одномер­
ного закона, х. ф. которого имеет данное число производ­
ных, изучались Дюге [121] и Девинацем [116]. • 

Из результата Д. A. Райкова [64] следует, что если, 
х. ф. одномерного закона Я —целая, то целой является и 
х. ф. любой компоненты Рх закона Я. Этот факт был отме­
чен независимо Леви [149]. Справедлива следующая оценка 
роста х. ф. ср — cp(t; P-) через рост х. ф. ср = <р(2!; ру 

М{г, ^)<еатМ(г, <р), a----const, 0 < r < o o . (15> 
Эта оценка приведена в работе Д. А. Райкова [64]; близка» 
оценка имеется в работе Леви [149]. Из (15) следует, что 
если ср (г.; Р)ф\, то для порядков х. ф. ср и ?-. выполняется; 
p[9i]<P [<Р]> причем, если р[<р1]----р[<р]> 1, то и для типов 
имеем неравенство о [<-р1] <o[i-p]. 
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а-разложения (см. п. 6) аналитических х. ф. рассматри­
вались Ю. В. ЛИННИКОМ [32], который доказал, что все 
а-компоненты (на любом множестве EcR 1 с предельной 
ТОЧКОЙ в нуле) х. ф., аналитической в круге \t\<.R и не 
имеющей там корней, аналитичны в полосе \lmt\<R. Это 
утверждение содержится в таком более общем его резуль­
тате. Если функция • <р0 (t) (не обязательно являющаяся х. ф.) 
аналогична в круге |t|<jR, не имеет там корней и удов­
летворяет условию ч-о(-")=—-Po(—•-•)- -~R<t<k, а <?г^),..: 
.. .,<р„,(г.)—-х. ф., связанные с «р0 (t) соотношением (9), где 
EcR1 имеет предельную точку в нуле, то х. ф. <рг({),... 
...,<pm(z.) аналитичны в полосе |Imt|<i?. 

Обобщениями этого результата на счетные и контину­
альные а-разложения занимались Л. В. Мамай [38 — 40] и 
Рамачандран [187 —189]. В частности, Рамачандран получил 
такое усиление приведенного выше результата Ю. В. Лин­
ийка. Пусть •?-(£)—функция, аналитическая в круге | t |< i ? 
и удовлетворяющая условию .р0 (t) == <р0 (— t)« —R<t<.Rr 
а ср1(0) ?2(•-))• • • ~"х- Ф-> связанные с cp0(z.) соотношением 
(10). Предположим, что infay>0 и что существует интер­
вал. (—8, S), 8>0', на котором все х. ф. ®х, .-.,... не обра­
щаются в нуль. Тогда все х. ф. <-рг, <р2, • • • аналитичны в по­
лосе |lm^|<-/?. Если дополнительно предположить, что 
ср0(^)^ 1 —целая функция, то все х. ф. ср1, if-,.,. —тоже це­
лые, причем sup p [<р/]<р [<р0]. а-разложения дифференцируе­
мых х. ф. рассматривались Лаха и Лукачем [143] и Кюппа-
ном [84]. По поводу a-разложений в R" см. [88]. 

9. Хребтовые функции. Если х. ф. ср (t) аналитична в 
области G с С" вида G = {t:1m t$B}, где В — выпуклая об­
ласть в R", содержащая точку 0, то, как уже говорилось 
ранее (п. 8.1), она представляется в области О в виде (1), 
причем интеграл в правой части сходится абсолютно. Отсю­
да легко следует, что функция <p(z.) удовлетворяет условию 

lcp(0|<Hi1mt)|, teO. (16) 

Это свойство аналитических х. ф. будем называть, следуя 
Ю. В. Линнику, свойством хребта, а любую (не обязательно-
являющуюся х. ф.) аналитическую в G функцию ф(£), облада­
ющую этим свойством, — хребтовой функцией (хр. ф.). Если 
дополнительно к (16) выполняется еще условие ф(0) = 1, та 
функцию ф(/) будем называть нормированной хр. ф. 

Хребтовые функции в С1 впервые рассматривал Дюге-
[117]. Важность свойства хребта и хребтовых функций в ариф­
метике вероятностных законов выявилась >в работах 
Ю. В. Линника [25—27, 30—35]. В этих, работах был пред-
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ложен такой подход*) к изучению компонент вероятностных 
законов с аналитическими х. ф. Пусть Р — закон с х. ф., ана­
литической в области G указанного выше вида. Тогда 
(см. п. 8.7) в той же области аналитична и х. ф. любой ком­

поненты закона Р; следовательно, нам нужно изучить всевоз­
можные разложения х. ф. cp(£; P) на множители, являющиеся 
аналитическими в G х. ф. Но все эти х. ф. являются хр, ф. 
Поэтому можно сначала описать все разложения хр. ф. 
<p(t; P) на множители, являющиеся хр. ф., а затем отобрать те 
из разложений, которые являются разложениями на х. ф. 
Первая часть задачи имеет чисто теоретико-функциональный 
характер. Это видно из следующей теоремы «о сглаживании 
хребта» ([36], стр. 83, 240), которая по существу принадле­
жит Ю. В. Линнику, хотя не была им явно сформулирована. 

Пусть ф(^) —хр. ф. в области G — {t:lmt б В}, где В — 
выпуклая область в Rn, содержащая точку 0. Множество всех 
хр. ф. cpi(t), являющихся делителями cp(t) (в том смысле, 
что q>(t)/q>i(t) —тоже хр. ф. в G), совпадает со множеством 
аналитических в G функций q>i(t), удовлетворяющих нера­
венству 

К ф.(7 Ira t) 
<Pi(0 

<-1Ф (t - m 0 . tec (17) 
Ф(0 

ЕСЛИ G = 0 И заданная функция ф(г?) —целая, то задача 
об описании множества всех целых функций ф! (/), удовлетво­
ряющих неравенству (17), может быть исследована с по­
мощью методов теории целых функций, которые в широком 
классе случаев позволяют получить полное описание. С по­
мощью такого подхода и были получены результаты 
Ю. В. Линийка и другие, о которых шла речь в п. 5.2. 

Исследование хр. ф, в одномерном случае было проведе­
но Дюге [1-7]. который показал, что всякая непостоянная 
хр. ф. <p(t) в полосе — a<lmt<b обладает свойствами: 
a) arg(p\ix)= const,—a<x<b; б) 1п|ф(г'т)|—выпуклая функ­
ция от х,— a<x<b; в) корни q>(t) расположены симметрично 
'относительно оси Re^ = 0. Заметим, что из свойства б) следу­
ет оценка 1п|ф(£т)|>—Сх, С>0, для всякой хр. ф. <p(t) в по­
луплоскости lmt>—a. 

Дюге [117] показал, что класс нормированных хр. ф. в 
полосе существенно шире класса х. ф., аналитических в той 
.же полосе. В частности, им построен пример нормированной 
целой хр. ф. без корней, не являющейся целой х. ф. 

В работе В. М. Тупицыной [68] получена для хр. ф. тео­
рема, аналогичная теореме А. Я. Хинчина [69] о факториза­
ции. Чтобы сформулировать ее, условимся считать полосу, в 
которой рассматриваются xp. ф., фиксированной, а сами 
:хр. ф.— нормированными. Будем говорить, что хр. ф. ф(0 

*) Ю. В. Линяик рассматривал лишь одномерные законы, но его под­
ход сохраняет силу и в многомерном случае. 
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неразложима, если из представления cp(t) =(fi(t)<p2(t), где 
<pi(0 и Фг(̂ ) —хр. ф-> следует, что <p1(t) или q>2(t) имеет вид 
eiat, Ima=-0. Теорема [68], аналогичная теореме А. Я. Хин-
чина, формулируется так. Всякая хр. ф. q>(t), имеющая не­
разложимые делители, представляется в виде ф(г-) == 
= фр(*)ф1(')ф2(0 ...» ГДе Фо(0 —хр- Ф-> ие имеющая нераз­
ложимых делителей, а q>i(t), ф2(0- • • • - ' неразложимые хр- ф. 
в конечном или счетном числе (в .последнем случае бесконеч­
ное произведение равномерно сходится на любом компакте в 
полосе). В. М. Тупицына [68] доказала также, что класс хр. ф., 
не имеющих неразложимых делителей, совпадает с классом 
хр. ф., не имеющих корней в полосе — a<lmt<b; таким об­
разом, проблема, аналогичная проблеме описания класса h, 
допускает здесь простое решение. Заметим, что примеры не­
разложимых хр. ф. (существование их следует из приведенно­
го выше результата) удалось в явном виде построить [68] 
только в случае целых хр. ф. 

В связи с обобщениями теоремы Марцинкевича [176] 
(см. п. 8.3) И, В. Островский [44, 52] изучал классы целых 
функций, более общие, чем класс целых хр. ф. Приведем не­
которые из его результатов. 

Теорема I. Пусть F(w) и f(t)—целые функции и 
F (да) # const. Если функция Ф(0 =F(f (•?)) удовлетворяет ус­
ловию 

]cp(t)|<M(|lm*|,cp), vteC1, (18) 
то либо f(i) — полином степени < 2 , либо f(t) — целая 
функция не ниже порядка 1 и нормального типа. 

Т е о р е м а II. Пусть / ( t ) —целая функция порядка р, 
не являющаяся полиномом, a g(t) — целая функция, удов­
летворяющая условию: 11гп~(1п r)"1 lnlnln М (г, g) < p, если 

Г—>оо 

р > 0 , и iirrT(lnr)~1lnlnM(r, g)< оо, если р-̂ =0. Если функция 
Г—»со 

<p(t)— g (^) ехр / (z.) удовлетворяет условию (18), то f(t) — 
целая функция не ниже порядка 1 и нормального типа-

Условие (18) менее ограничительное, чем свойство хребта, 
поскольку |«p(i Imt)|<M( | Imt| , <р). Поэтому при F (w) = ew 

из теоремы I получаем отрицательный ответ на вопрос 
Ю. В. Линника, сформулированный в п. 8.3. При F(w) = 
= expm(w) из теоремы l получаем обобщение результата 
Лукача [164, 165]. Теорема II является дополнением к тео­
реме Марцинкевича [176] (см. п. 8.3). 

Утверждение теоремы I о том, что функция / (t) не ниже 
порядка 1 и нормального типа, можно записать в виде 

Йтг -11п.М(г, / ) > 0 . 
г-*со 
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В. В. Зимогляд [5] усилил теорему I, доказав, что lim; 
можно заменить на lim. Приведем также следующую тео­
рему В. В. Зимогляда [6]. Пусть F (w) и f{t) — целые функ­
ции и |E(r)|— M(r, F)#const, 0 < r < o o . Если функция 
у (t)=F(kleli-\-he~lt+/(*)) (Х1( A2-=const) является хребтовой,. 
то / ( 0 - л и б о полином степени < 2 , либо р[/]> 1. Принимая; 
F(w) = ew и считая f(t) полиномом, заключаем, что f(t)—' 
степени<2, откуда легко следует, что «р(0 является в этом 
случае х. ф. композиции законов Гаусса и Пуассона. Этот 
результат принадлежит Лукачу [164, 165]. 

10. Арифметика вероятностных законов на группах. Раз­
витие арифметики вероятностных законов на группах в нас­
тоящее время сильно отстает от развития арифметики веро­
ятностных законов в R™. Это объясняется, по-видимому, тем 
обстоятельством, что пока не найдено подхода к изучению 
вероятностных законов на группах, открывающего пути для 
применения теоретико-функционального аппарата. 

Мы ограничимся указанием работ, содержащих результа­
ты по арифметике вероятностных законов на группах, с крат­
ким описанием характера этих результатов. 

Результаты, относящиеся к арифметике законов на ко­
нечных абелевых группах, имеются в работе Н H. Воробье­
ва [2]. Н. Н. Воробьев называет закон безгранично разло­
жимым, если для любого п = 2, 3,. . .• этот закон можно пред­
ставить в виде композиции п законов, не являющихся еди­
ничными. В [2] изучены некоторые свойства безгранично^ 
разложимых законов и, в частности, доказано, что для того,. 
чтобы закон был безгранично разложимым, необходимо т 
достаточно, чтобы его спектр являлся объединением несколь­
ких классов смежности по ненулевой подгруппе. Отсюда сле--
дует, что всякий закон, спектр которого есть объединение 
нескольких. классов смежности по ненулевой подгруппе (в' 
частности, если спектр совпадает со всей группой), обяза­
тельно является разложимым и, более того, не может быть 
Пределом последовательности неразложимых законов. Этот 
факт указывает на существенные отличия арифметики зако­
нов на конечных абелевых группах от арифметики законов в 
R": как говорилось в п. 4, для законов в Rn не может' быть 
достаточных условии разложимости, выраженных в терминах 
спектра, а множество неразложимых законов плотно во мно­
жестве всех законов. 

Вопрос о справедливости теоремы, аналогичной теореме 
Крамера о компонентах закона Гаусса в R", для законов на 
мультипликативной группе комплексных чисел, по модулю 
равных 1 (на окружности), был поставлен Леви [151] и ре­
шен отрицательно Марцннкевичем [178], который указал ши­
рокий класс абсолютно непрерывных законов, включающий 
законы Гаусса на окружиасти, имеющих неразложимые ком-
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лоненты. В связи с этой работой Марщшкевича ем. заметку 
Леви [157]. Н. Н. Воробьев {2] показал, что теорема, анало­
гичная теореме Крамера, несправедлива для законов на ко­
нечных абелевых группах. 

Вопрос Ъ справедливости теоремы, аналогичной теореме 
Д. А. Райкова о компонентах закона Пуассона в R1, для за­
конов на окружности изучался Леви [151], однако не был пол­
ностью решен. Полное решение, причем для более общего 
случая локально компактных абелешых групп со второй а;к-
•сиомой счетности, получил A. Л. Рухин [66, 67]. 

Партасаратхи, Pao и Варадген [181] получили аналоги 
теорем А. Я. Хинчина о факторизации и о законах, не имею­
щих неразложимых компонент, для законов на локально 
компактных абелевых метрических сепарабельных группах. 
Формулировки этих аналогов существенно отличаются от 
формулировок теорем А. Я. Хинчина для законов в Rn в свя­
зи с возможным наличием так называемых идемпотентных за­
конов. 

Совокупность неразложимых законов на полной локально 
компактной метрической сепарабелыюй группе (не обязатель­
но абелевой) изучалась в работе Партасаратхи, Рао и Варад-
гена [180]. Некоторые их результаты в применении к R™ мы 
формулировали в п. 4. Сейчас отметим, что утверждение о 
том, что неразложимые законы образуют в топологии слабой 
сходимости плотное G6 во множестве всех законов, доказано 
в [180] для законов на любых полных сепарабельных мет-
•рических группах. При дополнительном предположении не-
дискретности группы в работе [180] установлено, что плотное 
G6 образуют уже неразложимые неатомические законы, не об­
ращающиеся в нуль на непустых открытых множествах. В 
[180] показано также, что абсолютно непрерывные относи­
тельно меры Хаара неразложимые законы образуют плотное 
множество в классе всех абсолютно непрерывных законов в 
топологии, определяемой ^-расстоянием между плотностями, 
•если относительно группы предположить следующее: она ло­
кально компактна, некомпактна, метрическая, абелева и сепа-
•рабельна. К этому же кругу вопросов относится работа Хей­
хера и Тортра [128]. 

Арифметика законов на мультипликативной группе дей­
ствительных чисел без нуля рассматривалась В. М. Золота­
ревым [8]. 

В работе Тортра [206] изучаются разложения закона рав­
номерного распределения на окружности. См. также Леви 
[154, 157],Котлярский [137],Хейер [126, 127]. 

11. Дельфийские полугруппы. Д. Кендалл [131, 132] вы­
делил класс абстрактных топологических полугрупп, в кото­
рых справедливы теоремы, аналогичные теоремам А. Я- Хин­
чина о факторизации и о законах, не имеющих неразложи-
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мых компонент. Эти полугруппы названы Д. Кендаллом «: 

«дельфийскими». 
Приведем основные определения теории Д. Кеидалла. "• 
Пусть G — абелева топологическая полугруппа с единицей •: 

е; полугрупповую операцию будем записывать как •умноже- , 
ние. Элемент «-GG назовем компонентой элемента uQO, если 
и=^и1и2 для некоторого %6<J. Элемент «6G называется * 
неразложимым, если его компонентами являются лишь а ..: 
и е. Элемент aGG называется безгранично делимым (6. д.), 
если для любого л. = 2, 3, . . . найдется элемент и„бО такой,, ' 
что «=-«*. Следуя Д. Кендаллу [131, 132], полугруппу О, =: 
обладающую гомоморфизмом А в аддитивную полугруппу , : 
неотрицательных чисел, будем называть дельфийской, если 
выполнены следующие три условия: J 

I. Д(и)—0 тогда и только тогда, когда и = е. '-., 
П. Для любого «6G множество компонент и компактно. 
III. Если для треугольной матрицы (и,,/.), 1 < £ < / г , > 

/г = 1,2, . . . элементов из О, удовлетворяющей условию *'. 
п 

max А (гг„й)->0(/г-> оо), существует предел a - = l i m l l unk, то :" 

и — б. д. элемент. . 
Простейшим примером дельфийской полугруппы является 

мультипликативная полугруппа чисел полуинтервала (0, 1) с ; 
обычной топологией и гомоморфизмом А(и)=— Inn. Д. Кен-
далл [132] показал, что дельфийскими являются некоторые 
полугруппы, встречающиеся в теории восстановления: полу­
группа положительных последовательностей восстановления 
(арифметика которой изучалась им ранее в [130]) и полу­
группа р-фуикций Кингмена (см. [134—136]). Другие важные ; 

примеры дельфийских полугрупп изучаются в работах Лам- ,: 
перти £ 144], Дэвидсона [112—114], Бингхема [78, 79]. Заме­
тим, что, как показал А. Е. Фрынтов, класс функций q>(tf). * 
хребтовых в полосе \lmt\<R (см. п. 9) и нормированных , 
условиями ф(0) = 1 , ср'(0) =0 , также является дельфийской по­
лугруппой; гомоморфизм А можно ввести равенством А(ср)--= ' 
= 1пф(г>), где 0 < r < R . Давидсон [112, 114] разработал обоб- •, 
щение теории Д. Кендалла, которое позволяет включить и 
полугруппу всех одномерных вероятностных законов в рам- ' 
ки абстрактной теории. ' 

Основными вопросами, возникающими при изучении кон­
кретной дельфийской полугруппы, являются вопросы об опи­
сании совокупности неразложимых элементов и об описании ~ 
класса 70 — элементов, не имеющих неразложимых комш> 
нент. Для полугрупп положительных последовательностей 
восстановления и р-функций Кингмена эти вопросы подробно * 
исследовались Давидсоном [112, 113]. Для некоторых других 
дельфийских полугрупп вопрос об общих свойствах класса /» 
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обсуждается в его работе [114]. Отметим, что в произволь­
ной дельфийской полугруппе класс /0 может не обладать 
свойствами, приведенными в п. 5-4 настоящего обзора. В не­
которых дельфийских полугруппах класс /0 совпадает с клас­
сом всех б. д. элементов. Примером служит — как это следу­
ет из результата В. М. Тушщыной [68] (см. п. 9) — полу­
группа функций ф(/)> хребтовых в полосе и удовлетворяющих 
условиям <р(0) = 1, ср'(О) =0. 

Опираясь на общие результаты Давидсона, Бингхем [78] 
получил аналоги теорем A. Я. Хинчина для так называемых 
полугрупп с обобщенной сверткой, введенных Урбаником 
[207—209]. В результатах Биигхема содержатся, в частнос­
ти, аналоги теорем А..Я. Хинчина для полугрупп, рассмотрен­
ных Кингменом [133] в связи с исследованием сферически 
симметричного случайного блуждания. И. В. Островский [60,. 
61] дал описание класса /0 в этих полугруппах. 

Цитированные выше работы Д. Кендалла, Давидсона, а 
также работы по дельфийским полугруппам ряда других ав­
торов вошли в сборник [200], посвященный памяти Давид­
сона. 

12. Разное. Пусть Р — произвольный /г-мерный закон; 
обозначим через 6(Р) множество всех гауссовых компонент 
закона Р, то есть компонент Pp.Q c x. ф. вида 

?( - ; /)p,«)-=exp{i(P, t)-Q(t)}, 

где p6R", Q(t) — неотрицательная квадратичная форма (воз­
можно Q(^) = 0). Pao поставил вопрос о существовании во 
множестве G(P) закона P$,Q, максимального в том смысле, 
что для любого закона Pp^GG (Я) форма Q — Q^ неотрица­
тельна. В одномерном случае ответ на этот вопрос утвер­
дителен, но уже в двумерном оказывается отрицательным, 
что было установлено одновременно Рамачандраном [36] и 
И. В. Островским [55]. 

В одномерном случае Поллард [182] дал необходимые и 
достаточные условия наличия у закона Р гауссовой ком­
поненты. См. также Рюэгг [195]. 

Льюис [158] установил, что если Р- и Р 2 —компоненты 
закона Р0 равномерного распределения на отрезке [а, Ь\ 
такие, что Р0 = Рг*Р2, то либо законы Рх и Р2 сингулярны, 
либо один из них дискретный, а другой абсолютно непре­
рывный. Как показал Дюге [122], второй случай всегда 
имеет место, если S (P-) и .S (Р2) можно поместить на 
отрезок длины (Ь — а)/2. 

В работе Симидзу [198] указан широкий класс компонент 
закона Коши. См. также Арканогели [73] и Пуглизи 
[184]. 
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Стаудт и Тага [199] показали, что для любого от —2, 3 , . . . 
существуют законы Рт с х. ф. cp(t; Рт) такими, что 

lra<p(^; Рт)фО (teW), но 1т[ср (/; />„,)]'» = О (^R1). 

В частности, существуют 'одномерные законы Я, не являю­
щиеся симметричными относительно начала, координат, 
такие, что Р*Р обладает этой симметрией. 

В работах Тейчера [201, 203] рассматриваются семейства 
законов, компоненты, которых принадлежат этим же семейст­
вам. В частности, установлено, что таким семейством являет­
ся семейство биномиальных законов. Показано также, что 
•а-компоненты (см. п. 8). биномиального закона являются би­
номиальными законами. Обобщения этого результата на 
случай счетных а-р изложений получены Кюппаном [85] и 
Рамачандраном [188]. Компоненты обобщенных биномиаль­
ных и полиномиальных распределений изучались Калленбер-
гом [129], по поводу компонент композиции биномиального 
и пуассонова законов см. [185, 188]. 

В работе Тортра [205] исследуются признаки разложимос­
ти одномерных законов, х. ф. которых являются четными, 
•неотрицательными и выпуклыми на полуоси [0, со), на ком­
поненты с х. ф. такого же вида. 

Кубик [139] вводит следующее определение. Пусть Ж и 
J)—-два класса законов, причем 36с:1Р. Класс Э£ называется 
замкнутым относительно разложений в классе J), если из 
условий Р&, Pi , Я26§), Р=Р^Р2 вытекает, что Ри Р&Ж. 
Приведем один из результатов работы [139]. Пусть y(t) — 
х. ф. б. д. закона, X —класс всех 6. д. законов с х. ф. вида 
'{<P(t)}ai 0 < a < o o . Если класс 36 замкнут относительно 
разложений в классе L А. Я. Хинчина, то <р (̂ ) —либо х. ф. 
•закона Гаусса, либо <?(t) или <р( —*•) ЯВЛЯЮТСЯ х. ф. б. д. 
:закона без гауссовой компоненты, спектральная мера Леви 
которого абсолютно непрерывна и ее плотность имеет;' 
•вид 

/ N /o> xe[o, ь], 
- 5 W = = \ 2 a x ( l + x 2 r 1 . -«6[0. Щ, 

;где а > 0, Ъ > 0. 
В работе Тёйгельса [204] изучается класс одномерных ве­

роятностных законов, плотности которых с точностью до пос­
тоянного множителя совпадают с их характеристическими 
функциями. Приведем один из результатов этой работы. Ее-

.ли вероятностная плотность совпадает с точностью до посто-

.-янного множителя со своей х. ф. и является целой функ­
цией, то ее рост не ниже типа 1/2 при порядке 2. 
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