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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА СО СМЕЩЕНИЕМ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА 

1 . Пусть D — односвязная область плоскости комплексного пере­
менного z=x-\-iy, ограниченная Жордановой кривой а, расположенной 
в полуплоскости l m z > 0 с концами в точках Л (0, 0), 0) и харак­
теристиками 

О 2—га 

АС: х-
2—да (-У) 2 = 0 , 

ВС: х+ 
2-т 

2—т 
уравнения 

Uxx+sgny\y\mUyv=0, 0 < т < 1 . 

(1) 

(2) 
]=АВ — единичный интервал; через Z)i и D 2 обозначим соответственно 
эллиптическую и гиперболическую части смешанной области D . 

Примем следующие обозначения: 

01(X): 
1+Х I 1 _ l _ - £ \ l - 2 f S 

2 V 1 - 2 6 2 / ' Р — 

(3) 
т 

D'0xf(x) 
Г ( - о J (*- •о 1+/ 

2(т—2) 

(4> 

d п+1 
rDl

0-in+1)f(x), / > 0 , 
dxn 

Dl

xlf(x) 

_ L _ r _ i W ^ . , / < 0 , 
( - / ) . Г ( - / ) J (t-x)1 

n + l 4 T ( n + , ) / W . / > о . 

(5) 

З а д а ч а . Найти функцию £ / ( z ) = t / (x, у)вС(Б)[\С1(01{]1)[)О(02\} 
\JJ)f]C2(Di\jD2), удовлетворяющую уравнению (2) в каждой из областей 
Dt и D 2 и обладающую тем свойством, что + 0 ) = v ( x ) G C 1 ( / ) и на 



282 Г. А. ИВАШКИНА, Л. М. НЕВОСТРУЕВ 
концах интервала может обращаться в бесконечность при х=0 порядка 

—2(3 и при х=1 порядка - i — р со следующими краевыми условиями 

12, 3 ] : 

a{x)D*-fiU[Qo(x)]+6{x)Di-»U[Ql(x)]=y{x) V *e / , (6) 

1 / ( г ) = Ф ( 2 ) V 2 6 o ; (7) 
U{x; + 0 ) - £ / ( , : - 0 ) , ^ M „ = _ . ^ . ^ L , ( 8 ) 

лричем 
а{х)=а*(х)хр, р < р , 

(9) 

(10) 

а2(х)+8Цх)фО УхвТ, 

а(х)х-»+6(х)(1—х)-*ф0 VxQJ, 

а*(х), у(х), 8(x)dC(J)r\0(J), 

- 1 ^ б ( * ) 0 - * ) - » < 0 (11) 
^ a(x)x-*+6(x)(l-x)-» ^ V 7 

2. Воспользуемся обобщенным решением задачи Коши [4] 

U(x, у)= J Г { [ ^ - ( 1 _ 2 6 ) ( - г / ) ^ ] 0 [ х + ( 1 - 2 Й ) ( - 1 / ) ^ - ^ + 

+ (1 - 2 6 ) {-у) - Р [ х - ( 1 - 2 6 ) ( - у ) i - 2 P ] 1 - Р X 

1 
1 1 Г 

X (1 -t) -4t+ 2 с о ^ [2 ( 1 - 2Р) ] J Г [ х - (1 - 2 6 ) ( - у ) ( 2 f - 1 ) ] о 

1 

X (-У)^{\-Ъ-М-ЩЛ-\ V l [ x - ( l - 2 6 ) ( - y ) ^ X 

Х ( 2 ^ - 1 ) ] ( - г / ) ^ - Р ( 1 - 0 - р ^ (12) 
где 

Vi(x)=Uv(x, - 0 ) , [/(х, 0 ) = т ( . г ) = Г ( 1 - 2 6 ) / ) 2 Р - 1 Г ( х ) . (13) 

Из (12) в силу (4) и (5) имеем 
U[e0(X)] = ^ ^ D ^ T ( x ) x ^ -

~ г ( 1 - р 7 [ 2 0 - Ь л ^ Д ^ 1 ( я ) л с Н ' ' ( 1 4 ) 

I/ [в| (х) ] = Г (1 - Р) (х) (1 - х ) - 4 - - ^ Ь ^ - X 

x z ) p . - r w ( i - t ^ - T ^ I ^ О - * ) - " . (15) 

Подставляя (14) и (15) в краевое условие (6) и учитывая, что 
/ ) 1 - Р Д | 3 - 1 = £ )1 - | 3£ ) !5 -1 = £)0 ? 

O x Ox xi xi 

где D° — единичный оператор, найдем 
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=у(х) + Ых) х - е + 6 (х) (1 - х ) - Р ] Т (х) + 

+ б (х) Г (1 —p)D^D^T (х) (1 - х ) -Р . (16) 

Рассмотрим суперпозицию двух операторов 

где функция Т(х) непрерывная в интервале (0, 1) и интегрируемая на 
сегменте [0; 1]. 

Имеет место равенство 
DilWVTW (l-x)-V=T(x) ( l - x ) - e c o s я р + 

, sin яр Г (l-ty-*W 
+ я J [ ) (l-x)^(t-x) [ U ) 

(интеграл здесь понимается в смысле главного значения по Коши). 
Из (16) с учетом (17) и (10) заключаем, что vi(x) принадлежит 

классу интегрируемых на сегменте [0, 1] и непрерывных в интервале 
(0, 1) функций. 

3. Л е м м а о з н а к е vi(x). Пусть х=^ где 0 < | < 1 есть точка 
положительного максимума функции %(х). Полагая в (16) у(х) = 0, 

определим знак vi(x) в точке х=\. Из соотношения (16) с учетом (17), 
(10) и (13) будем иметь 

V, (Х) = — X, о • п г Х 9 ( + 

a{x)x~V + b{x)(l— х)-?) Л 2СОБЯР 

6(х)(1 — х)~^ \ d2 Г T{t)dt ( 

й Ь(х)(\—хГР \ d2 Г 
+ cos яр ^ ё-

a(x)jT" p + S ( x ) ( l — х ) ~ р / dx 2 (x—ty 
- 2 р 

о 

+ * 2 Г " " Г 1 a й I I X : Z - r : — a - 1 . ' 7 X 
sin яр &(х) Г (1 — 0 1 - 2 1 3 

г 

где 

а ( х ) х ~ р + б ( х ) ( 1 — х ) ~ р .) / — х 
о 

X ——^о— dt, (18) 

о 

Г ( 1 - 6 ) [ 2 ( 1 - 2 8 ) ] ^ - Г М 1 - 6 ) [ 2 ( 1 - 2 6 ) ] 1 - 2 р 

• 1 Г(2 — 26) ' * 2 ' Г(1 — 26)Г(1 + 26)Г(2 — 26) ' 1 ; 

dx2 I (x-i)-w dt J ( x - / ) - 2 P " 1 J 

Следуя идее А. В. Бицадзе, возьмем произвольную точку х ь где 0 < 
0 ' i < x , и разобьем интеграл на два интеграла, т. е. 

d2 Г x{t)dt 
dx2 J (х — 0 ~ 2 р " dt 

о "о 

x'(t)dt ; р т ' ( 0 Л 
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= 26 
х 1 

| т ' (t)(x tj*-ldt-
dx 

т' (t) ( x - 0 2 P + I 

1 + 26 

1 + 2 6 

л: 

| т " ( 0 ( х — 0 1 + 2 p ^ j = 28т(х,) (х — х / Р " - 1 

- 26(1 - 2 6 ) ^ т ( 0 ( х - 0 2 р - 2 ^ + г' ( ^ ( x - x ^ + j--^^ 

При х = 1 

х 
d2 

2(5 

dx 2 

Г x{t)dt 

J (*-r2p 
26 (1 - 26) j [т ( 0 - т (1)] (I -1)2*-* dt + 

О 

28f Р - 1 т (£) + 26 ( | - х , ) 2 ^ 1 [т (х4) - т ® ] + 

23 , Г Т ' ( 0 ^ 

В (21) перейдем к пределу, когда Xt-^l 
X 

d2 

(l-t) - 2 Р ' 
(21) 

f ,Т(0

А*, I = 2 8 т ( £ ) £ 2 р - 1 — 28(1 — 26) Г 
d*2 J ( x - 0 _ / p U=6 J (E — 0 

о 0 
Преобразуем выражение 

^ = 5 & - * ( 2 2 ) 

t — x dt2 J (f — t y 
о 

- 2 P 

-I 
( l - O 1 

/— X 
d Г ^ . 7 | W . 

.1 (f — Я)~ 2 р 
(23) 

Рассмотрим интеграл 

/(x, e) 1 
( 1 - 0 1-2(5 

l 

I 
T' (JL)rfA, 

( ^ - я г 2 р 

8 

1 - 2 0 
т' ( 8 ) ( / - 8 ) 2 P + 

1 

I 
т" (Я) dk 

(t-xr-t 
= T'(8) яctg2я8 (1 - x ) ' ~ 2 p ( x - e ) 2 p + 

2я6 

sin 2я6 sin 2пВ 
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. . ( х - е ) ( 1 - 0 

где первый интеграл вычислен с помощью подстановки ̂ =-̂ _еуц̂ _~у 
[9, стр. 106—108]. 

В двойном интеграле, входящем в (24), поменяем порядок интегри­
рования и запишем его в виде суммы следующих трех интегралов: 

*, 1 
1 Т ' ( / ) Л 1 

Я — X 

е е / 

' ( А , _ 0 2 Р ( 1 — 
X —х 

1 1 

j x - ( 0 ^ J < A = ^ k ^ ^ , (25) 

*2 
где 8 < X i < x < x 2 < l . В результате преобразований, аналогичных (24), 
получим 

х^+л^А-^.и+ ( 2 в ) 
sin2jip sin2jtp J 

' + П 1 ± а д г ( 2 - а д j t . ( 0 ( 1 ^ , ) 2 x 

*2 

X — X 
X f | l , 2 - 2 6 ; 3; ) dt + j ' T"(*)d*j ' 

Подставим (26) в (24), интегралы возьмем по частям и, учитывая тот 
факт, что \\mi(x, e)=Ji(x), получим 

х2 1 

х (1 - х ) ~ ( х - х о • + • - - g ^ j - ] - a * c t , * * (1 - х , ы 

Л1 
X ( х - х 1 ) 2 Р - 1 т ( х 1 ) + 2 я в ( 1 - 2 6 ) c t g 2 n 6 ( l - x ) ^ j T ( f ) (x-t)W~4t-
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Положим в (27) х = 1, х2=1+г, *i = | — е , 0 < e < m a x (£, 1 — g), и пе­
рейдем к пределу при е->0: 

2яр (1 - 2Р) ctg 2яр (1 - S ) 1 - 2 3 f [t (/) - т (£)] ( | - 0 2 р ~ 2 Л + 

2яР(1 —2Р) 
sin 2яР 

1 

(1 - б ) 1 " 2 * Г [ т ( 0 - т ( | ) 1 ( / - 6 ) ^ Л - _ 7 М - - т ( а . 
,! sinznp 

Подставим (22) и (28) в (18), где у(х)=0, 

1 , 6 ( g ) ( l — £ ) - Р v i ( l ) = 2 K 

sin яр ctg 2яР) 

- 2 6 х 2

 1 

2 cos яр а ( ! ) Г р + 6 ( Ш 1 — 1 Г Р 

(cos яВ — 

(28) 

b 
т (|) | 2 р - 1 - (1 - 26) j * [т (0 - т (|)] (Н - * ) 2 р " 2 Л] 

6(£)<1 — 5)-Р 
2 cos яр а (с) Г Р + 6 ® (1 — Е)~р T d ) 0 - S ) 

26—1 

1 
— (1 — 2р) j* [т (0 —т (£)] (/ - l ) 2 * " 2 Л (29) 

Чтобы vi (|) было отрицательным, достаточно выполнения следующих 
условий: 

1 , 1 6 ( S ) ( l - g ) - 0 

2 cos яр 2 cos яр а (|) Г р + 6 (£) (1 — | )" 
> 0 , 

6 ( g ) ( l - g ) - P 
(30) 

а ( Ю Г 1 + 6 (1 )0 — | ) 
:о. 

Так как а(х) =а*(х)хР, / ? < Р , то система неравенств (30) имеет своим 
решением 

6 ( ! ) ( 1 - £ ) - р 

— I s S 
a ( g ) | - P + 6 ( | ) ( l - £ ) - P :о. (31) 

Принцип экстремума А. В. Бицадзе применительно к задаче можно 
сформулировать в виде следующей теоремы [6] . 

Т е о р е м а . Решение U(x, у) поставленной задачи, удовлетворяю­
щее краевому условию (6) при у(х)==0 а 

•1: 6 ( * ) ( ! - * ) - * 
«(JC)JC-P+6(JC) (1— 

положительный максимум и отрицательный минимум в замкнутой об­
ласти Di принимает на а. 

Из теоремы сразу следует единственность задачи. 
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dU(Xi+0) 
4. Соотношение между %{х) и v(x) = —— из эллиптической 

полуплоскости в случае нормального контура Г: 

/ 1 \ 2 4 9 - т = 1 
\ х 2 /I- (2—/и) 2 ^ 4 

имеет вид [4] 
1 

T ( J C ) = - f e 1 ' J v(t)[\t-x\-W-(t+x-2tx)-W]dt+ 
0 

+ * I 2 P ( 1 - 2 P ) - 2 " P J C ( 1 - J C ) ] 'Ф ( t ) [ t ( l - t ) ] 2 [^ + ( 1 - 2 х ) / Г 1 " Р ^ (32) 
о 

где 

Л 1 - - ^ [ 2 ( 1 - 2 Р ) ] - * ^ - . 

Из гиперболической полуплоскости также имеем соотношение меж­
ду v i (х) и Т(х) (16), которое с учетом (17) имеет вид 

Г ( 2 - 2 В ) у(х) 
Г ( Г - р ) [ 2 ( 1 ^ 2 р П 1 = ^ г Л 7 Ц Х ; а ( х ) х - Р + б ( х ) ( 1 - х ) - Р + 

4- Г ( 1 _ Р ) Т(х\ I Г ( 1 - Р Ж * ) V 

2cosnp v ; _ r a(x)%-l J4-6(x) ( l - x ) - P л 

x [ r W ( i - . ) - . « » ^ + 1 ^ . | . (33) 

Учитывая условия склеивания, из (33) и (32) исключим Т(х). После 
некоторых преобразований получим уравнение 

v (х) [ 1 — sin яр — 2 cos2 яр sin яр • р (х)] — C Q S Я ^ х 
я 

X 

1 

1 +С05яРр(*)1 f v ( 0 ( — V " 2 V — 11 — \ d f — 
о 

2 cos яр I J x U — x * + Л: — 2tx 

l 
sinnpsin2jtP • ч Г ... / 1 —* \ J - 2 3 

^ — X 

sin2npcosrcp ?( \ — t \ i - 2 P dt Г / f . \ I - 2 P 

о о 

x ( — ! \ ) d f - Г ( 1 - Р ) [2(1-2P)] 1-^ „ 
A I *, - * + * - 2Щ ) d t i ~ Г ( 2 - 2 р ) f ( 3 4 > 

г д е u m - 6,(*) ( ! - * ) - » 
Г Д е И { X ) ~ 1 ^ ) х - Р + б ( х ) ( 1 - х ) - & • ( 3 ° ) 

file:///i-2P
file:///I-2P
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Рассмотрим интеграл 

t 1 

x 

x ( - ^ r - , , + , i 2 K , )•"•• (36) 
изменим в нем порядок интегрирования, используя формулу Пуанка­
р е — Бертрана [7, 8 ] , получим 

f №(\-%у-*Ы% 2 ( v(t)V-Wdt 
I ~0^x){X+t—2tX) j c ) * - 2 P J. — X 

0 (X-t) (X+t-2tX) 

С помощью подстановок [ 9 ] : z— ц{_ху- и z= - ц у ^ у - интеграл 

J*{x) преобразуем следующим образом: 

1 f v(t)(\—t)[-^dt С v(t)(l-t)l-"dt Г г - а р Л 

О О 

J* (*) = — 7l2V (X) 1 9 R , 

( 1 - * ) » - 2 М t - x J ( l _ z ) [ / + z ( l — 0 ] 

_ J Г v(t)(\-ty-zp(l-2t) d t С 
(1 — x ) 1 _ 2 p J * + * — 2 / * .) (l + z)[/ + z ( l - i ) ] 

о 0 

J W — x * + * —2ta/ J 

( 1 - х ) 

( 1 - z ) [x + z ( l - x ) ] 

X F ( 1 - 2 P , - 2 P ; 1 - 2 P ; t) 

1 

( 1 - * ) ' - = » 

f . j K i . ^ J J L . ^ L f / H . f t 1 ; 2 ; A^L)D! + 

) t + x — 2tx sin2itp V \ — t j : 
X 
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х 1 ' » г " ' т ^ + т ^ 1 л (38) 

Имеет место рекуррентное соотношение Гаусса [ 5 ] : 

yF(a, у ; z)-yF(a-l, р ; у ; г) + ( a - p ) z F ( a , р, у + 1 ; z ) = 0 , 

применив которое, получим 

- - ^ ф + * ' ; * - т З - Н - ( - т Ь - ) " 
С учетом тождества 

1 1—2* 1—t ( . _ l _ 1 \ 
\ Г—х~~ + t+x—2tx I *—х tf+jt—1-х 

преобразуется к виду 

1 - И Х х 

х { [ « - Г - ' } ^ / ^ ( - й - Г * х) J J 1 6 T J w \ 1—x / t+x—2tx ' 
(39) 

Подставим (39) в (34). Получим сингулярное интегральное уравнение 
вида 

Л М Р М + ^ Ы - | Р ( О ( ^ - + ) * + 
О 

+ COSHPP(X) J p(^)iv (Х, t)dt=f(x), (Щ 

где 

р W = v (х) / (х) = X l L ^ | i L _ p l _ _ J _ _ F { х ) Х - 2 Р > 

Л (л:) = 1 — sin яр, В (х) = —i cos пр [ 1 +2(л(х) ], 

* < * < > - ( - i r + T ^ ) { 4 » r } 
— ядро со слабой особенностью. 

Так как Л 2 (х) — В2(х) Ф О , то сингулярное интегральное уравнение 
(40) нормального типа. 

Производя замену переменных [10] : 
t2 

и у \-2t+2t2 * \-2х+2х2 ' 

Уравнение (40) сводится к сингулярному интегральному уравнению 
с ядром типа Коши. Применяя затем к нему известный метод регуляри­
зации Карлемана — Векуа [7, 8] , приходим к эквивалентному интег­
ральному уравнению Фредгольма второго рода, безусловная разреши­
мость которого следует из единственности решения задачи. 

7. Дифференциальные уравнения № 2 
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