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А. Л. Колдобский 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И СВЕРТКА В ПРОСТРАНСТВЕ 1Л . 

Рассмотрим сверточное уравнение <UQf)=(.$*Jb)(<k) = 

=JE^(a-X)d/t(3CJ, V a e E . гД е ;f и 4 - заданные функции на 
сепарабельном банаховом пространстве Е , а U/ - неизвестная 
конечная борелевская мера на Е . Мы считаем существование хотя 
бы одной такой меры М> заранее известным и хотим получить усло­
вия единственности решения, а также формулу для вычисления меры 
и, . 

Если £ - конечномерное пространство, а функции jf и ft 
можно рассматривать как распределения над пространством £ 
быстро убывающих функций, то, как правило, удается доказать, что 
$= $• J& ( f - преобразование Фурье распределения £ ). 

Тогда для проверки единственности решения достаточно убедиться 
в том, что J Ф 0 на открытых множествах, а для получения фор­
мулы для вычисления М/ необходимо вычислить J и 0, . 

Нас, однако, будет интересовать бесконечномерный случай, 
корда преобразование Фурье непосредственно неприменимо. По ана­
логии с конечномерным случаем представляется естественным следую­
щий подход. Пусть Ец, - возрастающая последовательность под­
пространств в Е ,<UtttE№=n, E=c-fc(UE№). Пусть £ № , д.^ и 

£<и'5 - сужения функций £ , (J, и функционала £ е £ * н а 

подпространство £^ . Верно ли, что для любого g e E 

/<$> =Jimu (j№<|w)/^(|(W)) , • (i) 
где j£(§)= Jp eap(-i<^,X>J (Ut(OCJ -характеристический 
функционал меры lb ? 

В данной заметке мы дадим положительный ответ на этот воп­
рос в случае Е = ̂  , $W = ||х|р , р е К ,\>фЫи{о] 
(в случае р е IN U {Q} решение уравнения может быть не един­
ственным £1] ). 

Особый интерес к уравнению 0 = |х-|| * и, вызван связью с 
классическими обратными задачами теории потенциала (см., напри­
мер, [%] ), с задачей описания изометрий пространств Lip 
(см. [3 - ? ] ), и с задачей характеризации вероятност­
ных распределений средними значениями некоторых статистик [в] 

Оказалось, что для ряда банаховых пространств уравнение 
4 = |х| * /И. имеет единственное решение при всех р> 0 , кро­
ме не более чем счетного числа исключительных пояазателей (см.об­
зор результатов в \J J или pOj ). Например, в одномерном случае 
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единственность имеет место при всех рт- 0 , кроме четных 
[3-5] . Исключительными для бесконечномерных пространств Ь^ 

являются такие р>0 , что р / ^ « W , £г] , £l l j , а для ко­
нечномерных пространств •£!* - такие f>> 0 , что p / ^ e W , 
и, кроме того, выполняется хотя бы одно из условий: р/<£ < И ; 

^ - четное число; Л и Н + р - нечетные числа [ I ] . 
При доказательстве теорем единственности для бесконечно­

мерных пространств I/- и С(.К) в работах [ i j и [ п ] ис­
пользовались частные свойства норм в этих пространствах. Формул, 
позволяющих вычислять меру Ji> в этих работах получить не уда­
лось. Подход, связанный с формулой ( I ) , был впервые реализован 
в |J0J и [12]для гильбертова пространства Е = \% . В этом 
случае сверточное уравнение u = f % | / # * t имеет решение вида 
(I) при каждом р е В , \>*0, %,\y,.: 

Jk^lim (J t(|«;.|^» ,rprHy«/ae**v*- fiftnf J / Ш 
П~~*~М 0* 0 с? 

для каждого |в(/ а = v^ (здесь в качестве Сц берется под­
пространство, порожденное первыми № координатами). Заметим, 
что при Р= C,%,ht • • . • единственности нет. 

В [IS] ЭТОТ результат обобщен на случай пространств 
-L,f<£<u : если p e R и р/^фМ U Ш » то 

для любого §= {\-4£л},..) е %л с ненулевыми координатами 
(здесь Еи, выбираются так же, a to. - плотность стандартно­
го (j, - устойчивого распределения на % ). Доказательство в 
JJ3J использует то обстятельство, что последовательность 

{(\х4\%. ,. + \'Хь\Ъ)Щ)\%ш) быстро растет для любого | е £ * 0>1. 
Как мы покажем ниже, при <£ = Л эта последовательность при 
некоторых f - e i^ = tgo может стремиться к бесконечности, 
а при некоторых - к нулю. Поэтому доказательство из [is] не 
удалось применить в случае & = 4 . В данной заметке мы дока­
жем, что формула (2) верна и в случае fy = j для любого 
§ € уоо с ненулевыми координатами. 
§ I. Преобразование Фурье нормы в пространстве у, 

Вычислим преобразование Фурье нормы в конечномерном прост­
ранстве Ьл 
Лемма I. Пусть fteW, pe(-fc,«J, p # f U Щ, %=^,...,%п)ъ%, 
| k ф 0 для всех к= А , ... , % . Тогда 
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.И*р-1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть сначала --1<1><00 . Из определения -
функции следует, что 

При каждом фиксированном 11>0 
( И/ „.Я/ 

о 
ом 

(e-t^...+i*j> Д | } = «-***. л - ^ г г ' 
поскольку (б"'*') (f)= £/(f+t» J • Получаем теперь, что 

^ ~ e n 

Последний интеграл сходится при |р|<И> . Если мы допустим, 
что р принимает комплексные значения, то в обеих частях 
равенства (I.I) - аналитические функции от р в области 
[|ft&p|< ft » P¥*N U {0} } • В силу единственности ана­
литического продолжения формула (I.I), верна для всех ре(-И-, И^ , 
Р ^ IN U {0} (детали применения аналитического продолжения 
при вычислении преобразования Фурье распределений см. в fl4, 
0.215] ). # 

Пусть § e l . f s " M . Оценим поведение последовательности 
(С|х<|+...+|л№|)'')А<|^) при %—* 00 
ЛЕММА 2. Дусть |*>В , |=(|^,...)е £ ю

 и £к#= 0 Для всех 
|<elN . Тогда для любого числа $<&(0,1/('{%&'\\§\\)) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим элементарное неравенство 1/(1+2} ̂  е 

при 1» О 

о irf»t*i*)-...-«*t*iS)' (^«ftfVgO*" 
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" к=1 
Остается использовать известную асимптотику для f - функции 
на бесконечности: UfH Т{Ъ)/{1^/Х/ ег)= V|jr 
ЛЕММА 3. Пусть р е * Г « $ = ( $ „ & , . . . ) « * * • %** 0 ДО 
всех keJN . Тогда для любой последовательности неотрица­
тельных чисел &(,, , стремящейся к нулю при И —*- 00 , выпол­
няется равенство: 

йт Г_и^^*_/Г_и^л__ , 
»-«{<а1^)--«4гй)//<а^....-(14,'й) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Обозначим отношение интегралов через £„ , . Оче­
видно, что v^ А для всех H©W • Зафиксируем произвольное 
число сГе( о, l/(V£e ((ИР) -Тогда W X (1-ехр(-Ц^)) = 
= 1 - е»р(-(Ц /(Г) —•*- 0 при и —"00 * . Далее, 

i g - f f %^й /Г ГР"^ ), 

Числитель первой дроби не превосходит (f№tr t и по хемме 2 
первая дробь стремится к нулю. Вторая дробь не превосходит 
{-елр(-(Ц,/(0 и, следовательно, при % — » - во также стре­
мится к нулю. Лемма доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ I. Покажем, что в зависимости от выбора функционала 
| е £ w последовательность((|х<|+...+|%|)'>)А(|<н'))может стре­
миться как к нулю, так и к бесконечности. Действительно, рассмот­
рим постоянную последовательность f |< = & для всех kelN • 
Тогда из леммы I и формулы из [l5,c.I6lJ следует, что 
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Гс-р>Гш 
Из приведенной в лемме 2 ассимптотики для Г -функции вытекает, 
что главным членом, определяющим поведение последовательности 
при (t—+-00 , является а~и' . При 0,>1 последовательность 
стремится к нулю, а при &< 1 - к бесконечности. 
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Выражение для преобразования $урье степени нормы 
в пространстве ^ можно привести к более удобному для вычис­
лений виду. Пусть tt-1<p •< И- •» и предположим, что все коор­
динаты вектора ^ = ( g ^ g j e J J ^различны и отличны от нуля. 
Тогда для любого ц> О 

1 Е - ^ г 7 1 — L -
Используя формулу из {_I5,c.I6IJ и равенство (I.I), получим: 

•г№Ш-*=*)?: Г(-р; v * * ' Д П <*?-$?> ' 
В силу единственности аналитического продолжения эта формула ос­
тается верной при всех значениях Р , обеспечивающих аналитич­
ность Г - функции, а именно при таких р , что числа -р , 
(К-р)А и \-{%-$)1% неравны 0 , - 1 , -% , ... . 

§ 2. Решение сверточного уравнения. 

Рассмотрим уравнение 0= ||&|| * yU/ в пространстве Vj . 
При р> 0 мы предполагаем, что L (j-t\lx\f)djKXh4 а при 

Р< 0 , что Jl^XOO . Тогда при1 р > 0 функция 
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Й. принимает конечные значения во всех точках пространства ̂  . 
При р < О сужения функции 0, на подпространства размерности 
К, у - р являются локально суммируемыми функциями относитель­
но меры Лебега на этих подпространствах. 

Пусть в^ , i,e!N , - стандартный базис Б пространстве-ty , 
ЕИ/=*рО'Н'Сб^..., &п) • Для каждого я = £ x i & i e 1 1 мы обозначим 
через а(и' = £ эс̂  &{, проекцию я на Е ^ Через § (H', 
обозначаем сужение функционала £ е £ , = £ w на Е^.^гв/Еы • 

При р е Л U {О] решение уравнения 4= ) W * il может 
быть не единственным [ij . При всех остальных значениях р е Я 
решение единственно и определяется следующей формулой: 
ТЕОРЕМА: Пусть p e R . , p̂ ili/U {О} • Тогда для любого функ­
ционала £ © I с ненулевыми координатами 

.(it' 

^ § \ + оо (||x^||p)Mw) к - н>Л 6 РМ I(14%P--..<14YJ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТЮ. Зафиксируем х е { ( , число ИеДО и предпо­
ложим сначала, что - / 1 < р < 0 . Вычислим преобразование 
Фурье функции | | x - d | f от переменной й / е Ец, 

Так же, как в лемме I , используем представление нормы: 

00 

о 
Для каждого фиксированного г* > 0 преобразование Фурье функ­
ции €Xp(-W,|[x- Й/||) от переменной Л равно 

(exPH||x-cff)A^=f t * l f - j 4 e Я ^ " » • е^^> 

для каждого $= <^ , . . . , 5 H ) е # . Далее, в е л и к о , ]< = / , 
. . . , н> , то 

" -г'лИ*-*0"" 
(2.1) 
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* -**ш,$>7 \^ь[1х-х1*чп$ 1 
Как и в лемме I, в силу единственности аналитического продолжения 
равенство (2.1) верно для любого ре(-ц-, ц,) , ьфЩ ц {(}] 
Интегрируя (2.1) по мере Jk, , получим 

4 ю-г* Г.-кЛЫ^»-1-*"^» , „ Л (2.2> 

Рассмотрим теперь произвольное число р е К , p -̂Ĵ f U ^0? • и 

произвольный элемент Щ^Ь^ , §-к ^ 0 при всех кеДО . Для 
каждого такого Н б Ц , что |р |<й> , положим ^ = g ( W в 
формуле (2.2) и поделим обе части равенства (2.2) на число 

{\\*W()\t») : _ Ш) 

и№п-Р е " ' " ' •- ~-"—, —duW). 

Дробь под знаком интеграла в правой части не превосходит I и по 
лемме 3 стремится к I при И/ —>- оо . По теореме Лебега о мажори­
рованной сходимости правая часть стремится к /И/(^) при и —*• 00 , 
что и доказывает теорему. 
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