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Известны различные формализации понятия сложности для решеток ква-
зимногообразий конечной сигнатуры. Одной из них является понятие Q-уни-
версальности, введенное М. Сапиром [7].

Для любого класса K пусть Lq(K) обозначает решетку K-квазимногооб-
разий (т. е. классов, определенных в K множествами квазитождеств) отно-
сительно включения. Квазимногообразие K алгебраических систем конечной
сигнатуры называется Q-универсальным, если для любого квазимногообразия
K′ алгебраических систем конечной сигнатуры решетка Lq(K

′) является го-
моморфным образом некоторой подрешетки решетки Lq(K). Если K — Q-
универсальное квазимногообразие, то решетку Lq(K) также будем называть
Q-универсальной.

Приведенное определение характеризует Q-универсальные решетки как наи-
более сложные с точки зрения их решеточного строения. Обсуждению доста-
точных условий Q-универсальности посвящен раздел монографии В. А. Гор-
бунова [3, § 5.4.5].

Недавно А. М. Нуракунов [6] предложил другую меру сложности для реше-
ток квазимногообразий. Он привел первый пример квазимногообразия K та-
кого, что множество типов изоморфизма конечных подрешеток решетки Lq(K)
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вычислимо перечислимое, но не вычислимое. М. В. Швидефски [8] установи-
ла связь между некоторыми достаточными условиями Q-универсальности и
алгоритмической сложностью множества типов изоморфизма конечных под-
решеток решетки квазимногообразий.

В работах В. А. Горбунова [2] и В. К. Карташова [4] приведены примеры
квазимногообразий K таких, что решетка Lq(K) содержит 2ω элементов, не
имеющих покрытий (и, следовательно, существует 2ω подквазимногообразий
K′ ⊆ K, не имеющих независимого базиса квазитождеств). Такое свойство
также можно считать показателем сложности решеточного строения Lq(K).

В настоящей работе мы рассматриваем минимальное Q-универсальное мно-
гообразие K3 унарных алгебр, описанное автором в [5]. Мы покажем, что су-
ществуют 2ω подклассов K ⊆ K3 таких, что множество конечных подрешеток
решетки Lq(K) не является вычислимо перечислимым, и 2ω подквазимногооб-
разий K ⊆ K3, не имеющих независимого базиса квазитождеств.

1. Основные определения и обозначения

Мы используем стандартные обозначения и терминологию по теории ква-
зимногообразий из [3]. Так, через Q(X) обозначаем наименьшее квазимногооб-
разие, содержащее класс X, а через Ls, P, Ps, S и H — операторы взятия над-
прямых пределов, прямых произведений, подпрямых произведений, подалгебр
и гомоморфных образов. Запись A ≤ B × C означает, что система A представ-
ляется подпрямым произведением систем B и C. Для любых классов A, X и
любого оператора O через (O ∩A)(X) обозначаем класс O(X) ∩A.

Пусть K — произвольный класс алгебраических систем. Класс K′ называ-
ется K-квазимногообразием, если K′ = K ∩ Q(K′). Очевидно, что класс K′

является K-квазимногообразием тогда и только тогда, когда он определяет-
ся в K некоторым множеством квазитождеств. Решетка K-квазимногообразий
обозначается Lq(K).

Пусть K3 — многообразие унарных алгебр сигнатуры σ = {f, g}, определен-
ное тождествами

∀x∀y[f(f(x)) = f(f(y)) = f(g(y))],

∀x∀y[g(g(x)) = g(g(y)) = g(f(y))],

∀x[f(f(x)) = g(g(x))].

В [5] доказано, что K3 является минимальным Q-универсальным много-
образием унарных алгебр сигнатуры σ. Из доказательства следует, что Q-
универсальными являются собственное подквазимногообразие V ( K3, опре-
деленное квазитождествами

∀x[f(x) = f(f(x)) → f(x) = g(x)],

∀x[g(x) = g(g(x)) → f(x) = g(x)],

∀x[f(x) = g(x) → f(x) = f(f(x))],

∀x∀y[f(x) = f(y) → g(x) = g(y)],

∀x∀y[g(x) = g(y) → f(x) = f(y)],
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а также решетка W-квазимногообразий, где W — аксиоматизируемый под-
класс, определенный в V предложениями

∀x∀y[g(x) = g(y)&x ̸= y → g(x) = g(g(x))],(1)
(∀x[g(x) = g(g(x))] → ∀x∀y[x = y]).(2)

При доказательстве использовались достаточные условия из [3]. Похожее
достаточное условие Q-универсальности предложено в работе М. Адамса и
В. Дзебяка [1].

Определение 1. Пусть I обозначает множество всех конечных подмножеств
счетного множества и пусть семейство A = {AX : X ∈ I} конечных алгебраи-
ческих систем удовлетворяет следующим условиям:

(P1) A∅ является тривиальной системой;
(P2) если X ∈ I и X = Y ∪ Z, то AX ∈ Q(AY ,AZ);
(P3) если X,Y ∈ I, X ̸= ∅ и AX ∈ Q(AY ), то X = Y ;
(P4) если X ∈ I, B1 и B2 — конечные системы из Q(A) и AX ≤ B1 × B2,

то существуют Y1, Y2 ∈ I такие, что AY1 ∈ Q(B1), AY2 ∈ Q(B2) и X =
Y1 ∪ Y2.

Тогда A называется AD-семейством.

Следующие два утверждения показывают, что для квазимногообразия K,
содержащего AD-семейство, решетка Lq(K) является сложной в смысле и ре-
шеточного строения, и алгоритмических свойств.

Предложение 1 (М. Адамс и В. Дзебяк [1]). Если квазимногообразие K ко-
нечной сигнатуры содержит AD-семейство, то K — Q-универсальное ква-
зимногообразие.

Предложение 2 (М. В. Швидефски [8]). Если квазимногообразие K конечной
сигнатуры содержит AD-семейство, то существует 2ω подклассов K′ ⊆ K
таких, что множество типов изоморфизма конечных подрешеток решетки
Lq(K

′) не является вычислимо перечислимым.

Мы докажем две теоремы о сложности решетки Lq(V).

Теорема 1. Существует 2ω подклассов K ⊆ V таких, что множество ти-
пов изоморфизма конечных подрешеток решетки Lq(K) не является вычис-
лимо перечислимым.

Теорема 2. Существует 2ω элементов решетки Lq(V), не имеющих покры-
тий. Следовательно, существует 2ω подквазимногобразий K ⊆ V, не имею-
щих независимого базиса квазитождеств.

При доказательстве мы будем использовать системы, определенные для до-
казательства Q-универсальности в [5].

Определение 2. Пусть C1 — тривиальная алгебра. Для n > 2 через Cn обо-
значим алгебру с носителем

Cn = {0} ∪An ∪Bn, An = {an0 , . . . , ann−1}, Bn = {bn0 , . . . , bnn−1},

где f(0) = g(0) = f(ani ) = g(ani ) = 0 и g(bni ) = ani для всех 0 6 i 6 n − 1,
f(bni ) = ani+1 при 0 6 i 6 n− 2, f(bnn−1) = an0 .
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Очевидно, Cn ∈ W для любого n > 1.
Приведем формулировку свойства таких систем, установленного и исполь-

зованного в [5], которое нам потребуется в дальнейшем:

(3) Q(X) ∩Cn = (Ls ∩Cn)(Ps ∩Cn)(S ∩Cn)(X)

для любого X ⊆ V и любого n < ω, где Cn = H(Cn) ∩W.

2. Предварительные результаты

При доказательстве Q-универсальности квазимногообразия V важную роль
играли системы Cp, где p — простое число. Эти же системы будут существенно
использованы для построения AD-семейства.

Лемма 1. Пусть n > 1. Тогда выполняются следующие утверждения.
(а) Если m делит n, то существует гомоморфизм из Cn на Cm. Ядра всех

таких гомоморфизмов совпадают и описываются следующим образом:

kerφ = {(x, x) : x ∈ Cn} ∪ {(ai, aj), (bi, bj) : i ≡ j (mod m)}.
(б) Если A ∈ W и существует гомоморфизм из Cn на A, то A изоморфна

Cm для некоторого делителя m числа n.
(в) Если A ∈ V и существует гомоморфизм φ из Cn в A, то выполняется

одно из условий
(1) выполняются условия случая (б);
(2) в kerφ есть пара вида (0, ani ), (0, bni ), (ani , bnj ) или (ani , a

n
j ), где раз-

ность i − j не кратна никакому делителю числа n, и в системе
A выполняется посылка предложения (2);

(3) в kerφ есть пара (ani , a
n
i+k), где k — наименьшее положительное

число с таким свойством, k делит n и нет пары (bni , b
n
i+k). В

последнем случае в системе A выполняется посылка предложе-
ния (1), но ложно его заключение, т. е. Ck является подсисте-
мой A и |g−1(φ(ani ))| > 1.

Доказательство. Утверждения (а) и (б) доказаны в [5, лемма 3]. Утвержде-
ние (в) не сформулировано явно, но установлено при доказательстве этой же
леммы. �

Пусть P обозначает множество простых чисел, а I — множество его конечных
подмножеств. Для любого X ∈ I пусть p(X) =

∏
p∈X p и пусть

AX = Cp(X).

При этом считаем, что p(∅) = 1 и A∅ — тривиальная система.
Следующие свойства систем AX получаются из леммы 1.

Лемма 2. Пусть X,Y, Z ∈ I и n > 1. Тогда выполняются следующие утвер-
ждения.

(а) Гомоморфизм из AX на AY существует тогда и только тогда, когда
Y ⊆ X.

(б) Гомоморфизм из AX на AY ×AZ существует тогда и только тогда,
когда Y ∪ Z ⊆ X.

(в) Имеем AX ≤ AY ×AZ тогда и только тогда, когда X = Y ∪ Z.
(г) Если Cn ≤ Cm × Ck, то любой простой делитель числа n делит либо

m, либо k.
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Доказательство. Утверждения (а) и (б) непосредственно следуют из утвер-
ждений (а) и (б) леммы 1.

Докажем утверждение (в). Если X = Y ∪Z, то из утверждения (а) леммы 1
сразу следует, что AX ≤ AY ×AZ .

Если AX ≤ AY ×AZ , то в силу условия (3) можно считать, что существуют
гомоморфизмы из AX на AY и AZ . В силу утверждения (а) получаем Y ∪Z ⊆
X. Если это включение строгое, то рассмотрим непустое множество T = X \
(Y ∪ Z). Сравнения x ≡ 0 (mod p(Y )) и x ≡ 0 (mod p(Z)) выполняются тогда
и только тогда, когда x ≡ 0 (mod p(Y ∪ Z)). Так как T ∩ (Y ∪ Z) = ∅, числа
p(Y ∪ Z) и p(T ) взаимно простые. Следовательно, система сравнений{

x ≡ 0 (mod p(Y ∪ Z)),

x ≡ 1 (mod p(T ))

имеет решение x ̸≡ 0 (mod p(X)). В частности, получаем b0 ̸= bx и φ(b0) =
φ(bx) для любого гомоморфизма из AX на AY и AZ . Так как AX — подпрямое
произведение этих систем, получили противоречие. Следовательно, T = ∅, т. е.
X = Y ∪ Z.

Доказательство утверждения (г) аналогично. �

При доказательстве существования подквазимногообразий, не имеющих не-
зависимого базиса квазитождеств, в [2, 4] важную роль играла делимость меж-
ду длинами направленных циклов. Нам потребуются квазитождества специ-
ального вида, описывающие аналогичные свойства для систем Cn.

Пусть n > 1. С каждым элементом un ∈ Cn свяжем переменную xu и рас-
смотрим следующую формулу Φn(x):

(f(x0) = x0) ∧ (g(x0) = x0) ∧
∧
i<n

(f(xai) = x0)) ∧
∧
i<n

(g(xai) = x0)∧

∧
∧
i<n

(g(xbi) = xai) ∧
∧

i<n−1

(f(xbi) = xai+1) ∧ (f(xbn−1) = xa0).

Легко видеть, что для любой системы A гомоморфизм из Cn в A существует
тогда и только тогда, когда в A истинно предложения ∃xΦn(x). Для любого
m > 0 пусть q(n,m) обозначает квазитождество

∀x[Φn(x) → g(xb0) = xam ].

Из леммы 1 следует, что для любой системы A предложение

∃x[Φn(x) ∧ (g(xb0) = xam)]

истинно в A тогда и только тогда, когда существует гомоморфизм из Cm в A.

Лемма 3. Пусть n, k > 1 и m > 0. Квазитождество q(n,m) истинно в
системе Ck тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух условий:
либо k не делит n, либо k является делителем числа m.

Доказательство. Пусть Ck |= q(n,m). Если k делит n, то по лемме 1 существу-
ет гомоморфизм из Cn на Ck. Значит, Ck |= Φn(x) для некоторого кортежа x.
Так как в Ck истинно и заключение квазитождества q(n,m), существует гомо-
морфизм из Cm на Ck. Следовательно, k делит m.

Обратно, если k делит m, то при интерпретации переменных x0 7→ 0, xai 7→
aki∗ , xbi 7→ bki∗ , где i∗ — остаток от деления i на k, в Ck истинны и посылка, и
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заключение квазитождества q(n,m). Из утверждения (в) леммы 1 следует, что
при любой другой интерпретации и в случае, когда k не делит n, все перемен-
ные интерпретируются элементами множества {0} ∪Ak, причем каждая пере-
менная xai интерпретируется элементом 0. Значит, при любой интерпретации
переменных в Ck истинны и посылка, и заключение квазитождества q(n,m). �

3. Доказательство теорем

В этом параграфе мы докажем сформулированные ранее теоремы 1 и 2.

Доказательство теоремы 1. В силу предложения 2 достаточно показать, что
системы, AX = Cp(X), где X ∈ I, образуют AD-семейство в квазимногообра-
зии V.

Условие (P1) не требует проверки, так как по построению A∅ — тривиальная
система.

Условие (P2) сразу следует из утверждения (б) леммы 2.
Проверим условие (P3). Пусть X ̸= ∅ и пусть AX ∈ Q(AY ). Так как AY —

конечная система, имеем AX ∈ PsS(AY ). По условию (3) система AX аппрокси-
мируется копиями системы AY . В частности, существует гомоморфизм из AX

на AY . По лемме 2 получаем Y ⊆ X. Если Y ̸= X, то элементы x = b0 и
y = bp(Y ) различные, но φ(x) = φ(y) для любого гомоморфизма φ из AX

на AY .
Проверим условие (P4). Пусть AX представляется в виде подпрямого про-

изведения систем B1 и B2 из Q(A). В частности, B, C ∈ V. По условию (3)
для X = {B1,B2} система AX аппроксимируется подсистемами B1

1, . . . ,Bm
1 си-

стемы B1 и B1
2, . . . ,Bk

2 системы B2, причем все эти подсистемы лежат в W. По
лемме 1 каждая подсистема Bj

i изоморфна AX(i,j) для подходящего X(i, j) ∈ I.
Обозначим Yi =

∪
16j6m X(i, j), где i ∈ {1, 2}. Тогда AYi ∈ PsS(Bi) и Yi ⊆ X

для i ∈ {1, 2}. По лемме 2 получаем X = Y1 ∪ Y2. �

Доказательство теоремы 2. Укажем семейство мощности 2ω, состоящее из
элементов решетки Lq(V), не имеющих покрытий. Приводимые рассуждения
аналогичны доказательствам известных фактов о существовании таких се-
мейств (см. [2, лемма 3] и [4, теорема 4]). Заметим, что заключительную часть
доказательства удалось упростить несмотря на более сложное строение рас-
сматриваемых систем.

Для каждого бесконечного собственного подмножества X множества P пусть
KX обозначает класс систем из V, в которые не вложима ни одна система
Cpks, где p /∈ X. Ясно, что KX ̸= KY , если X ̸= Y . Поэтому существует 2ω

различных классов вида KX . В дальнейшем будем считать, что зафиксировано
бесконечное множество X, где ∅ ( X ( P, и вместо KX писать просто K.

Проверим, что K ∈ Lq(V), т. е. Q(K) ⊆ K.
Так как квазимногообразие V локально конечное, достаточно рассматривать

только конечные системы. Так как Q(K) = LsPs(K) (см. [3, теорема 2.3.6]), для
любой системы A ∈ Q(K) существует надпрямой спектр систем Ai из Ps(K)
такой, что A изоморфна пределу этого спектра. Для конечной системы A по
теореме 1.2.9. из [3] найдется индекс i такой, что A вложима в Ai. Значит, A ∈
SPs(K) ⊆ SP(K). Если Cn вложима в A, то Cn ∈ SSP(K) = SP(K) = PsS(K),
т. е. Cn ≤ A0 × · · · × An−1, где A0, . . . ,An−1 ∈ K. Используя условие (3) и лем-
му 1, заключаем, что Cn ≤ Cm0 × · · ·× Cmn−1 , где каждая система Cmi является
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подсистемой системы Ai. По утверждению (г) леммы 2 простое число p делит
число n тогда и только тогда, когда p делит хотя бы одно из mi. Так как Ai ∈ K
и Cmi ∈ S(Ai), последнее условие не может выполняться.

Таким образом, Q(K) ⊆ K.
Предположим, что в решетке Lq(V) существует покрытие K′ ≻ K. Тогда

существует система A ∈ K′ \ K, т. е. Cn вкладывается как подсистема в A,
причем n делится на простое число p, не принадлежащее X. Так как

K ( Q(K ∪ {Cn}) ⊆ Q(K ∪ {A}) ⊆ K′

и K ≺ Q(K′), заключаем, что Q(K ∪ {Cn}) = K′.
Пусть n = pks, где p /∈ X и числа p и s взаимно простые. Тогда в Cn лож-

но квазитождество q(n, s). По лемме 3 это квазитождество истинно в любой
системе из K. Следовательно, K определяется в K′ одним квазитождеством
q(n,m).

Так как множествo X бесконечное, существует простое число r ∈ X, взаимно
простое с числом n. Рассмотрим систему Cnr. Так как r ∈ X, имеем Cr ∈
K ⊆ K′. По лемме 1 система Cnr представима в виде подпрямого произведения
систем Cr и Cn. Так как Cn ∈ K′, получаем Cnr ∈ K′. Так как nr не делит n,
в Cnr истинно квазитождество q(n, s), определяющее в K′ квазимногообразие
K. Следовательно, Cnr ∈ K. Так как n = pks и p /∈ X, получаем Cnr /∈ K,
противоречие.

Таким образом, ни одно V-квазимногообразие K(X), где X — бесконечное
собственное подмножество множества P простых чисел, не имеет покрытий в
решетке Lq(V), т. е. существует 2ω таких подквазимногообразий. Согласно [2],
квазимногообразия K(X) не имеют независимого базиса квазитождеств. �

Заметим, что базисы квазитождеств для K(X) можно указать явно, исполь-
зуя квазитождества q(n,m).

Автор благодарен анонимному рецензенту за ряд полезных замечаний.
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