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II. ÍÅ�ÀÇ�ÅØÈÌÛÅ Ï�ÎÁËÅÌÛ

∗)

À.Â.Ê�ÀÂ×ÅÍÊÎ, À.Ì.ÍÓ�ÀÊÓÍÎÂ,

Ì.Â.ØÂÈÄÅÔÑÊÈ

Ââ å ä å í è å

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ èç [1℄. Ïîýòîìó è íóìåðà-

öèÿ ïàðàãðà�îâ ïðîäîëæàåò ïðèíÿòóþ òàì íóìåðàöèþ. �åçóëüòàòû äåëÿò-

ñÿ íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé (òåîðåòè÷åñêîé) ÷àñòè íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êâàçèìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèò êîíòèíóóì ïîäêâàçèì-

íîãîîáðàçèé, èìåþùèõ íåçàâèñèìûé áàçèñ, ñ íåðàçðåøèìûìè êâàçèýêâà-

öèîííîé òåîðèåé è ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì, ñì. òåîðå-

ìó 6.5. Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ ðÿä ñëåäñòâèé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

ïðåäûäóùåé ñòàòüè [1, òåîð. 4.2℄ è òåîðåì 6.4 è 6.5, êîòîðûå ïîêàçûâàþò,

÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé. Òåîðå-

ìà 6.5 îáîáùàåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç [2℄.

Âñå ïîíÿòèÿ, íåîïðåäåë¼ííûå çäåñü, ñì. â [1, 3�6℄.

� 5. C-êëàññû

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 5.1. Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà, M ⊆ K(σ) �

∗)
�àáîòà ïåðâîãî è òðåòüåãî èç àâòîðîâ âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðî-

ãðàììîé �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÑÎ �ÀÍ � I.1.1, ïðîåêò � 0314 2019 0003,

âòîðîãî èç àâòîðîâ � ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåì. öåíòðà Í�Ó,

è ÌÎÍ �Ê, ãðàíò ½Âû÷èñëèìîñòü, èíòåðïðåòèðóåìîñòü è àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû�.
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êâàçèìíîãîîáðàçèå, è C = {Cn | n < ω} ⊆ M � êëàññ íåòðèâèàëüíûõ

ñèñòåì, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè

(C1) äëÿ ëþáûõ m,n < ω ñèñòåìà Cm âëîæèìà â ñèñòåìó Cn òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà m = n;

(C2) äëÿ ëþáîãî n < ω ñèñòåìà Cn ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé

è êîíå÷íî îïðåäåë¼ííîé â M.

Òîãäà C íàçûâàåòñÿ C-êëàññîì îòíîñèòåëüíî M. Åñëè êàæäàÿ èç

ñèñòåì Cn, n < ω, êîíå÷íàÿ, òî C íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì C-êëàññîì îòíî-

ñèòåëüíî M.

ËÅÌÌÀ 5.2. Ïóñòü M ⊆ K(σ) � êâàçèìíîãîîáðàçèå, è A = {AF |

F ∈ Pfin(ω)} ⊆ M � B-êëàññ îòíîñèòåëüíî M. Òîãäà C = {A{n} | n < ω}

ÿâëÿåòñÿ C-êëàññîì îòíîñèòåëüíî M.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óòâåðæäåíèå ëåììû ëåãêî ñëåäóåò èç îïðå-

äåëåíèÿ B-êëàññà [1, îïð. 2.1℄, îïðåäåëåíèÿ 5.1 è [1, ñëåä. 2.7℄. ✷

ËÅÌÌÀ 5.3. Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà, è C = {Ci | i < ω} ⊆

⊆ K(σ) � êëàññ êîíå÷íûõ íåòðèâèàëüíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèé ñâîé-

ñòâîì

(C3) åñëè i, j < ω è ñóùåñòâóåò f ∈ Hom (Ci,Cj), äëÿ êîòîðîãî

f(Ci) � íåòðèâèàëüíàÿ ñèñòåìà, òî i = j è ãîìîìîð�èçì f ÿâëÿåòñÿ

âëîæåíèåì.

Òîãäà C áóäåò C-êëàññîì îòíîñèòåëüíî Q(C).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî (C3) âëå÷¼ò (C1). Òàêæå èç (C3)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ k < ω è n, n0, . . . , nk < ω óñëîâèå Cn ∈ SP(Cn0 , . . . ,

Cnk
) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ∈ {n0, . . . , nk}. Ëþáîé

ãîìîìîð�íûé îáðàç êîíå÷íîé ñèñòåìû Cn êîíå÷åí, ïîýòîìó ñèñòåìà Cn

ÿâëÿåòñÿ Q(C)-ïðîñòîé äëÿ ëþáîãî n < ω. Çíà÷èò, (C2) òàêæå âûïîëíÿ-

åòñÿ. ✷

� 6. Íåðàçðåøèìîñòü êâàçèýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðà�å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàòóðà σ êîíå÷íà.

Íàïîìíèì ðÿä îïðåäåëåíèé.
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Ïóñòü A � ñåìåéñòâî ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ (íàïð., òåðìîâ, �îð-

ìóë, êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è ò. ï.). Îòîáðàæåíèå

κ : A → ω íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé (èëè ã¼äåëåâñêîé) íóìåðàöèåé, åñëè

äëÿ êàæäîãî îáúåêòà a ∈ A åãî íîìåð κ(a) îïðåäåëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì

îáðàçîì è, íàîáîðîò, îáúåêò a âîññòàíàâëèâàåòñÿ ý��åêòèâíûì îáðàçîì

ïî íîìåðó κ(a). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A = {an | n < ω} íàçûâàåòñÿ âû÷èñ-

ëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ f , òàêàÿ ÷òî κ(an) = f(n).

Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ A íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ìíîæåñòâî íîìåðîâ

{κ(a) : a ∈ A} ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì. Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ A íàçûâàåòñÿ

ïåðå÷èñëèìûì, åñëè ìíîæåñòâî íîìåðîâ {κ(a) : a ∈ A} ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëè-

ìî ïåðå÷èñëèìûì.

Çà�èêñèðóåì ã¼äåëåâñêóþ íóìåðàöèþ Γ òåðìîâ è �îðìóë ñèãíàòó-

ðû σ, [6, � 1.4℄. Òàêæå çà�èêñèðóåì ý��åêòèâíóþ íóìåðàöèþ ν êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, [6, � 1.2℄, òàêóþ ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëè-

ìàÿ �óíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ÷èñëó n êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

ñ íîìåðîì ν(n). Ïóñòü c(n1, n2) îáîçíà÷àåò íîìåð ïàðû (n1, n2) ∈ ω2
îòíî-

ñèòåëüíî íóìåðàöèè Êàíòîðà.

Ïóñòü M � êâàçèìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû σ, è C = {Cn | n < ω} ⊆

⊆ M � êëàññ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ â M ñèñòåì. Äëÿ êàæäîãî n < ω

çà�èêñèðóåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Xn ⊆ {xi | i < ω} ïåðåìåííûõ âìå-

ñòå ñ åãî èíòåðïðåòàöèåé γn : Xn → Cn, à òàêæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

àòîìàðíûõ �îðìóë ∆n ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè èç Xn, òàêèå ÷òî

Cn
∼= FM(Xn,∆n) (îòíîñèòåëüíî γn), ñì. [1, îïð. 1.1℄. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì,

÷òî Xn = {x0, . . . , xln} è ∆n = {Φ0n, . . . ,Φmnn}. ×åðåç &∆n îáîçíà÷àåò-

ñÿ �îðìóëà

(

. . . (Φ0n&Φ1n)& . . .
)

&Φmnn. Äëÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííîé â M

ñèñòåìû A ∼= FM(X,∆) îáîçíà÷èì ÷åðåç DA àòîìàðíóþ äèàãðàììó A,

ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ àòîìàðíûõ �îðìóë è îòðèöàíèé àòîìàðíûõ �îðìóë

ñ ïåðåìåííûìè èç X, èñòèííûõ â A ïðè èíòåðïðåòàöèè γ.

Ïóñòü C � C-êëàññ îòíîñèòåëüíî M, è θn îáîçíà÷àåò M-ìîíîëèò ñè-

ñòåìû Cn, ò. å. íàèìåíüøóþ íåòðèâèàëüíóþ M-êîíãðóýíöèþ íà Cn. Áóäåì
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ãîâîðèòü, ÷òî àòîìàðíàÿ �îðìóëà

pn
(

tn0 (x0, . . . , xln), . . . , t
n
kn
(x0, . . . , xln)

)

, n < ω,

ïîðîæäàåò ìîíîëèò ñèñòåìû Cn â M, åñëè

� ñèìâîë pn ∈ σP ∪ {=} ÿâëÿåòñÿ kn + 1-àðíûì;

� òåðìû tn0 , . . . , t
n
kn

ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè èç Xn óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì

(

tn0 [γn], . . . , t
n
kn
[γn]

)

∈ θn(pn) è Cn 6|= pn
(

tn0 , . . . , t
n
kn

)

[γn].

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 6.1. Ïóñòü M � êâàçèìíîãîîáðàçèå. Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî C-êëàññ C ý��åêòèâíûé îòíîñèòåëüíî M, åñëè ñóùåñòâóåò

âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆ =
{

(Xn,∆n, An) | n < ω
}

, òàêàÿ ÷òî

Xn = {x0, . . . , xln}, Cn
∼= FM(Xn,∆n) è �îðìóëà An(x0, . . . , xln) ïîðîæäàåò

ìîíîëèò Cn â M äëÿ ëþáîãî n < ω.

Åñëè C � êîíå÷íûé C-êëàññ, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Xn = {xc | c ∈

∈ Cn} è ∆n � ïîçèòèâíàÿ ÷àñòü DCn
îòíîñèòåëüíî èíòåðïðåòàöèè xc 7→ c.

ËÅÌÌÀ 6.2. Ïóñòü M � êâàçèìíîãîîáðàçèå è C = {Cn | n <

< ω} ⊆ M � ý��åêòèâíûé C-êëàññ îòíîñèòåëüíîM. Äëÿ êàæäîãî n < ω

óïîðÿäî÷èì Xn è ∆n ñîãëàñíî Γ, ò. å. Γ(Φin) < Γ(Φjn) è Γ(xi) < Γ(xj)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i < j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψn êâàçèòîæäåñòâî

∀x0 . . . ∀xln &∆n(x0, . . . , xln) −→ An(x0, . . . , xln).

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψ = {ψn | n < ω} áóäåò âû÷èñëèìîé.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ∆ � âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

òî ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå �óíêöèè f , g è h, òàêèå ÷òî ν
(

Γ(Xn)
)

= f(n),

ν
(

Γ(∆n)
)

= g(n) è Γ
(

An(x0, . . . , xln)
)

= h(n) äëÿ êàæäîãî n < ω. Ñ ó÷¼-

òîì îïðåäåëåíèÿ Γ, [6, � 1.4℄, èñïîëüçóÿ g, íàéä¼ì âñå àòîìàðíûå �îðìó-

ëû, ïðèíàäëåæàùèå ∆n, è óïîðÿäî÷èì èõ ñîãëàñíî Γ. Ýòî ïîçâîëèò ïî-

ñòðîèòü âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ f0, ïåðåâîäÿùóþ n â Γ
(

&∆n(x0, . . . , xln)
)

.

Èñïîëüçóÿ f0 è h, ïîñòðîèì âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ f1, ïåðåâîäÿùóþ n â

Γ
(

&∆n(x0, . . . , xln) −→ An(x0, . . . , xln)
)

. Ñ ïîìîùüþ f1 è f íàéä¼ì âñå
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ïåðåìåííûå, ïðèíàäëåæàùèå Xn, óïîðÿäî÷èì èõ ñîãëàñíî Γ è ïîñòðîèì

âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ f2, ïåðåâîäÿùóþ n â Γ(ψn) äëÿ êàæäîãî n < ω. ✷

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 6.3. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ψ ðàçðåøè-

ìîå, åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû 6.2 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü ðàçðåøè-

ìîñòü ∆. Ìû íå äîêàçûâàåì ýòîò �àêò, ò. ê. îí íå ïîòðåáóåòñÿ ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

�àññìîòðèì äâå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ êâàçèìíîãîîáðà-

çèÿ K ⊆ K(σ). Ïåðâàÿ èç íèõ, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ñè-

ñòåì, � ýòî ïðîáëåìà î ðàçðåøèìîñòè óñëîâèÿ A ∈ K äëÿ êîíå÷íûõ ñè-

ñòåì A ∈ K(σ). Å¼ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÿâëÿåòñÿ

ëè êëàññ Kf
êîíå÷íûõ ñèñòåì â K ðàçðåøèìûì (ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

{

ν
(

Γ(DA)
)

| A ∈ Kf
}

âû÷èñëèìûì)?

Ïóñòü K ⊆ K′ ⊆ K(σ), ãäå K′
� ïðåäìíîãîîáðàçèå. Âòîðàÿ ïðîáëå-

ìà, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ â K′
ñèñòåì, êàñàåòñÿ

ðàçðåøèìîñòè óñëîâèÿ FK′(X,∆) ∈ K äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïåðåìåí-

íûõ X ⊆ {xi | i < ω} è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ àòîìàðíûõ �îðìóë ∆ ñî

ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè èç X. Å¼ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

{

c
(

ν
(

Γ(X)
)

, ν
(

Γ(∆)
))

| FK′(X,∆) ∈ K
}

âû÷èñëèìûì?

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.4. Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà, M ⊆ K(σ) �

êâàçèìíîãîîáðàçèå, è C = {Cn | n < ω} ⊆ M � ý��åêòèâíûé C-êëàññ

îòíîñèòåëüíî M. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé

K ⊆ M, òàêèõ ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ â M

ñèñòåì íåðàçðåøèìà â K, êâàçèýêâàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ K íåðàçðåøèìà,

íî ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ äëÿ K îòíîñèòåëü-

íî M.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ êàæäîãî n < ω óïîðÿäî÷èì Xn è ∆n

ñîãëàñíî Γ è îáîçíà÷èì ÷åðåç ψn êâàçèòîæäåñòâî

∀x0 . . . ∀xln &∆n(x0, . . . , xln) −→ An(x0, . . . , xln).

Ïóñòü Ψ = {ψn | n < ω}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà I ⊆ ω ïîëîæèì

ΨI = {ψi | i /∈ I}, KI = {Ci | i ∈ I}, RI = ModΨI ∩M.



184 À.Â.Êðàâ÷åíêî, À.Ì.Íóðàêóíîâ, Ì.Â.Øâèäå�ñêè

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 6.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî RI ∩ C = KI è

ΨI ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì áàçèñîì êâàçèòîæäåñòâ äëÿ RI îòíîñèòåëü-

íî M.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñîãëàñíî [5, ïðåäëîæ. 2.1.17℄ è îïðåäåëå-

íèþ 5.1 êëàññ RI ñîñòîèò èç ñèñòåì êëàññà M, â êîòîðûå íå âëîæèìà

íè îäíà ñèñòåìà èç Kω\I . �àâåíñòâî RI ∩ C = KI ñëåäóåò èç (C1), ñì.

îïðåäåëåíèå 5.1. Åñëè I = ω, òî ΨI = ∅ è RI = M. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

íàéä¼òñÿ n /∈ I. Òîãäà Cn 6|= ψn è Cn |= ψm äëÿ ëþáîãî m 6= n â ñèëó [5,

ïðåäëîæ. 2.1.17℄ è (C1). Ñëåäîâàòåëüíî, Cn ∈ ModΨI∪{n}\RI . Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ΨI � íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ äëÿ RI îòíîñèòåëüíî M. ✷

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 6.2. Åñëè RI = RJ , òî I = J .

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 6.3. Åñëè ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî

îïðåäåë¼ííûõ â M ñèñòåì ðàçðåøèìà â RI , òî I � âû÷èñëèìîå ìíî-

æåñòâî.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ

êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ â M ñèñòåì ðàçðåøèìà â RI . Òîãäà ìíîæåñòâî

B =
{

c
(

ν
(

Γ(X)
)

, ν
(

Γ(∆)
))

| FM(X,∆) ∈ RI

}

ðàçðåøèìî, ò. å. åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χ âû÷èñëèìà. Òàê

êàê C � ý��åêòèâíûé C-êëàññ, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ∆ = {(Xn,∆n, An) | n < ω}, ñì. îïðåäåëåíèå 6.1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ f , òàêàÿ ÷òî c
(

ν
(

Γ(Xn)
)

, ν
(

Γ(∆n)
))

=

= f(n) äëÿ êàæäîãî n < ω. Ïî óòâåðæäåíèþ 6.1 ìíîæåñòâî I = {n < ω |

Cn ∈ RI} =
{

n < ω | χ
(

f(n)
)

= 1
}

âû÷èñëèìî. ✷

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 6.4. Óñëîâèå ψn ∈ Thq(RI) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî n < ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n /∈ I.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü n < ω � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî è

n ∈ I. Òîãäà Cn ∈ KI ⊆ RI è Cn 6|= ψn. Ñëåäîâàòåëüíî, ψn /∈ Thq(RI). Åñëè

n /∈ I, òî RI |= ψn ïî îïðåäåëåíèþ RI . ✷
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ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 6.5. Åñëè òåîðèÿ Thq(RI) ðàçðåøèìàÿ, òî

ìíîæåñòâî ω\I áóäåò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî ëåììå 6.2 ìíîæåñòâî Ψ ïåðå÷èñëèìî. Åñ-

ëè òåîðèÿ Thq(RI) ðàçðåøèìà, òî ìíîæåñòâî Thq(RI) ∩ Ψ ïåðå÷èñëèìî.

Ìíîæåñòâî ω\I = {n < ω | ψn ∈ Thq(RI)} âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 6.4. ✷

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîäìíîæåñòâ I ⊆ ω,

òàêèõ ÷òî íè I, íè ω\I íå áóäóò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìû. ✷

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç [2, ïðåäëîæ. 1℄.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6.5. Ïóñòü σ � êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà, M ⊆ K(σ) �

êâàçèìíîãîîáðàçèå, è C = {Cn | n < ω} ⊆ M � ý��åêòèâíûé êîíå÷íûé

C-êëàññ îòíîñèòåëüíî M. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîäêâàçèìíîãî-

îáðàçèé K ⊆ M, òàêèõ ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼í-

íûõ â M ñèñòåì íåðàçðåøèìà â K, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ

ñèñòåì íåðàçðåøèìà â K, êâàçèýêâàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ K íåðàçðåøèìà,

íî ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ äëÿ K îòíîñèòåëü-

íî M.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 6.4, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî

îïðåäåë¼ííûõ â M ñèñòåì íåðàçðåøèìà â K.

Òàê êàê C � êîíå÷íûé C-êëàññ, êàæäàÿ ñèñòåìà Cn êîíå÷íà, è ñëå-

äîâàòåëüíî êîíå÷íî îïðåäåëåíà â M. (Êàê îòìå÷åíî âûøå, íåñëîæíî ïî-

ëó÷èòü îïðåäåëÿþùóþ ïàðó èç àòîìàðíîé äèàãðàììû.) Ïîâòîðÿÿ äîêàçà-

òåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6.1, óñòàíîâèì, ÷òî ΨI � íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçè-

òîæäåñòâ äëÿ RI îòíîñèòåëüíî M. Áîëåå òîãî, n ∈ I òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Cn ∈ R
f
I , à RI = RJ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I = J .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì ðàçðå-

øèìà â RI . Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χ′
ìíîæåñòâà

B′ =
{

ν
(

Γ(DA)
)

| A ∈ R
f
I

}

âû÷èñëèìà. Òàê êàê C � ý��åêòèâíûé C-êëàññ, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆ = {(Xn,∆n, An) | n < ω}, ñì. îïðåäåëåíèå 6.1. Ïî-
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ýòîìó ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå �óíêöèè f è g, òàêèå ÷òî f(n) = Γ(Xn) è

g(n) = Γ(∆n) äëÿ êàæäîãî n < ω, ò. å. ìîæíî ý��åêòèâíî âîññòàíîâèòü

íîñèòåëü Cn è ïîçèòèâíóþ ÷àñòü àòîìàðíîé äèàãðàììû. Çíà÷èò, ñóùå-

ñòâóåò âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ h, òàêàÿ ÷òî h(n) = Γ(DCn
). Äåéñòâèòåëüíî,

íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

DCn
= ∆n ∪ {¬ϕ | ϕ /∈ ∆n},

ãäå ϕ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ �îðìóë ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåí-

íûìè èç Xn. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 6.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ìíîæåñòâî I = {n < ω | Cn ∈ RI} =
{

n < ω | χ′
(

h(n)
)

= 1
}

âû÷èñëèìî.

Îñòà¼òñÿ ïîâòîðèòü çàêëþ÷èòåëüíóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 6.4. ✷

� 7. Ïðèëîæåíèÿ

Ìû ïðèâåä¼ì ðÿä ïðèëîæåíèé äëÿ [1, òåîð. 4.2℄. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà

òåîðåìà ïîçâîëÿåò åäèíîîáðàçíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå èçâåñòíûå è íîâûå

ðåçóëüòàòû.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 7.1. Ïóñòü K � îäèí èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

(i) ìíîãîîáðàçèå U âñåõ óíàðîâ;

(ii) ìíîãîîáðàçèå R âñåõ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé;

(iii) êâàçèìíîãîîáðàçèå G îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ;

(iv) ìíîãîîáðàçèå MV MV -àëãåáð (àëãåáð Âàéñáåðãà);

(v) ìíîãîîáðàçèå Cmn êàíòîðîâûõ àëãåáð, ãäå 0 < m < n < ω;

(vi) ìíîãîîáðàçèå Ac òî÷å÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï;

(vii) ìíîãîîáðàçèå M0,1 ìîäóëÿðíûõ (0, 1)-ðåø¼òîê;

(viii) ñïåöèàëüíîå ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ U2
0 âñåõ àë-

ãåáð ñèãíàòóðû σ = {f, g, c}, ãäå f è g � óíàðíûå �óíêöèîíàëüíûå ñèì-

âîëû, à c � êîíñòàíòíûé ñèìâîë.

Òîãäà ñóùåñòâóþò 2ω ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé êâàçèìíîãîîáðàçèÿ K,

íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â ðåø¼òêå Lq(K) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íî
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ðàçáèâàåìîãî áàçèñà êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K, íî èìåþùèõ ω-

íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 7.2. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäñòâèÿ 7.1 ÷àñòè÷íî äîêàçàë

Â.Ê.Êàðòàøîâ [7, òåîð. 4℄. Óòâåðæäåíèå (iii) ñëåäñòâèÿ 7.1 ÷àñòè÷íî äîêà-

çàë Ñ.Â.Ñèçûé [8, òåîð. 4℄. Óòâåðæäåíèå (vi) ñëåäñòâèÿ 7.1 ÷àñòè÷íî äî-

êàçàëè À.Áàøååâà è ñîàâòîðû [2, òåîð. 7℄. Óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê óòâåð-

æäåíèþ (viii), äîêàçàë Â.À. �îðáóíîâ [5, 9℄, ñì. òàêæå [10℄.

Èç [1, ïðåäëîæ. 3.3℄ è (ïðèâîäèìîãî íèæå äîêàçàòåëüñòâà) ñëåä-

ñòâèÿ 7.1 ïîëó÷àåì èçâåñòíûé �àêò, ÷òî êàæäûé èç óïîìÿíóòûõ â �îð-

ìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ 7.1 êëàññîâ ñîäåðæèò AD-êëàññ, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ

Q-óíèâåðñàëüíûì, ñì. [1, òåîð. 3.2℄.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ìû ïðèâåä¼ì êðàòêèå íàáðîñêè äîêàçà-

òåëüñòâ óòâåðæäåíèé. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F ⊂ ω ïîëîæèì [F ] =

=
∏

i∈F

pi, ãäå pi îáîçíà÷àåò i-å ïðîñòîå ÷èñëî äëÿ êàæäîãî i < ω; â ÷àñò-

íîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî [∅] = 1. Äëÿ êàæäîãî èç âûøåóïîìÿíóòûõ êëàññîâ

íàéä¼ì B-êëàññ îòíîñèòåëüíî K. Òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç [1,

òåîð. 4.2℄.

(i) Ïóñòü F ∈ Pfin(ω), è AF � 1-ïîðîæä¼ííûé öèêë â U äëèíû [F ].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} � êîíå÷íûé B-êëàññ

îòíîñèòåëüíî U.

(ii) Ïóñòü ∅ 6= F ∈ Pfin(ω), è AF � öèêëè÷åñêîå êîëüöî ïîðÿäêà [F ].

×åðåç A∅ îáîçíà÷èì òðèâèàëüíîå êîëüöî. Òîãäà A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} �

êîíå÷íûé B-êëàññ îòíîñèòåëüíî R.

(iii) Ïóñòü C� êâàçèìíîãîîáðàçèå àíòèðå�ëåêñèâíûõ îðèåíòèðîâàí-

íûõ ãðà�îâ, îïðåäåë¼ííîå êâàçèòîæäåñòâàìè

∀xyz E(x, z)&E(y, z) −→ x = y,

∀xyz E(z, x)&E(z, y) −→ x = y.

Êàê ïîêàçàíî â [11℄, êâàçèìíîãîîáðàçèå C ÿâëÿåòñÿ Q-óíèâåðñàëüíûì.

Ïóñòü ∅ 6= F ∈ Pfin(ω), è AF îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííûé ãðà�

〈

{0, . . . , [F ] − 1};E
〉

, òàêîé ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i, j < [F ] âûïîëíÿåòñÿ
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(i, j) ∈ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ≡ i+1
(

mod [F ]
)

. ×åðåç A∅ îáîçíà-

÷èì òðèâèàëüíûé ãðà�, ò. å. A∅ =
〈

{0}; {(0, 0)}
〉

. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} ⊆ C � êîíå÷íûé B-êëàññ îòíîñèòåëüíî C. Îñòà-

¼òñÿ ïðèìåíèòü [1, òåîð. 4.2; 5, ïðåäëîæ. 6.3.1℄, ò. ê. êâàçèìíîãîîáðàçèå C

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî áàçèðóåìûì.

(iv) Ì.Å.Ýäàìñ è Â.Äç¼áÿê [12, ñ. 1057℄ äëÿ êàæäîãî n < ω ïî-

ñòðîèëè êîíå÷íóþ ïðîñòóþ àëãåáðó Wn, íå èìåþùóþ ñîáñòâåííûõ ïîäàë-

ãåáð (êðîìå 2-ýëåìåíòíîé ïîäàëãåáðû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�-

íûì îáðàçîì Wn). Ñîãëàñíî [12, ñëåä. 3.44; 1, ñëåä. 2.8℄ êëàññ A =

= {AF | F ∈ Pfin(ω)} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì B-êëàññîì îòíîñèòåëüíî MV,

ãäå AF =
∏

n∈F

Wn äëÿ êàæäîãî F ∈ Pfin(ω). Áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [4, 12℄.

(v) Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìèíèìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå C1k, ãäå 1 <

< k < ω. Ì.Ñ.Øåðåìåò [13℄ ïîñòðîèë êëàññ {CF | F ∈ Pfin(ω)} ⊆ C1k

êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ â C1k ñèñòåì, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáûõ F,G ∈ Pfin(ω)

� ñèñòåìà C∅ òðèâèàëüíà;

� ñèñòåìà CF âëîæèìà â ñèñòåìó CG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F = G;

� ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì ξ : 2F → ConCF , äëÿ êîòîðîãî CF/ξ(G) ∼=

∼= CF\G ïðè G ⊆ F .

Áîëåå òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâà [13, ëåììà 3.1℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-

áûõ m è n, 0 < m < n < ω, ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå Dmn ⊆ Cmn, êî-

íå÷íî áàçèðóåìîå îòíîñèòåëüíî Cmn è òåðìàëüíî ýêâèâàëåíòíîå C1(n−m).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êëàññ A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} ⊆ Dmn, óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (B0), (B6) è (B7) îòíîñèòåëüíî Dmn. Ñîãëàñíî [1,

ñëåä. 2.7℄ êëàññ A ÿâëÿåòñÿ B-êëàññîì îòíîñèòåëüíî Dmn. Îñòà¼òñÿ âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ [1, òåîð. 4.2℄ è [5, ïðåäëîæ. 6.3.1℄.

(vi) Ïóñòü ∅ 6= F ∈ Pfin(ω) è

AF =
〈

{0, . . . , [F ]− 1}; 0,+,−, c
〉

,

ãäå

〈

{0, . . . , [F ]−1}; 0,+,−
〉

� ýòî [F ]-öèêëè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà è cAF =

= 1. ×åðåç A∅ îáîçíà÷èì òðèâèàëüíóþ àëãåáðó. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåð-

êà ïîêàçûâàåò, ÷òî A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} � êîíå÷íûé B-êëàññ îòíîñè-
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òåëüíî Ac. Áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [14℄.

(vii) Äëÿ ëþáîãî i < ω ÷åðåç Fi îáîçíà÷àåì pi-ýëåìåíòíîå ïîëå

ïðîñòîãî ïîðÿäêà, à ÷åðåç Sub(F 4
i ) � ðåø¼òêó ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

4-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Fi. �.Ôðèç [15℄ ïîêàçàë, ÷òî

Sub(F 4
i ) � ïðîñòàÿ ïðîåêòèâíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà äëÿ ëþáîãî i < ω.

Áîëåå òîãî, ðåø¼òêà Sub(F 4
i ) âëîæèìà â ðåø¼òêó Sub(F 4

j ) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà i = j. Äëÿ êàæäîãî F ∈ Pfin(ω) ïîëîæèì AF =
∏

i∈F
Sub(F 4

i ), è

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ñèñòåìû êàê (0, 1)-ðåø¼òêè. ×åðåç A∅ îáîçíà-

÷èì òðèâèàëüíóþ (0, 1)-ðåø¼òêó. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî F ∈ Pfin(ω) óñëîâèå θ ∈ ConAF âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà θ � ðåø¼òî÷íàÿ êîíãðóýíöèÿ íà AF . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî-

îáðàçèå M0,1 êîíãðóýíö-äèñòðèáóòèâíî è îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôðåéçåðà�

Õîðíà, ñì. [16, òåîð. I.3.13℄. Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû èç äîêàçàòåëüñòâà [1,

ñëåä. 2.8℄, çàêëþ÷àåì, ÷òî êëàññ A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (B6).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà F ∈ Pfin(ω) ñèñòåìà

AF íå èìååò òðèâèàëüíûõ ïîäñèñòåì. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ãîìîìîð�èçìà

f : AF → A{i}, ãäå i < ω, ñèñòåìà f(AF ) íåòðèâèàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

ker f 6= 1AF
. Ñîãëàñíî (B6) (ñì. âûøå) ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî

G ⊆ F , òàêîå ÷òî f(AF )∼=AG ≤ A{i}. Åñëè j ∈ G, òî ñóùåñòâóåò ãîìî-

ìîð�èçì h èç f(AF ) íà A{j}. Òàê êàê h � ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîð�èçì,

ñóùåñòâóåò ðåø¼òî÷íîå âëîæåíèå A{j} â f(AF ), à f(AF ), â ñâîþ î÷åðåäü,

ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé A{i}. Ïîýòîìó A{j} âëîæèìà â A{i}. Òîãäà i = j ∈ F

è f(AF )∼=A{i}. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (B′
3). Ñîãëàñíî [1,

ñëåä. 2.8℄ êëàññ A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì B-êëàññîì îòíîñèòåëüíî M0,1.

(viii) Ïóñòü K ⊆ U2
0 îïðåäåëÿåòñÿ êâàçèòîæäåñòâàìè

f(c) = g(c) = c,

∀x fg(x) = gf(x) = x,

∀x f(x) = x −→ x = c,

∀xy f(x) = g(x) −→ x = y.
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Ïîëîæèì Cn =
〈

{c, 0, . . . , n− 1};σ
〉

äëÿ n < ω, ãäå

f(k) = k + 1(modn), g(k) = k − 1(modn) ïðè 0 6 k < n,

f(c) = g(c) = c.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî A = {C[F ] | F ∈ Pfin(ω)} � B-êëàññ îòíîñèòåëü-

íî K. ✷

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî [1, òåîð. 4.2℄ ïðèìåíèìà ê êâàçèìíîãîáðàçèÿì,

ÿâëÿþùèìñÿ óíèâåðñàëüíûìè â ñìûñëå òåîðèè êàòåãîðèé.

Ïóñòü K � êâàçèìíîãîîáðàçèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì êîíå÷íîé ñèã-

íàòóðû. Íàïîìíèì, ÷òî K íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè ëþáàÿ êàòå-

ãîðèÿ àëãåáð êîíå÷íîé ñèãíàòóðû (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êàòåãîðèÿ G

îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ è èõ ãîìîìîð�èçìîâ) èçîìîð�íà ïîëíîé ïîä-

êàòåãîðèè êàòåãîðèè K. Åñëè âëîæåíèå G â K ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïî-

ìîùüþ �óíêòîðà F : G → K, ïåðåâîäÿùåãî êàæäûé êîíå÷íûé îðèåíòè-

ðîâàííûé ãðà� â êîíå÷íóþ ñèñòåìó, òî êâàçèìíîãîîáðàçèå K íàçûâàåòñÿ

�-óíèâåðñàëüíûì.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 7.3. Â ëþáîì �-óíèâåðñàëüíîì êâàçèìíîãîîáðàçèè K ⊆

⊆ K(σ) íàéä¼òñÿ ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå M ⊆ K, ñîäåðæàùåå êîíå÷íûé

B-êëàññ îòíîñèòåëüíî M. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò 2ω ïîäêâàçèìíîãî-

îáðàçèé êâàçèìíîãîîáðàçèÿ M, íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â ðåø¼òêå Lq(M)

è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íî ðàçáèâàåìîãî áàçèñà êâàçèòîæäåñòâ îòíîñè-

òåëüíî M, íî èìåþùèõ ω-íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ îòíîñè-

òåëüíî M.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü K � �-óíèâåðñàëüíîå êâàçèìíîãîîá-

ðàçèå. Ì.Å.Ýäàìñ è Â.Äç¼áÿê [17℄ ïîñòðîèëè êîíå÷íûé AD-êëàññ A =

= {AF | F ∈ Pfin(ω)} ⊆ K. Ïîëîæèì M = Q
(

AF | F ∈ Pfin(ω)
)

. Òîãäà

óñëîâèÿ (B0)�(B2) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êëàññà A îòíîñèòåëüíî M.

Ïóñòü F ∈ Pfin(ω), f : AF → B � ãîìîìîð�èçì è B ∈ M. Ñèñòåìà B

êîíå÷íàÿ, å¼ ñèãíàòóðà òîæå êîíå÷íà. Ïîýòîìó îíà êîíå÷íî îïðåäåëåíà, è

ðåø¼òêà ConMB êîíå÷íà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

B6∼=A∅. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (B0)�(B2), ïîëó÷àåì

B ∈ M = Q
(

A{i} | i < ω
)

= LsPs

(

A{i} | i < ω
)

.
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Ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ l-ïðîåêòèâíîé ñîãëàñíî [5, òåîð. 2.4.1℄. Ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóþò íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ∈ Pfin(ω) è êîíå÷íûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà

Gi, i ∈ G, òàêèå ÷òî B ≤
∏

i∈G
A

Gi

{i}. Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà A, ñì. [17,

ñ. 263�264℄, è [17, ëåììà 4.6℄ ñëåäóåò, ÷òî B∼=AG ∈ A è G ⊆ F . Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî óñëîâèÿ (B3) è (B4) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êëàññà A îòíîñèòåëüíî M.

Èòàê, A óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ B-êëàññà îòíîñèòåëüíî M. Îñòà¼òñÿ

ïðèìåíèòü [1, òåîð. 4.2℄. ✷

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 7.4. Ïóñòü K � îäèí èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

(i) ìíîãîîáðàçèå (0, 1)-ðåø¼òîê, ñîäåðæàùåå êîíå÷íóþ íåäèñòðèáó-

òèâíóþ ïðîñòóþ (0, 1)-ðåø¼òêó;

(ii) ìíîãîîáðàçèå ìîäóëÿðíûõ (0, 1)-ðåø¼òîê, ñîäåðæàùåå ðåø¼ò-

êó M3 (äèàìàíò);

(iii) êâàçèìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ áåç ïåòåëü, ñî-

äåðæàùåå íåäâóäîëüíûé ãðà�;

(iv) êâàçèìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ, ñîäåðæàùåå

äâóõýëåìåíòíûé ãðà� A ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí {a, b} è ìíîæåñòâîì

ð¼áåð {(a, b), (b, a), (b, b)};

(v) êâàçèìíîãîîáðàçèå Q(Z3) ∩ Q(Z4), ãäå Zi =
〈

{0, . . . , i − 1};∨,¯
〉

,

ñèñòåìà

〈

{0, . . . , i − 1};∨
〉

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëóðåø¼òêîé ñ 0 < . . . <

< i − 1 ïðè i ∈ {3, 4}, 0̄ = 0, 1̄ = 2 , 2̄ = 1 äëÿ i = 3 è 0̄ = 1, 1̄ = 0, 2̄ = 3,

3̄ = 2 äëÿ i = 4.

Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå K′ ⊆ K, äëÿ êîòîðîãî ñóùå-

ñòâóþò 2ω ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé êâàçèìíîãîîáðàçèÿ K′
, íå èìåþùèõ ïî-

êðûòèé â ðåø¼òêå Lq(K′) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íî ðàçáèâàåìîãî áàçè-

ñà êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K′
, íî èìåþùèõ ω-íåçàâèñèìûé áàçèñ

êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K′
.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. (i) Êàê ïîêàçàíî â [18℄, åñëè ìíîãîîáðàçèå

(0, 1)-ðåø¼òîê ñîäåðæèò êîíå÷íóþ íåäèñòðèáóòèâíóþ ïðîñòóþ (0, 1)-ðå-

ø¼òêó, òî îíî �-óíèâåðñàëüíî.

(ii) Òàê êàê M3 � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ìîäóëÿðíàÿ íåäèñòðèáóòèâíàÿ

ðåø¼òêà, òðåáóåìîå ñðàçó ñëåäóåò èç ï. (i).



192 À.Â.Êðàâ÷åíêî, À.Ì.Íóðàêóíîâ, Ì.Â.Øâèäå�ñêè

(iii) Êàê ïîêàçàíî â [19, 20℄, åñëè êâàçèìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòèðî-

âàííûõ ãðà�îâ ñîäåðæèò íåäâóäîëüíûé ãðà�, òî îíî �-óíèâåðñàëüíîå.

(iv) Ñîãëàñíî [19, òåîð. 1.2℄ êâàçèìíîãîîáðàçèå, ïîðîæä¼ííîå A, ÿâ-

ëÿåòñÿ �-óíèâåðñàëüíûì.

Â êàæäîì èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü òåî-

ðåìó 7.3.

(v) Â.Äç¼áÿê [20℄ ïîñòðîèë êëàññ {Ai | i < ω} ⊆ Q(Z3) ∩ Q(Z4)

êîíå÷íûõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (P) èç [1, ñëåä. 2.9℄. Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ýòî ñëåäñòâèå è [1, òåîð. 4.2℄. ✷

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 7.5. Òåîðåìà 7.3 òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê êâà-

çèìíîãîîáðàçèÿì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è (îãðàíè÷åííûõ)

äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê ñ âûäåëåííûìè êîíñòàíòàìè, ñì. [22℄ è îáñóæ-

äåíèå â [17, � 1℄. Óòâåðæäåíèå (iii) ñëåäñòâèÿ 7.4 ÷àñòè÷íî äîêàçàëè

À.Â.Êðàâ÷åíêî è À.Â.ßêîâëåâ [23, òåîð. 9℄. Q-óíèâåðñàëüíîñòü êâàçèì-

íîãîîáðàçèÿ Q(Z3) ∩Q(Z4) èç óòâåðæäåíèÿ (v) óñòàíîâèë Â. Äç¼áÿê [21℄.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå ê [1, òåîð. 4.2℄ óòâåðæäåíèå, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåâåðíîå.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 7.6. Ñóùåñòâóåò ìíîãîîáðàçèå M àëãåáð, òà-

êîå ÷òî

(i) ñóùåñòâóþò 2ω ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé K ⊆ M, íå èìåþùèõ êî-

íå÷íî ðàçáèâàåìîãî áàçèñà êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî M, íî èìåþ-

ùèõ ω-íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî M;

(ii) íå ñóùåñòâóåò B-êëàññîâ îòíîñèòåëüíî M.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñîãëàñíî [24℄ ìíîãîîáðàçèå D äè��åðåíöè-

àëüíûõ ãðóïïîèäîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i), ñì. òàêæå [2, òåîð. 5℄. Ñî-

ãëàñíî [24; 25, òåîð. 2℄ ìèíèìàëüíîå Q-óíèâåðñàëüíîå ìíîãîîáðàçèå K3

óíàðíûõ àëãåáð ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè äâà ìíîãîîáðàçèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (ii). Çà-

ìåòèì, ÷òî êàæäîå èç íèõ èìååò íàèìåíüøåå íåòðèâèàëüíîå ïîäìíîãîîáðà-

çèå. Äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ ãðóïïîèäîâ ýòî ìíîãîîáðàçèå D0,1 ãðóïïîè-

äîâ ñ íóëåâûì ëåâûì óìíîæåíèåì, ïîðîæä¼ííîå äâóõýëåìåíòíûì ãðóïïî-
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èäîì G0, ñì. [26, òåîð. 5.6.3, 8.4.14℄. Äëÿ óíàðíûõ àëãåáð ýòî ìíîãîîáðàçèå

K12, ïîðîæä¼ííîå äâóõýëåìåíòíîé àëãåáðîéM, ñì. [27, ëåììà 1℄. Íåòðóäíî

ïîíÿòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì èç êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî äè��å-

ðåíöèàëüíîãî ãðóïïîèäà (êàæäîé íåòðèâèàëüíîé àëãåáðû èç K3) íà G0

(ñîîòâåòñòâåííî íà M). Ïîýòîìó óñëîâèå (B5) íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êà-

êîãî êëàññà A = {AF | F ∈ Pfin(ω)} ⊆ M. ✷

Ïðèâåä¼ì ïðèëîæåíèÿ òåîðåì 6.4 è 6.5. Â ñâÿçè ñî ñëåäñòâèåì 7.7

çàìåòèì, ÷òî Ë.Â.Øàáóíèí [28℄ äîêàçàë íàñëåäñòâåííóþ íåðàçðåøèìîñòü

ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìíîãîîáðàçèé âèäà Cmn.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 7.7. Äëÿ ëþáûõ 0 < m < n < ω ñóùåñòâóåò êîí-

òèíóóì ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ Cmn êàíòîðîâûõ àëãåáð, äëÿ

êîòîðûõ íåðàçðåøèìû ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ ñè-

ñòåì â Cmn è êâàçèýêâàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ, íî êîòîðûå èìåþò íåçàâè-

ñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 7.1(v) è ëåì-

ìû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 1 êëàññ C = {C{n} | n < ω} ÿâ-

ëÿåòñÿ C-êëàññîì îòíîñèòåëüíî C1k, ñîñòîÿùèì èç ïðîñòûõ ñèñòåì. Ñî-

ãëàñíî [13℄ ýòîò C-êëàññ ý��åêòèâíûé. Èç äîêàçàòåëüñòâà [13, ëåììà 3.1℄

äëÿ ëþáûõ m è n, òàêèõ ÷òî 0 < m < n < ω, ñóùåñòâóåò ïîäìíîãî-

îáðàçèå Dmn ⊆ Cmn, òåðìàëüíî ýêâèâàëåíòíîå C1(n−m). Ïîýòîìó ïðè

0 < m < n < ω ìíîãîîáðàçèå Cmn ñîäåðæèò ý��åêòèâíûé C-êëàññ îò-

íîñèòåëüíî ñàìîãî ñåáÿ. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 6.4. ✷

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 7.8. Ïóñòü K � îäèí èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

(i) ìíîãîîáðàçèå U âñåõ óíàðîâ;

(ii) ìíîãîîáðàçèå R âñåõ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé;

(iii) ìíîãîîáðàçèå MV MV -àëãåáð (àëãåáð Âàéñáåðãà);

(iv) ìíîãîîáðàçèå Ac òî÷å÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï;

(v) ñïåöèàëüíîå ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ U2
0 âñåõ àëãåáð

ñèãíàòóðû σ = {f, g, c}, ãäå f , g � óíàðíûå �óíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû, c �

êîíñòàíòíûé ñèìâîë;

(vi) ìíîãîîáðàçèå D äè��åðåíöèàëüíûõ ãðóïïîèäîâ;
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(vii) êâàçèìíîãîîáðàçèå G îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ;

(viii) ìíîãîîáðàçèå (0, 1)-ðåø¼òîê, ñîäåðæàùåå êîíå÷íóþ íåäèñòðè-

áóòèâíóþ ïðîñòóþ (0, 1)-ðåø¼òêó;

(ix) ìíîãîîáðàçèå ìîäóëÿðíûõ (0, 1)-ðåø¼òîê, ñîäåðæàùåå ðåø¼ò-

êó M3 (äèàìàíò);

(x) êâàçèìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ áåç ïåòåëü, ñîäåð-

æàùåå íåäâóäîëüíûé ãðà�;

(xi) êâàçèìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ, ñîäåðæàùåå

äâóõýëåìåíòíûé ãðà� A ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí {a, b} è ìíîæåñòâîì

ð¼áåð {(a, b), (b, a), (b, b)};

(xii) êâàçèìíîãîîáðàçèå Q(Z3) ∩Q(Z4), ãäå Zi =
〈

{0, . . . , i− 1};∨,¯
〉

,

ñèñòåìà

〈

{0, . . . , i − 1};∨
〉

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëóðåø¼òêîé ñ 0 < . . . <

< i − 1 ïðè i ∈ {3, 4}, 0̄ = 0, 1̄ = 2 , 2̄ = 1 äëÿ i = 3 è 0̄ = 1, 1̄ = 0, 2̄ = 3,

3̄ = 2 äëÿ i = 4;

(xiii) êâàçèìíîãîîáðàçèå V1,1 óíàðíûõ àëãåáð ñ äâóìÿ �óíêöèîíàëü-

íûìè ñèìâîëàìè.

Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå K′ ⊆ K, òàêîå ÷òî ñóùå-

ñòâóþò 2ω ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé êâàçèìíîãîîáðàçèÿ K′
ñ íåðàçðåøèìû-

ìè ïðîáëåìàìè âõîæäåíèÿ äëÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ â K′
ñèñòåì è êî-

íå÷íûõ ñèñòåì, è ñ íåðàçðåøèìîé êâàçèýêâàöèîíàëüíîé òåîðèåé, íî èìå-

þùèõ íåçàâèñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K′
. Â óòâåð-

æäåíèÿõ (i)�(vi) ìîæíî ïîëîæèòü K′ = K.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâàì ñëåäñòâèé 7.1 è 7.4

êàæäûé êëàññ èç óòâåðæäåíèé (i)�(v) ñîäåðæèò êîíå÷íûé B-êëàññ îòíî-

ñèòåëüíî ñàìîãî ñåáÿ, à êàæäûé êëàññ K èç óòâåðæäåíèé (vii)�(xi) ñî-

äåðæèò êîíå÷íûé B-êëàññ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîäêâàçèìíîãîîáðà-

çèÿ K′ ⊆ K. Ïîýòîìó êàæäûé êëàññ, óïîìÿíóòûé â óòâåðæäåíèÿõ (i)�(v)

(óòâåðæäåíèÿõ (vii)�(xi)), óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 5.2 è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ñîäåðæèò êîíå÷íûé C-êëàññ îòíîñèòåëüíî K (îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîãî ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèÿ K′ ⊆ K ñîîòâåòñòâåííî). Â êàæäîì èç

ýòèõ ñëó÷àåâ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óêàçàííûé C-êëàññ ý��åê-

òèâíûé.
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�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå D èç óòâåðæäåíèÿ (vi). Â [29℄ îïðåäåëå-

íû ñëåäóþùèå ñèñòåìû, ñì. òàêæå [24, 30℄. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî

öåëîãî ÷èñëà n ïîëîæèì Dn =
〈

{0, 1, . . . , n− 1,∞}; ·
〉

, ãäå

i · j = i äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1};

∞ · i = ∞ äëÿ ëþáîãî i ∈ {0, 1, . . . , n − 1,∞};

i · ∞ = i+ 1(mod n) äëÿ ëþáîãî i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Ïîëîæèì C = {Dpn | 0 < n < ω}. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî êîíå÷íûé

C-êëàññ, ñì. [2, ëåììà 3℄. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êëàññ C ý�-

�åêòèâíûé.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [21℄ è ëåììû 5.3 ñëåäóåò, ÷òî êâàçèìíîãî-

îáðàçèå Q(Z3) ∩ Q(Z4) èç óòâåðæäåíèÿ (xii) ñîäåðæèò êîíå÷íûé C-êëàññ

îòíîñèòåëüíî Q(Z3) ∩ Q(Z4). Íàêîíåö, ñîãëàñíî [25℄ êâàçèìíîãîîáðàçèå

V1,1 èç óòâåðæäåíèÿ (xiii) ñîäåðæèò êîíå÷íûé AD-êëàññ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé âñåì óñëîâèÿì ëåììû 5.3. Ïî ëåììå 5.2 êàæäûé èç êëàññîâ, óïîìÿíó-

òûõ â óòâåðæäåíèÿõ (xii) è (xiii), ñîäåðæèò êîíå÷íûé C-êëàññ îòíîñèòåëü-

íî íåêîòîðîãî ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèÿ K′ ⊆ K. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

óêàçàííûå C-êëàññû äëÿ óòâåðæäåíèé (xii) è (xiii) ý��åêòèâíû. Îñòà¼òñÿ

ïðèìåíèòü òåîðåìó 6.5. ✷

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 7.10. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäñòâèÿ 7.8 äîêàçàíî â [31℄.

Ñëàáûå âåðñèè óòâåðæäåíèé (iv), (vi) è (vii) äîêàçàíû â [2, òåîð. 2�4℄, ñì.

òàêæå [2, ñëåä. 3℄. Ñëåäñòâèå 7.8 íå äà¼ò ïîëíûé ïåðå÷åíü âñåõ êëàññîâ, ê

êîòîðûì ïðèìåíèìû òåîðåìû 6.4 è 6.5; èçâåñòíî ìíîãî äðóãèõ ïîäîáíûõ

ïðèìåðîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò èçâåñòíûå �àêòû î êâàçèìíîãîîáðà-

çèÿõ ãðà�îâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ðàíåå ïîëó÷åíà â [17, 19, 20, 23, 30℄.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 7.10. Äëÿ ëþáîãî êâàçèìíîãîîáðàçèÿ Q íåîðèåíòèðî-

âàííûõ ãðà�îâ áåç ïåòåëü ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) êâàçèìíîãîîáðàçèå Q ñîäåðæèò íåäâóäîëüíûé ãðà�;

(ii) ìîùíîñòü ðåø¼òêè Lq(Q) ðàâíà 2ω;

(iii) êâàçèìíîãîîáðàçèå Q ÿâëÿåòñÿ Q-óíèâåðñàëüíûì;
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(iv) êâàçèìíîãîîáðàçèå Q ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì;

(v) êâàçèìíîãîîáðàçèå Q ÿâëÿåòñÿ �-óíèâåðñàëüíûì;

(vi) ñóùåñòâóþò 2ω ïîäêëàññîâK ⊆ Q, òàêèõ ÷òî ìíîæåñòâî (òè-

ïîâ èçîìîð�èçìà) êîíå÷íûõ ïîäðåø¼òîê ðåø¼òêè Lq(K) íåâû÷èñëèìîå;

(vii) ñóùåñòâóåò ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå K ⊆ Q, òàêîå ÷òî â ðåø¼ò-

êå Lq(K) åñòü 2ω ýëåìåíòîâ, íå èìåþùèõ ïîêðûòèé;

(viii) ñóùåñòâóåò ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå K ⊆ Q, òàêîå ÷òî â ðå-

ø¼òêå Lq(K) åñòü 2ω ýëåìåíòîâ áåç êîíå÷íî ðàçáèâàåìîãî áàçèñà êâà-

çèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K, íî ñ ω-íåçàâèñèìûì áàçèñîì êâàçèòîæ-

äåñòâ îòíîñèòåëüíî K;

(ix) ñóùåñòâóåò ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèå K ⊆ Q, òàêîå ÷òî â ðåø¼ò-

êå Lq(K) åñòü 2ω ýëåìåíòîâ ñ íåðàçðåøèìûìè ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ äëÿ

êîíå÷íûõ ñèñòåì è êâàçèýêâàöèîíàëüíîé òåîðèåé, íî èìåþùèõ íåçàâè-

ñèìûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî K.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. �àâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (i)�(vi) óñòà-

íîâëåíà â [17, 19, 20, 30℄. Ïî òåîðåìå 7.3 èç óòâåðæäåíèÿ (v) ñëåäóþò óòâåð-

æäåíèÿ (vii) è (viii). Ïî ñëåäñòâèþ 7.8 èç óòâåðæäåíèÿ (v) òàêæå ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå (ix). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç óòâåðæäåíèé (vii)�(ix) âëå÷¼ò

óòâåðæäåíèå (ii). ✷

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò ñâîþ ïðèçíàòåëüíîñòü Í.Ò.Êîãàáà-

åâó, êîòîðûé ïîìîã íàéòè ïîäõîäÿùóþ �îðìóëèðîâêó òåîðåìû 6.4, à òàê-

æå Â.À.Äç¼áÿêó è ðåöåíçåíòó, êîòîðûå âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàëè ðóêîïèñü

è ñâîèìè çàìå÷àíèÿìè è ïðåäëîæåíèÿìè ïîìîãëè óëó÷øèòü èçëîæåíèå

ìàòåðèàëà.
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