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А.В.Малышев 

0 КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ МОДУЛЯРНЫХ ФОРМ 

(Замечания к статье "Обобщенные суммы 

Клостермана и их оценки"*)) 

В статье, указанной в заглавии, рассматривались экспонен­

циальные суммы вида 

- 1 ( т о о | ^ 

ic(yrtodcy) 

и более общие суммы 

иг;"****. 

*)вестник ЛГУ, I960, № 13, 59-75. В заглавие этой 

статьи, к сожалении, вкралась досадная опечатка. 
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здесь - целое положительное число; ъ - нечетное положи­

тельное число, все простые делители которого входят в ; 

и „ V - целые числа; [_, - целое положительное число, делящее 

; Ь - целое число; суммирование в первой сумме ведется 

по всем вычетам ос- приведенной системы (*"бс|<^), во второй 

сумме - по тем из них, которые сравнимы с t по модулю L . 

Запись " X для числа "X. , взаимно простого с у , 
обозначает число х ' , для которого х ' х = 4 ( vnod <|/) • 

для определенности далее считаем, что О <Q C- 4 у 

В цитированной статье (или - что то же - в главе П моно­

графии [ i ] ) на основе формул Салье и оценки А.Вейля были даны 

оценки сумм ( I ) и ( 2 ) . Нам понадобится следующий вариант этих 

оценок (ср. также Эстерман [ б ] ) : 

Лемма . Имеет место неравенство 

где Т О » ) - количество всех делителей числа и . 

Доказательство. По формуле [i] ( П.72)*) нам достаточно 

*^1ак мы обозначаем формулу (22) главы П монографии Г i j . 
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доказать оценку (3) для суммы ( u > v ; fy) . Формула [ I J 

(П.7 ) показывает, что нам достаточно доказать неравенство 

Согласно формуле [ i j (П.16) неравенство (4) следует из оценок 
типа 

I к, РЪI - (ГО Р 1 ^ ( 5 ) 

где р - простое число, о .н .д . ( и > р * ) = р 1 . Но 

оценка (5) непосредственно следует из формул замечаний 2 - 4 

монографии [ i ] и неравенства [ 1 J (П.63). 

Лемма доказана. 

Оценки (3) и им подобные имеют многочисленные приложения. 

6 этой заметке мы остановимся на применении неравенства (3) к 

оценке коэффициентов, возникающих при разложении в ряд Фурье 

целых параболических модулярных форм данной размерности - S , 

где S>}% - целое число. 

Определение модулярных форм и их основные свойства см., 

например, ГуннингС7] ( а также Гекке Г 8 ] , ZlOl и Эйхлер Г 2 ] , 

С 4 ] ) . Для наших целей достаточно следующего характеристическо­

го свойства целых параболических модулярных форм, которое мож­

но рассматривать как определение таких форм. 
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Пусть S и N - натуральные числа. Функция 
комплексного переменного f , заданная в верхней полуплоскос­
ти ^vn "с > О , есть целая параболическая модулярная Фор­
ма (, ^Лгег^от.™)размерности ~Ъ и ступензи N , если 
для каждой унимодулярной целочисленной подстановки 

cud- &с = { 

имеется ряд 

( t i ) 

сходящийся при v̂r> t > о , для которого 

причем 

/ а ^ \ ; ^ < x , f e \ w > если d J " U d / ^ У • 
(8) 
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В частности, при а, = о1=4 , & = с = 0 мы имеем 

ряд Фурье для целой параболической модулярной формы F ( О : 

F G ^ Z ^ e N
 C W > O ) . (9) 

Задаче асимптотической (с ростом ) оценки коэффициен­

тов С м , важной, в частности, для аналитической арифметики 

квадратичных Дюрм*), посвящены работы Гекке , Клостермана 

[ и ] . Эстермана Г 5 ] , Салье [ т г ] и Энхлера Гз] . 

Гекке [э\ с помощью весьма простого рассуждения получил 

оценку 

(ТО) 

постоянные, входящие в О , здесь и далее зависят только от F . 

Клостерман [ т т ] , используя свои исследования по сушам 
(Т) и (2 ) , получил оценку 

±. L 

постоянная здесь зависит также и от произвольного £- > О . 

Доказательство Клостермана было несколько упрощено и уточнено 

Эстерманом 

*)об этом см., например, Гекке Г9] . 
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Салье L T 2 1 заметил, что метод Клостермана-Эстермана приво­

дит к следующему общему результату: 

Замечание. Е с л и и м е е т м е с т о о ц е н к а 

т о 

Поэтому всякий прогресс в оценках сумм (Т) при "С -А вле­

чет за собою уточнение оценок для коэффициентов Фурье це­

лых параболических модулярных йорм. В частности, если использо­

вать неулучшаемые (в смысле степени ) оценки (3 ) , то мы 

получаем следующее предложение (стазу гоормулируем его с неболь­

шим уточнением): 

Теорема. П у с т ь 

- ц е л а я п а р а б о л и ч е с к а я ф о р м а р а з ­

м е р н о с т и - S и с т е п е н и N . Т о г д а 
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(15) 

д я щ и е в 0 , з а в 

г д е О \ ( * 0 = 5 1 п о с т о я н н ы е , в х о-

з а в и с я т т о л ь к о о т F 

С помощью метода Клостермана-Эстермана нельзя снизить 

степень ^ , входящую в правую часть оценки (15) . Однако 

есть основания предполагать, что 

(и это есть истинный в смысле степени <п порядок с „ ) . в 

настоящее время оценка (16) доказана лишь для S - 2 , Эйхлером 

C 3 J , которому понадобились для этого весьма тонкие соображе­

ния. 

Для полноты изложения приведем доказательство теоремы 

(ср. Эстерман Fs] , Салье Liz] ). 

ся рядом (9 ) , то для любого фиксированного комплексного числа 

^ о с положительной мнимой частью 

(16) 

Доказательство теоремы. 1°. представляет-
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Пусть r> = ~ и Полагаем 

2 Э Г Т Г г - 2 5 г ; 1 Г 

* \ F ( ^ 7 > <U ( 1 8 ) 

N 

Промежуток интегрирования L JX*-A ' JJL+А 
разобьем медиантами Л̂С -ряда Фарея и представим интеграл (18) 

в виде сумм интегралов по полученным интервалам Фарея: 

" е У ( Н > ( I 9 ) 

V' 1 o<Vi« N<v 
о . н . ^ . ( Ь 4 ) = 1 

1 

36^Далее в п.п. I ° -5° ^ > О можно предполагать произ­

вольным вещественным, а Ж > О - произвольным целым числом. 
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где 

Обозначал 

4 

будем иметь 

2° . Изучим функцию 
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*• если - f f i f i y j t y t f , 

О, в противной случае, 

(23) 

нужную нам для дальнейших преобразований (для перестановки 
суммирования и интегрирования в формуле (21) ) . 

Пусть 

Ь о = ^ о ( 0 ^ , ^ ) - [ г Д - ] - Х 1 . (24) 

Рассмотрим вспомогательную функцию ^ 0 ^ " ) , заданную для 
всех целых Tf\ , имеющую период : 

^ ( W o ^ ^ v r O , ( 2 5 ) 

и определенную для О < ™ * ^ равенством: 

I , если О < £ Ь о , 

О, если \%<VYV 

Тогда 

. Km 

(26) 

(27) 
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где 

i если K - ^ 

К Vlo 

i - A c , если •I v<• к < % . 

Поэтому 

Теперь докажем, что 



- 151 -

<хя\ — 

л. \ V V , ^ - ^ 6 > ( 3 0 ) 

где 

О - в случае 
\9\> 

i при к=<^ и О при - < * к < ^ — 

- в случае »е1*"^(лЦ) ' 

а е̂ V - в случае '^Щ^^^Д^) > Л ( 3 1 ) 

г л . - у 
(Х^ при к = с у и ^ ^ 6 . при i £ K < ^ -

V. - в с л у ч а е f f c f ) < в * " ^ й ) У 

Действительно, по определению -ряда Фарея 

i— < , 1 _ < 1__ i i А 
« р ^ Г ^ ч , ) ч ^ ч ) ' ^ P Y ^ Y * ^ ) ' ( з г ) 
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Поэтому 

О, если Ы> > 

| I , если l ^ K - 7 7 i — \ " ' 

Отсюда мы выводим справедливость формулы (31) в первых двух 
случаях. 

Е с л и < ^ ' v < ^ U U ^ ) ~ ' 1 0 п о определению 

Y и формулам (20) 

^ ( и ' ^ ^ Д ) , воли - ^ Г ^ й ^ Г ' 

^ - h - Л), если ^ ч ^ Л М ) 

Отсюда мы выводим справедливость формулы (31) в остальных двух 

случаях. 

Формулы (31) и неравенство (29) нам дают: 

i ; k l < e * f t f ) . (33) 
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3 ° . Продолжаем изучение Cv\,<|, • Фориулу ( 2 I ) 0 

учетом определения ^ ju,<y ^ '^^ и неравенств (32) мы мо­

жем переписать так: 

«y(X!t4) 

- { e " Zl , M « . ) e " V F ( V -

1 

e % ( e ) o ( e 

где обозначено: 

Je 

(34) 
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4 . Теперь изучаем w n ч (е) . Запишем: 

< V e ) = 2 - < . ( в ) , 

он 3. ( t , ^ , N l > l 

где 

(К) (£) h ^ 

e.H.g.(«,«y)ri 

Пусть фиксированы t\l , <̂  и t . Обозначим: 

Тогда, так как ir> = t (m*od f\l) и о .н .д . = i , 
то 

=ол.3. ( V 1 ' , N I ) = X , Ц'гИггххЫ'). 
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Теперь формулу (37) можно переписать так: 

о.Н .^•Cb' )^N')=l 

(38) 

5 ° . Пусть 

К функции F С^) применим тождество (7 ) , следующим 
(а 6 

образом подбирая целочисленную унимодулярную подстановку оС 

Л 

(39) 
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Таккак а ( £ - < 5 $% ( £ м C ^ o d ^ y ^ -< ( т о 4 < у ) _ ^ 

= ( m o o t ^ , то b - целое число. По построению & 
/ а , « Л 

целочисленная подстановка \ с d / унимодулярна: adU&cH. 

Подстановка ^ ^ определяется числами N , ^ и 

к . Однако заметим, что если ^ = Vis I (w»o4N) и числам 

N . . ^ отвечает по формулам (39) подстановка ( С | ' d^) t 

то 

так что класс j/^j О™0^ , задаваемый формулами (39) , 

определяется числами IN , Q. и классом вычетов 

Действительно: 

0 , , - a s - (8 v ) В i' ( ™ d N \ 
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Поэтому функция Xt/g^ определяется (при 

фиксированных N и су ) числом ^ о d N ) t Поэтому 

далее обозначаем: 

Замечая, что 

c t + d " с. " e(cr+d) ^ ~ ^ » 

и применяя формулу (7 ) , получаем: 

- (е) - T I --дат <40> 

/Се) 
Подставим выранение (40) в формулу (58) для & . Тог­

да, учитывая (30) , получим: 
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,(e) . 4 ~ 0) - - w « ) / . . л ,,T. 

где 

to N. . . . 

V*, (M,^e,k)=2_ ь , ^ е 

o .H.^ . (b ' , ^ ' ) - 1 

б . Равенство (42) и оценки (3) и (33) нам дают неравен­
ство 
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где Я .) (равно как в дальнейшем А а., ^ з , • • • ) - посто­

янная, зависящая только от F . 

Поэтому 

Пусть теперь |б! -S " ^(j^+ • Тогда 

Здг 2.3Г ЫГ ^ XQ* _QL 

а потому 

v i ^ r w ^ I col Л 

ибо для каждого ^ ряд [ & ^ ( g 

сходится, а количество ^ О**0^ 1^0 ограничено числом 
. s гпж._ 

U . Далее, так как е ^ < j ) 3 при ас > 0 , то 
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•S - -

Из двух последних оценок выводим: 

1. s 

Оценки (44) и (45) нам дают (при 1б| -S - — т ~ — ^ - ) 

Откуда по формуле (36) (при 1 9 I ^ T^TTJTJ - ) 

1<ЦСе)1 < Д 6 Л n - t ^ ^ V « f V e - " i f » ^ f . (4?) 
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Из формул (34), (22) и оценки (47) выводим: 

, I А %9 ^ ( V Л У ^ ^ 

У\ 

1
 л _ 1 J L 

Теорема доказана. 
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